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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Ce cours n’est censé remplacer ni les cours de mathéreatijles cours de physique. En effet, ce
n'est pas du tout un cours de théorie, I'élément certaht les exercices. On va donc essayer de limiter
I'enseignement théorique a une heure de telle sorte que agez deux heures a disposition pour le travail
sur les exercices, avec 'aide des assistants.

Le but de ce cours est de présenter certains outils matftfirea importants pour les cours de physique
de deuxiéme et troisieme année. Aussi, il est fait poursvmettre en confiance et vous familiariser avec
les calculs, ce qui est plus difficile dans un cours traditenUtilisez alors cette opportunité d’apprendre a
travailler sur des problemes, et surtout n’hésitez passer des questions aux assistants !

1.2 Evaluation

Votre progres est évalué par des contrdles continuguceeut dire qu’il y a un test de courte durée
(2h a la place d'une séance d’exercices) a la fin de chalpee donc 5 tests en tout. Le but est de voir si
vous avez compris I'essentiel du sujet, I'etudiant (aiudiante) qui travaille bien pendant les heures du
cours sur les exercices devrait réussir. Vous avez drritalculatrices et aux notes du cours, mais les notes
des exercices ne sont pas admises. La note finale est la neogiatihmétique des quatre meilleures notes.
Si vous étes absent lors d’'un contrble continu, vous exév note “0”. Un contrble continu est toujours
annoncé au plus tard pendant la session précédente.

Il est cependant possible de passer un examen régulieaptladsession d’examens, qui a lieu aprés la
fin du cours, a la place des contrdles continus. Toutelfpjsarticipation a deux tests entraine l'inscription
automatique au contrble continu. Ceci exclut I'inscopta I'examen. L'échec au contrble continu compte
comme une tentative a I'évaluation de I'enseignemergsetionc équivalent a I'echec d’'un examen.
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1.3 Calendrier provisoire

Le calendrier provisoire (qui changera fort probablemelarsles besoins) est :

22.9.10
29.9.10
6.10.10
13.10.10
20.10.10
27.10.10
3.11.10
10.11.10
17.11.10
24.11.10
1.12.10
8.12.10
15.12.10
22.12.10
23.2.11
2.3.11
9.3.11
16.3.11
23.3.11
30.3.11
6.4.11
13.4.11
204.1
4511
11.5.11
18.5.11
25.5.11
1.6.11

Tenseurs 1

Tenseurs 2

Tenseurs 3

Tenseurs 4

Tenseurs 5

Tenseurs 6 ebntrole continu 1 (tenseurs)

Distributions 1

Distributions 2

Distributions 3

Fonctions de Green 1

Fonctions de Green 2

Fonctions de Green 3

Intégration complexe 1antrdle continu 2 (distributions et fonctions de Green)
Intégration complexe 2

Intégration complexe 3

Intégration complexe 4

Intégration complexe 5 ebntrdle continu 3 (intégration complexe)
Probabilité 1

Probabilité 2

Probabilité 3

Statistique 1

Statistique 2

Statistique 3

Groupes 1 eontrole continu 4 (probabilité et statistique)
Groupes 2

Groupes 3

Groupes 4 ebntrdle continu 5 (groupes)

réserve

1.4 Enseignhants

nom bureau email
Martin Kunz Ecole de Physique 224  Martin.Kunz@unige.ch
Mathias Albert  Sciences | 217

Mona Frommert

Sciences | 219

1.5 Remarques sur les notes du cours

Une premiere version de ce cours a été créée par WemmeeiA (distributions, fonctions de Green,
tenseurs, espaces de Hilbert), Jean-Pierre Imhof (priésket statistique) et Henri Ruegg (groupes). Les
notes ont été modifiees et étendues par d'autres ersgigrprincipalement par Michel Droz, Cathérine
Leluc et Xin Wu (probabilité et statistique), Eugéne Soiktkov (distributions, fonctions de Green), Olivier
Piguet et Michele Maggiore (théorie des groupes) et Rutlrddjespaces de Hilbert, fonctions de Green).
Je remercie aussi Umberto Cannella pour la transcriptidater de certains chapitres, et Mathias Albert

pour son aide avec le chapitre sur l'intégration complexe.



Chapitre 2

Les Tenseurs

On considére un espace géomeétrique (par exeiiplaine sphére darlR?). Grosso modo un tenseur
est un objet associé a cet espace (par exemple une graplagsique) qui obéit a une certaine loi de
transformation lorsqu’on change de systeme de coorden(i&xpression de cet objet dans le nouveau
systéme de coordonnées est obtenue a partir de celld a@acien systeme de coordonnées d'une fagon trés
spécifique). Le terme “tenseur” fut introduit par le physitW. Voigt; le mot vient du fait que I'on peut
représenter les tensions dans un solide par un tenseur.

Du point de vue mathématique, le concept de tenseur estan@ajisation de celui de vecteur.

2.1 \ecteurs

Soit V un espace vectoriel réel de dimensior{(n < oo)!. Nous désignons par* le dual deV :
V* est I'ensembleC(V, R) des applications linéaire$ : V — RR. V* est également un espace vectoriel
réel de dimensiom. Si f € V*, nous utilisons la notatiof, v) pour la valeurf(v) de f appliqué au
vecteurv € V; donc

(f,v) = f(v) eR.

Dans la suite nous utiliserons la notatign(plutdt quef) pour les éléments dé*. Donc
(v v) =v*(v) e R sivi e V5, veV.
Si{es,...,e,} estune base dé nous désignons pde*?, ..., e*"} la base duale dg* :

1 sit=y

0 sii#j 2.1)

(€7 ej) = €™ (ej) = &) = {

Nous utilisons des indices inférieurs pour des vecteur¥ @& des indices supérieurs pour des vecteurs
deV*. Laraison pour ce choix deviendra plus claire par la suite.

L'espace vectorieV et son dual’* sont isomorphes. Néanmoins, il convient de distinguereetés
vecteurs appartenanfdet des vecteurs appartenarni¥a Les premiers sont appelés des vecteurs contra-
variants, les derniers des vecteurs covariants. Cettertelogie reflete le comportement des composantes
des vecteurs dans différentes bases lors du passage diseéhune autre, comme nous allons I'expliquer
maintenant.

1. Nous ne considérons ici que des espaces vectoriels sargeIR, car c'est suffisant pour des applications en physique ; les
définitions s'étendent aisement a des espaces vdstetiedes corp# plus généraux.

7



8 CHAPITRE 2. LES TENSEURS

2.1.1 \ecteurs covariants

Les éléements™* de V* sont appelés degecteurs covariantsDonc un vecteur covariant est une ap-
plication linéairev* : V — IR. Pour expliquer la terminologie, regardons comment sesteement leurs
composantes dans différentes bases lors du passage@mtrbases. Si* € V* et{e;} est une base dg,

on peut exprimer* comme combinaison linéaire desecteurs:*!, . .., e*™ qui forment une base dég* :
n
vt = ZTke*k , (2.2)
k=1
ouTy, ..., Ty sont des nombres réels appelésdesposantes de* par rapporta la base{e; } (observer

que le développement dans (2.2) est dans la base dudlg, qui est une base d¢*; la base duale est
déterminée de fagcon univogque par la donnée de la bagede V, donc la terminologie “composantes
dev* par rapport a la basge;}” est raisonnable). En vertu de (2.1), on a I'expressionasu® pour les
composantes de* :
Ti = (v, ex) = v"(ex) .
Prenons maintenant une deuxieme base. . ., é,, } deV, etdésignons la base duale pat!, ... e}
(donc(e*’, ;) = 5;1). Chacun des vecteugs est une combinaison linéaire de, .. ., e,, NOUS pouvons

donc écrire
n
s k
€ = Z oy ey .
k=1
Lesn? nombremj’c décrivent le changement de bgsg} — {é;}, on peut les considérer comme formant

une matricenxn, o = {aj’“} (le premier indicej spécifiant la ligne, le deuxieme indiéela colonne de
cette matrice ; leur emplacement, supérieur ou inférgena expliqué ultérieurement).

De fagon similaire, chacun des vecteéts est une combinaison linéaire &', ..., e*" :
n
e = Z Bet (2.3)
k=1

Comme les bases duales sont déterminées par la donnbasksde’, il est clair qu'il doit y avoir une
relation entre la matricé = {3, } et la matricex = {ajk}.

Exercice 1 :

(a) Montrer quey_;_, Bikaj’“ = 65 ou écrit avec des matrices (en faisant attention a l@chs indices
relative a la loi de multiplication de matriceSh’ = I = la matrice identité (dong = (a?)~! est

l'inverse de la transposée de la matrige ~

(b) Si Ty, désignent les composantes d’un vecteur covatiamar rapport a la basge;} et T; celles par
rapport a la baséé;} (doncv* = Y°)'_, Tpe*t = >°)_, Tyé*F), montrer que

T;=> afT. (2.4)
k=1
(c) Considérer le cas particulier :
51 = 7361 + 562 (25)
52 = €1 — €z (26)

et calculer les composante@"’ de la matrice de changement de base, ainsi que les comp@i’grﬂa
vecteur covariant dans cette nouvelle base (exprimés eofonction deg).
(d) Soit

w* _ 26*1 +€*2;

trouverT; et T, puis calculefl’; etT}, pour le changement de base de (c).
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Commentaire La formule (2.4) montre que les composantes d’'un vecteuarént se transforment de
la méme fagon que les bases Ygc’est-a-dire avec la matrice), d'ou la terminologiecovariant (se
transformercomme les bases). Il ne faut pas oublier dans ce contexte quemegosantes d’'un vecteur
covariant sont définies par rapport a des basag*déandis que la matrice détermine un changement de
base dan¥.

2.1.2 \ecteurs contravariants

Les élément® de V sont appelés degecteurs contravariantsCes vecteurs peuvent étre développés

dans des bases d& Si{ey, ..., e, } estune telle base, on aura
n
v = ZTkek ,
k=1
ouT',...,T" sont des nombres réels appelés ¢esposantes de par rapporta la base{e;}. lls

sont donnés pal’* = (e** v). Si on désigne paT’iIes composantes de par rapport a une autre
base{éi,...,é,} deV (doncv = Y}, T* e, = > _, T*éy), alors

19 =" F,T", (2.7)
k=1
ou s = {3} estlamatrices = (aT)"".
Exercice 2 :

Démontrer la loi de transformation (2.7).

Commentaire Le terme “vecteucontravariant” s’explique par le fait que ses composantes seftvament
contrairement aux vecteurs de base (c'est-a-dire comme les wmcties bases duales, avec la matrice

B =(a")™).

2.2 Tenseurs

2.2.1 Tenseurs covariants d’ordre 2

Soit v*! et v*? deux vecteurs covariants. On peut leur associer un prokuit {produit tensoriel),
désigné par*! @ v*2, de la fagon suivanter*! @ v*2 est une application dg x ¥ danslR donnée par

vt @ v (1, v2) = (0*, v) (0, va) (2.8)

ollvy, vp varient sury (tandis quev*! etv*? sont fixés). Il est clair que*! ® v*? définit une application
bilinéaire (linéaire dans le premier argumentinsi que dans le deuxieme argumesjtde )’ x V danslR.
C’est un cas particulier de tenseur covariant d’ordre 2. &megal urtenseur covariant d’ordre 2st une
application bilinéaird” : ¥V x V — R, donc satisfaisant

T(v1 + Mwi,v2 + Aawse) = T(vr,v2) + AT (v1,ws) +
+>\1T(’w1,1)2) + )\1)\2T(w1,w2) (29)
siv;, w; € V et); € R. Nous désignons pdt’ I'ensemble des tenseurs covariants d’ordrg2est un es-

pace vectoriel (on peut additionner des applicationsédlires, et on peut les multiplier par des constantes).
7, contient également des applications qui ne sont pas unijire vecteurs covariants

2. Exemple : si{e1, e2} est une base dg, alors I'application bilinéaire*! ® e*! + e*2 @ e*2 n'est pas un produit ; on peut
vérifier que I'hypothese*! ® e*! + e*2 ® e*2 = v*1 ® v*2, pour certaing*!, v*2 € V*, méne & une contradiction.
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La dimension de I'espace vectoridly estn?. Pour le voir, soit{e;,...e,} une base de),
{e*!,... e} labase duale d&*. Considérons lea? éléments d€’ formés par les tenseurs produits

EI* =¥ @ e*k (j,k=1,...,n),

donc E7% (vy,v9) = (e*7,v1){e** vy). Cesn? tenseurq 7%} forment une base d&, comme expliqué
dans 'exercice qui suit :

Exercice 3 :

(@) Verifier que lesE’* sont linéairement indépendants. Plus précisémentppaser quel =
szzl A\ E9% = 0; en calculant(e;, e,), on trouve que\;, = 0.

(b) SiT € 7? est un tenseur covariant arbitraire d’ordre 2, montrerl@xiste des constantdyy, telles
que

T=> Tyk*. (2.10)
j,k=1

Indication: Puisquel” et E7% sont bilinéaires, il suffit de vérifier I'identité (2.18ur des vecteurs de la
base{e,}, donc

n
T(ei, e0) = Z TjkEjk(ei,eg) Vijd=1,....,n.
j,k=1
Se convaincre que ceci est satisfait si
Tjk = T(ej, ek) .
Lesn? nombresT};, sont appelés lesomposantes du tensefirpar rapport a la basge; }. Par rapport
aune autre basg; } deV, les composantes désont les nombres

T =T(j,éx) .

Exercice 4 :

Soit{a '} la matrice donnant le changement de basg — {¢,}, c'est-a-direz; = >, o ey

(a) Vérifier la loi de transformation des composante§'de

n
- o
T]k = Z O[le[k Ti@
i,0=1
(un facteurx,® pour chacun des deux indices spécifiant les composantes!)
(b) Pourn = 2 considérer le tenseur suivant

T —_ 26*1 ® 6*1 + 6*1 ® 6*2 . 26*2 ® 6*1 + 36*2 ® 6*2 :

en utilisant la matrice{aj"’} trouvée dans (1c), calculg, .

Exercice 5 :

Soitn = 3 et les vecteurs de basgg forment une base orthonormée “normale” (nous allons \&ir |
définition précise plus tard, ce n’est pas important icgnergie cinétique d’un systéme en rotation peut
étre écrite comme = 1/2]/(w,w) OUw = Zle w'e; est le vecteur (axial) de la vitesse angulaire, et
1= Z?,k:l I;, E7% est le tenseur d'inertie.

(a) Calculer pourw = ves (rotation autour de I'axes avec vitesse angulaire etl = 2m/f?(e*? @ e*? +

e*3 @ e*3) (le tenseur d’inertie de deux masses ponctuetlesu points(4/, 0, 0)).

(b) Calculer les composantes @eet I pour le changement de base correspondant a une rotatiour alet
I'axe e; d'un anglep.

(c) Calculer explicitement I'énergie cinétiqagoour le cas (b) et vérifier qu’elle ne dépend pas de I'orien-
tation des vecteurs de base.
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2.2.2 Tenseurs covariants d’'ordrey

Les considérations précédentes s'étendent aiséaweodncept de tenseur covariant d’ordre génégral
(¢ € N). Choisissong vecteurs covariants, c’est-a-digelements d&* désignés par*!, ..., v*9. Leur
produit tensoriel est une applicationex V x --- x V danslR donnée par
—_—
q fois
v @@ v (o, ) = (O ) (0 ) - (07, (2.11)
ou leswvy, ..., v, varient surV. Le produitv*! @ --- ® v*? définit une application multilinéaire (linéaire

dans chacun desarguments) d& x - -- x V dansR. Plus généralement, uanseur covariant d'ordre
est défini comme une application multilinéaire

T:Yx---xV—-1R,
————

q fois
satisfaisant donc

T(vi,...,05-1,0+ AW, Vj41,...,0) = T(v1,...,0-1,9,Vj41,...,0q)
+)\T(U1, ey Uj—1, W, Vjga, - - .,’Uq) (212)

pour chaqueg = 1,...,q (v,w,v; € V, X € R).

Nous désignons p&fqo I'ensemble des tenseurs covariants d’odr@ourqg = 1 on obtient les vecteurs
covariants, don@” = V*). 7;0 est un espace vectoriel (on peut additionner des tensevasaots dunéme
ordreq, et on peut les multiplier par des constantes). On peutdnire une base quo, en commencant par
une basge;} deV et en prenant tous les tenseurs qui sont un produjtaiteurs de la base dugle*’}.
Plus précisément, soit

Evie —e*1 @ ... @ e (i1, yig=1,...,m) (2.13)

le produit (au sens tensoriel) des vectetits, . . ., ¢*« (a noter que le méme vecteur de la base d{ialé}
peut apparaitre plusieurs fois dans (2.13)). Dafic %« est une application multilinéainé x - - - x ¥V — IR
donnée par

Eatauy, . vg) = (€ v ) (¥ vg) - (¥, ,)

En répétant les arguments de I'Exercice 3 (aydacteurs au lieu de 2 facteurs), on voit que 1gsten-
seurs{ £ ""a } forment une base d&". Donc siT’ € 7. est un tenseur covariant d’ordygon peut I'écrire
comme combinaison linéaire dé&x: i :

les nombred’;, ...;, étant donnés par

Ti = T(eil, “ee ,61'(1) . (214)

10vig
Ce sont lezomposantes du tenselipar rapport a la basg; }.

Exercice 6 :

Déterminer la loi de transformation des composantes damseur?’ covariant. Plus précisément :
soit{¢;} une deuxiéme base de(é; = >, ajkek), et soitT;, ...;, les composantes dE par rapport &
cette base :

T; =T (iy,...,6i,) .

10ig

Etablir la relation entre Ie@-l...iq etlesT;, ..., .
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Dans (2.8) et (2.11) nous avons introduit la multiplicatifenvecteurs covariants. De fagon similaire on
peut définir lanultiplication de tenseursovariants arbitraires (pas nécessairement du méme)o&iS €
7;0 etT € 72, alors leproduit S @ T est un tenseur covariant d’ordget s (c’'est-a-direS @ T' € 7;0+5)
défini par
ST (v1,...,0q4s) =S(1,...,99)T (Vgs1,- -, Vgts) - (2.15)
Pourq = s = 1, (2.15) est identique avec (2.8).

Exercice 7 :

(a) Vérifier que la formule (2.15) définit bien un tenseue$t-a-dire une application multilinéaire).
(b) Est-ce que la multiplication de tenseurs est commudativnon ?
(c) Exprimer les composantes du prodgiit 7' en termes des composantestiet deT".

2.2.3 Tenseurs contravariants

La théorie des tenseurs contravariants est tres serebdabelle des tenseurs covariants, il suffit de
remplacer partout I'espace vectoriglpar V* (et doncV* par (V*)*). Ici il faut se rappeler qu’on peut
identifier (V*)* avecV. En effet, chaque vecteur € V définit une application linéair®* — IR par la
formule

v(v*) = (v*,0) ;

ici v est fixé et* varie surV*. D’autre partdim(V*)* = dimV* = dimV = n; donc chaque élément
de (V*)* peut etre identifié de fagon univoque avec un vectetde ).

Un vecteur contravariant était défini comme un éléememte V, c’'est donc aussi une application
linéaire V* — IR. Un tenseur contravariant d'ordreo (p € IN) est une application multilinéaire
T:V* x--- x V" — IR, satisfaisant donc

p fois
T, . o7 o 4w, 0T 0tP) = Tt M e oM P
FAT(v* oM Tt oL 0*P)(2.16)
pourj =1,....p(v*,w*,v* € V*, X € R). Lensemble des tenseurs contravariants d’opdest désigné

parZf (7 = V est 'ensemble des vecteurs contravariarfg) est un espace vectoriel ; une baseZgfe
est donnée par les’ tenseurs

Ej1~'jp:€j1®"'®€jp (jl,...,jpzl,...,n).
E;,...;, estle produit, au sens tensoriel,gheecteurs d’une basge; } de). Ses valeurs sont
Ejl“‘j]) (’U*la S, UP) = <'U*15 €j1><v*2a ejz) T <'U*p’ ej])) .

SiT e 77 estuntenseur contravariant d’orgrél peut étre écrit comme combinaison linéaire dgs..;,

T= > TMPE, ., (2.17)

Jis--dp=1

avec
TIv I = T(e*, ... e*r) . (2.18)

Les nombreg/J» sont appelés lesomposantesiu tenseufl’ € 7 par rapport a la basge;} (les
indices spécifiant ces composantes sont placés en hagti @istingue les tenseurs contravariants des
tenseurs covariants dont les composantes sont écriteslasendices inférieurs).
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Exercice 8 :

(a) SoitT € 7 etp = 2. En procédant comme dans I'Exercice 3(b), vérifier (2(P7)8) dans ce cas.

(b) SoitT € 7}, T+ J» ses composantes par rapport a une asgdeV et i» ses composantes par
rapport & une autre bagé, }. En utilisant (2.3), déterminer la loi de transformatianaks composantes
(considérer d’abord le cas= 2, puis le cas général).

(c) Donner la formule pour la multiplication de tenseurstcawariants (si5 € 7 etT € 7, alorsS ® T’
sera un tenseur contravariant d’orgre- r).

2.2.4 Tenseurs mixtes

Une combinaison des notions de tenseur covariant et tensatravariant donne celle denseur mixte
Un tenseurp fois contravariant ety fois covariant sur) est une application multilinéaire (c’est-a-dire
linéaire dans chaque argument)

T:V'Xx---xV'xVPx---xV—->1R (2.19)

p fois q fois

(donc lesp premiers arguments sont des vecteur¥tdesq derniers des vecteurs appartenabfaNous

dirons aussi qué’ est un tenseur du typ{éq)} sur). Le nombrep + ¢ est appelé leangdu tenseufl.

L'ensemble des tenseurs du tyﬁje} sera déesigné pa?. Sip = 0, respg = 0, onretrouve I’espacf;’zé;0
des tenseurs covariants d'ordraesp. 'espacé’ des tenseurs contravariants d’orgr®©n définit encore

(pourp = g = 0) les tenseurs d& comme étant des constantes; donc un tenseur du[t%ﬂ)est un

nombre réel, et ces tenseurs sont appelésckdaires
Il est clair queZ.” est un espace vectoriel (on peut additionner des tenseungmetype, et on peut les
multiplier par des scalaires). On peut aussi multipliendmseurs quelconques : Sic 7 etT € 7,

leur produit S ® 1" est un tenseur du typ[ep } donné par

S@T (v, .. v Pt vy, vgys) =
S, v vy, o ) T (0P 0T gy vges) (2.20)

Une base d€? peut étre construite en prenant l¢5"? produits dep vecteurs d’une basge;} deV etq
vecteurs de la base dudle*’} :

J1J * *7j
E,miq:e“@) ®el®eh®~~-®eh,

1

Donc

Ezjif: (v*lv s 7,U*p, U1y avq) = <U*17 ei1> e <v*p7 eip><e*jlvvl> e <e*quvq> .

Le développement d'un tenseur générat 7" dans cette base est :

T = Z Z T e (2.21)

ou les coefficientg“;ffjf;j (des nombres réels) sont donnés par

i1y iy sip ,
Ty 0 =T(™,....e™ €ej,....€5,) .
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Exercice 9 :

Pour des cristaux anisotropes, la conductivité éleatrig] peut étre difféerente dans certaines directions.
Dans ce cas, la densité de courantjest o F/, ouj et £/ sont des vecteurs etest alors un tenseur mixte

du type[ﬂ pour assurer que la densité de courant est une quantépendante du choix de base.

(a) Ecrire la loi de transformation des composan’gbdu tenseur de conductivité.
(b) Soient dans une base “standard” (orthonormée)es, es} (n = 3) les composantes du tenseur=

3 J i
Zi,j:l o B}

1 V20
bil=1v2 3 1
0 1 1
Faire une transformation de base
N 1 V3 1
€1 = \/661+762+ﬁ63
N 1
€2 = — % er+ 363
_ 1 N 1
e = — €1 — < € — €3.
3 \/5 1 2 2 2 3

(Ecrit comme matrice, l'inverse de cette transformatianasnatrice transposée.) Quels sont les compo-
santes de dans la bas¢é; } ? Donnez une interprétation physique du résultat.

Exercice 10:

(a) SoitS, T € 7P Quelles sont les composantes de la sonsmel” en termes de composantes$let?’ ?
(b) SoitS € 7 etT € 7. Donner les composantes du prodtii 7' en termes de composantesglet
deT.

(c) Veérifier la loi de transformation des composantes demseur?” € 7' lors d'un changement de

~ n k .
basec; = > i, o e

n n

jiip in . gl b, g taphke

1550 = E E B, B ke Oy oy Ty (2.22)
E1yeokp=1L1,...,04=1

Donc chaque composante contravariante se transformeaweattices = (a’)~! et chaque composante
covariante avec la matrice

Attention: Une matricenxn est une notation commode pour plusieurs objets mathéuestide nature
tres differente u) une collection quelconque d€ valeursb) la représentation d’une application linéaire
AV — V dans une base donnée de cet espacks composantes d'un tenseur de r&dans une
base donnée (notons que cette possibilité d’écrituve po tenseur est tres particuliere : des que le rang de
celui-ci est supérieur 2, I'ecriture matricielle n’est plus possible). Les magiser = {ajk} etg = {4},
faisant partie de la catégorig ci-dessus, décrivent le passage entre deux bases et n@t sapport avec

un tenseur; les composantes d’un tenseur se réfererd daute base, tandis que teﬁ et 3, sont des
objets dépendant de deux bases différentes.

2.2.5 Convention de sommation d’Einstein

Dorénavant I'équation (2.22) sera écrite comme suit :

iy i iy 0 Lok hy
Tjy.ojg = B0, B0 0y " Ty, (2.23)
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Dans (2.23) nous avons omis d'indiquer les opérations dersation, en utilisant la convention suivante :

Sidans une expression un indice apparait deux fois (us@fohaut, une fois en bas), il est sous-entendu
gu’on somme sur les valeurs possibles de cet indice (doncde. Un indice de ce type est appelé un
indice muet

Un indice apparaissant une seule fois dans une expressiapgié urindice libre

Exemples (a) Dans (2.23)i1, ..., p, j1,- .., jq SONt des indices libres, ils apparaissent une fois dans le
membre de gauche et une fois dans celui de drkite. ., k, et/y, . .., ¢, sont des indices muets (comparer

avec (2.22)).
(b) Soitn = 2. Si {T};} est une matric@x2, {S;;x} un ensemble d&* = 8 nombres{,j,k = 1 ou2)
eta = (a',a?) un vecteur, alors la formule

Tjr = Sijua’ (2.24)

est une abréviation pour les quatre équations

2 2 2 2
T = ZSiuai , T2 = Z Spea’, To = Z Sira’, Tay = Z Sizea .
i=1 i=1 i=1 i=1
Dans I'equation (2.24),est un indice muet et k£ sont des indices libres.

2.2.6 Terminologie des physiciens

En physique il est usuel d'utiliser le terme “tenseur” pasg d:omposant&ﬁff,';j (et non pour I'appli-
cation multilinéairel"). Ces composantes ont une signification physique (par rappme base d'un espace
vectorielV qui peut &tre par exemple I'espalBé’ ou I'espace-temps de Minkowski). Donc les physiciens
considerent un tenseur comme un objet avec des indiceswtretiau en bas (indices contravariants res-

pectivement covariants) ; plus précisément, les phgsgappellent tenseur du ty%} la donnéedans

chaque baseeV, d'un arrangement de? ¢ nombreST;ffff;: ayant la loi de transformation (2.23) pour
tout changement de base.

2.2.7 Tenseurs et grandeurs avec indices
Etant donné des nombréﬁffff;: et une basdey,...,e,} deV, on peut définir une applicatiofl :

VP — IR par la formule (2.21), donc un tenseur du t;{pZe} (comme dans (2.19)? désigne le produit
cartésien de copies deV* et ¢ copies deV). D’autre part, étant donné, pour chaque bggeé deV, un
arrangement de?*4 nombres:f“;jf,'f;j, ceci ne définit en général pas un tenseur : pour chaqe{bgson
obtient bien une applicatiof : VP — IR, mais en général ces applications sont differente®ltmI'autre
(elles sontidentiques si et seulement si la loi de transdtion (2.22) est satisfaite pour chaque coyplg,
{é&;} de bases). Donc la propriété que @%Z soient un tenseur (plus précisement qu'ils définissest |
composantes d'un tenseur dans les differentes basgysekt une propriété trés spéciale.

Exercice 11 :

Soitn = 3.
(a) Dans chaque base Weon se donne trois nombres comme sdit= (0, 1,0) [donc le méme arrange-
ment de trois nombres dans chaque base]. Est-ce que ceuf défvecteur covariant ou non ?
(b) Dans chaque base g on se donne neuf nombres par la matrice

1 00
0 1 0
0 0 1
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Est-ce que ces nombres définissent un tenseur d’'@dmvariant (dond’;;, = d;, dans chaque base)?
Un tenseur d’ordre contravariant (dond@7* = §/% dans chaque base)? Un tenseur d’or2inmixte
(doncT} = 6% dans chaque base) ?

Exercice 12 :

Supposons donné dans chaque base d’un espace vettarigrrangement de’ nombresbjk ayant la
propriété suivante : pour chaque vecteur covarigries nombre§; = bijk se transforment comme les
composantes d’un vecteur covariant. Albj%se transforme nécessairement comme un tenseur.

Ce résultat peut étre utile en physique. En mécaniquexyample on a la relatioh; = Ijkwk entre
la vitesse angulaire et le moment cinétiqué& ; comme ce sont deux grandeurs vectorielles (densités
vectorielles de méme poidsl, ou "vecteurs axiaux”)] doit étre un tenseur.

2.2.8 Lopération de contraction

La contraction (simplepst une application linéaire dg? danqup__l1 (sip,q = 1). La définition la
plus simple est en termes de composantes.Seit7?. Les composanteE;ffff;.: deT dans une basge; }
portentp indices libres contravariants,, . . . ,i,) etg indices libres covariantg, . . ., j,). On choisit une
paire formée d'un indice contravariant et d'un indice aimat et on donne le méme nom a ces deux indices;;
ainsi deux indices libres deviennent muets (et il y a une satiom a effectuer). De cette fagon on obtient
un arrangement de”*?-2 nombres § — 1 indices libres contravariants ¢t- 1 indices libres covariants),

et il s'agit en effet d’un tenseur du ty[{éq) B H (en effectuant dans chaque bdsg} la contraction sur la
méme paire d’indices).

Exemple: Choisissons la pair@, j,). Les composantes du tenseur contracté séfjélﬁtj‘,:flk (k étant un
indice muet, donc de sommation), ou 'egalen‘it‘—;ﬁj_'t_'_';.j;‘f11.1 (7, désignant I'indice de sommation).

Exercice 13:

(a) Soit.S un vecteur contravariant & un vecteur covariant. Dans une base} on aS = Sie; et

T =Tje*. Les nombre$?T;, définissent un tenseur du ty;@cﬂ . Aprés contraction on obtient un scalaire

(le “produit scalaire” des vecteussetT'). Veérifier cela explicitement avec le changement de bagdéde
S = 2e1 + ez etT = e*! 4 2¢*2, c’est-a-dire montrer qu'on 88T}, = S7Tj.

b) SoitT'”, les composantes d'un tenseur du typd . Verifier que la loi de transformation d&’ est bien
ke p B q v
celle d'un tenseur du typk. |. En d'autres termes : §f = T et# = 7%, alors on a biefi, = 8, a,’t".
yp 1 jt 14 it 4 kS or

Remargue On peut itérer I'opération de contraction et définir desitractions multiplesSi m € N
etp,q > m, on peut choisim paires d’indices différents, chacune formée d’un indicatravariant et
d’'un indice covariant, et effectuer une contraction surccing de ces paires. Le résultat est un tenseur du

jir

type [Z - 2} Exemple(m = 2) : si T}, sont les composantes d’un tenseur du t{/é% alorsT est
un vecteur covariant-(est I'indice libre).

2.2.9 Tenseurs syratriques et tenseurs antisyrgtriques

Soitg > 2etl < i < j < ¢. Untenseufl’ € qu estsynétrique (resp.antisynétrique) par rapport a
la paire(i, j) si ses valeurs ne changent pas (resp. changent de signg)esaustation du-eme etj-ieme
argument, c'est-a-dire si

T(vi, .y Viyee oy Ugyee oy Ug) =T (01,000, 05,000, Uiy oo, Ug) (2.25)
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resp.
T(V1, ..y Viye ey Vgyee oy Ug) = =T (V1,0 o, Vfy ooy Uiy e vy Ug) - (2.26)

T estcompktement syétrique(resp.compktement antisyétrique si (2.25) (resp. (2.26)) est satisfait pour
toute paire(i, j).
De fagon analogue on définit des propriétés de symetrid’antisymétrie de tenseurs contravariants.

Exercice 14 :

(a) Utiliser (2.14) pour exprimer la propriété de syrigetu d’antisymeétrie d’un tensedt € 7,” en termes
des composantes dé Sig¢ = 2, les composantes;;, de T peuvent étre considérées sous forme de ma-
tricenxn ; quelles sont les propriétés spéciales de cette matriEest symétrique ou antisymétrique ?

(b) Vérifier que chaque tenseur covariant (ou contravgridiordre 2 possede une décomposition unique
en la somme d’un tenseur symétrique et d’'un tenseur anéisigue.

(c) SoitS € 73 un tenseur symétrique & € 7 un tenseur antisymétrique. Montrer gsig. 7% = 0.

Rajoutons que I'ensemble des tenseurs completementsguoes  fois covariants) est un sous-espace
de 'espace vectoriel d&). Il en est de méme pour 'ensemble des tenseurs complétemesymétriques.

2.2.10 Pseudotenseurs

Le terme “pseudotenseur” est utilisé pour certaines grarglqui ont une loi de transformation tenso-
rielle pour une classe restreinte de changements de basea®garticuliers sont souvent rencontrés en
physique.

Définition : Une densié tensorielledu type {2} et de poidsV consiste en la donnée, dans chaque base

deV, denrt4 nombres‘.lﬂ;ffff;: se transformant comme suit (comparer avec (2.22)) :

T;f;: = |a|Nﬁi1k1 .. ﬁlpkp ajlll .. aijTZkl{:Zzp : (2.27)
ola = {aj’“} est la matrice qui définit le passage de la bfsg a la base{é¢;}, |a] = deta est le
déterminant dey, et3 = (o)~ 1.

Sous des changements de base akger = 1, (2.27) coincide avec la loi de transformation d'un
tenseur.

Les densités tensorielles de ramg= 0 (p = ¢ = 0) sont appelées defensiés scalairescelles de
rangm = 1 desdensiés vectoriellegcovariantes ou contravariantes). Parfois on emploietedécapacie
tensoriell& pour des densités tensorielles de poids négafit< 0).

Un tenseur est simplement une densité tensorielle de poigs0. Le produit d’'une densité tensorielle
de rangm; et poidsN; avec une densité tensorielle de rang et poidsN, est une densité tensorielle de
rangmi + mo et poidsN; + N». Si Ny = — Ny, ce produit est un tenseur de ramg + mo.

Exemple Le produit d'un tenseur de rang et d’'une densité scalaire de poi¥sest une densité tensorielle
de rangn et poidsN.

Exercice 15 (Scalaires et pseudoscalaires) :

(a) Mettre en évidence la difference entre un scalair@etdensité scalaire en considérant leur loi de trans-
formation lors du passage d'une bdse, ..., e, } alabasg—ey,...,—e,} (donce; = —e;).

(b) Si T} sont les composantes d’un tenseur covariant d’ordre Aguié@ss par|T’| = det{Tz} le
déterminant de la matricgl’;, }. Est-ce quéZ’| est un tenseur ? ou une densité tensorielle ? Si oui, indique
son type et son poids.
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Exercice 16 (Le symbole de Levi-Civita) :
Soit d’abordn = 3. On pose

+1 si(z,7, k) est une permutation paire dg, 2, 3),
eijr = 7% = { —1 si(4, ], k) est une permutation impaire @&, 2, 3), (2.28)
0 sinon

(a) Ecrire explicitement quelques valeurs de ce symboleigehquelques valeurs pourj, k et écrire la
valeur des;;1)

(b) A chaque base on assodié = 27 nombrese;;;, par la définition ci-dessus (donc la définition de
ces 27 nombres est la méme dans chaque base : si on désighg, @ symbole de Levi-Civita pour une
base{é¢;}, on ag;;x = +1, —1 ou0 sous les conditions spécifiées dans (2.28)).

A montrer : Les:;;, définissent une densité tensorielle covariante d’ordoeBipletement antisymétrique)
de poidsN = —1 (donc du type capacité), et le§* une densité tensorielle contravariante d’or8ret
poidsN = +1.

Indications: Si A = {Ajk} est une matric8 x3 (par exempled = «), posons

Tors = cijn AfAJ ALK (2.29)
(i) Vérifier que s est completement antisymétrique. Par conséquent dradoir 7;,.s = veg-s POUr un

nombrev € R.
(i) Se convaincre que; 23 = det A. En déduire que = det A, donc

Ters = (det A)Elrs . (230)

(ii) PrendreA = « et déduire de (2.29) et (2.30) la loi de transformatior gg.

(c) Montrer que le symbole de Levi-Civita se transforme ogmmun tenseur pour des changements de
base{e;} — {¢;} dansR® donnés par des rotations propres. (Rappel : une rotatid’dest décrite par
une matrice orthogonal®, c’est-a-dire satisfaisai?” O = I = la matrice identitéx 3. Une rotation est
propre si elle préserve I'orientation de la triade de BHase.

Exercice 17 (Contractions dee) :

Soitn = 3 ete défini comme dans 'exercice précédent.
(a) En utilisant les propriétés des permutations, se&@oeve que

Eijhe ™" = 0L O + 07876, + 01 0L0R" — 6L — 6LoT S — 6767 .. (2.31)
(b) Calculere; ;™™™ (sommation sur indices répétés!).

(c) Calculers; jze™™.

(d) Calculers; .k,

Exercice 18 (Le symbole pour la relativit &) :

Le symbole de Levi-Civita peut étre considéréstimensions pour tout > 2. ¢ portera alors indices
et sera completement antisymétrique. Nous considécolescasn = 4, en adoptant les notations utilisées
en relativité (voir le§ 3.4) : les indices sont désignés par des lettres grecquoesrnent les valeur 1, 2
et3. Donc

+1  si(p,v,p, o) est une permutation paire de (0, 1, 2, 3),
Euvpe = €MP7 =< =1 si(p, v, p,o) estune permutation impaire §@ 1, 2, 3),
0 sinon.
Comme dans I'Exercice 14,,,,, est une densité tensorielle covariante de pdds= —1 (d’ordre 4),

ete#*? une une densité tensorielle contravariante de pbids +1.
Calculer le scalaire,,, ,-e*"*°.



2.3. TENSEURS SUR UN ESPACE VECTORIEL MUNI D’'UNE ETRIQUE 19

2.3 Tenseurs sur un espace vectoriel muni d’'une atrique

2.3.1 Tenseur nétrique

SoitG une forme bilinéaire symétrique non-dégénéréa’suboncG est une application bilinéaine x
Y — IR (c’est-a-dire un tenseur covariant d’ordre 2) telle que

(a) G(v1,v2) = G(va,v1) Vv, va €V, (2.32)
(b) siv € Vesttelques(v,w) =0Vw €V, alorsv =0 . (2.33)

Si G(v,v) > 0 pour toutv # 0, on dit queG estdéfinie positiveSi G(v,v) < 0 pour toutv # 0, on dit
queG estdéfinie regative Dans les autres cas (si les valeurg¥lpeuvent étre positives ou négatives), on
dit queG estindéfinie

Dans une basée;} deV, les composanteg; = G(e;, e;) deG forment une matrice xn symétrique
non-dégénérée. Cette matrice peut étre diagomalig@r le cours d’Algebre | ou le livre de W. Greub
“Linear Algebra”) ; plus précisément il existe une basgtidguée dans laquelle la matrife;; } a la forme

1

ny

(ny +n_=n) (2.34)

-1

-1

Le nombren d’entréest1 s'appelle lindexdeG, la differencen,. — n_ est lasignaturedeG. G est une
forme définie si et seulementisi = n oun_ = n.

En physique on rencontre souvent le cas d’'un espace vdctbaeec une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée distinguée (ayant une interprétattyysique ; des exemples seront considérés plus loin).
On parle d’'urespace vectoriel muni d’'uneatnique et la forme bilinéaire distingué&e est souvent appelée
la métriqguedeV (parfois on parle de pseudo-métrique dans le cas et indéfinie).

Si vy est un vecteur fixé d&, alors G(vi,v2) est (en tant que fonction de;) une application
linéaire V — IR, donc un élément d&* que nous appelong(v,). De cette fagon on associe a
chaquev; € V un élémenty(v1) deV*, avec

G(vr,v2) = (p(v1),v2)  Ywv,ve €V (2.35)

L'applicationy : V — V* estlinéaire(puisque’ est bilinéaire) einjective(si o(vy) = ¢(v}), alorsG (v, —
v}, v2) = 0 pourtoutvy € V, etla propriété (2.33) de la métrique meng & v] = 0, c'est-a-direv; = v}).

Ainsi la donnée d’'une métriqu@ permet de définir un isomorphisme: V — V* satisfaisant (2.35).
Siv*! v*2 sont des vecteurs dé¢*, alorsp—!(v*!) et =1 (v*?) appartiennent &, et on peut définir une
forme bilinéaire symétrique non-dégéné¢&esurV* en posant

G*(U*l,U*Q) — G(gpfl(v*l),@fl(v*z)) .

Remarque La forme bilinéaireG* introduite ci-dessus est un tenseur 2 fois contravariani2ement
déterminé parG; vice versa,G est entierement déterminé par la donnée(de car G(vi,v2) =
G*(p(v1), p(v2)). G etG* peuvent étre envisagés comme deux réalisations eliffés d’une seule entigée
Ainsi untenseur ratriqgue g est un tenseur de rang 2 (symétrique et non-dégér@&ré3t son expression
covariante eG* son expression contravariante. Par abus la fakhest elle-méme appelée tenseur métrique
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Exercice 19 (Composantes du tenseur atrique) :

Soit{es,...,e,} unebased® et{e*!,... e*"}labase duale. Il est usuel de désigner les composantes
covariantes d’un tenseur métrique par et ses composantes contravariantegypar

gijk = G(ejvek) ) gjk = G* (e*jve*k) .

(a) Sie; est un vecteur de la base Uealorsp(e;) est élement d&*, donc de la forme

k

p(e;) = cjre” (sommation suk: )

pour certains nombresy,. Veérifier quec;, = g;,. Donc

lej) = gjke*k ) (2.36)
(b) Montrer de méme que _ _
(€)= g e . (2.37)
(c) Déduire de (2.36) et (2.37) que
ging™ =05 . (2.38)

En termes matriciellesg = {g,} etg* = {¢’*} sont des matrices symétriquesn, et leur produit est
la matrice identité.

Remargue Si V est muni d’'une métrique, chaque bgsg, ..., e,} deV détermine deux bases ¥, a
savoir labase dualg*!, ... e*"} etlabasg¢(e1), ..., ¢(e,)}. En général ce sont deux bases differentes
deV*. En effet, d’aprés (2.36), elles sont identiques (c&stire on ap(e;) = e*/ pourj = 1,...,n) si et
seulement i, = G(ej, ex) = 0.

2.3.2 Covariance, contravariance et ratrique

Soit V un espace vectoriel muni d’'une métriqgue. Nous avons vu gueriseur métrique peut étre
exprimé sous forme covariante (indices en bas pour les osamges) ou sous forme contravariante (indices
en haut pour les composantes). Plus généralement, l&datune métrique permet (par I'intermédiaire de
lisomorphismep : V — V*) d’établir des relations biunivoques entre grandeursdantes et grandeurs
contravariantes (nous insistons sur le fait que de tellesioes ne sont possibles quelsiest muni d'une
meétrique).Sur un espace vectori®l muni d’'une nétrique, un tenseuré@éral peutétre consiéré comme
étant une seule enditque I'on peut exprimer sous forme covariante ou sous fown&avariante ou sous
forme mixteNous allons expliquer cela en considérant des exemples.

Exemple 1: Vecteurs
Siv € V est un vecteur contravariant, alars = ¢(v) est son expression covariante. En termes des
composantes :

si v=1le;, @(v) =vpe (2.39)
alors (utiliser (2.36)) : } .
o) =vp(e;) = ngjke*k ) (2.40)
Comparaison de (2.39) et (2.40) donne
Vi = gjkvj = gkjvj .
En combinant ceci avec (2.38), on trouve
g™ = g™ gy’ = 6500 =o'

c'est-a-dire
vt = glkv;c .
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Donc : les composantes covariantes sont obtenues en tegaaothposantes contravariantes en multi-
pliant par la matricey = {g;x}. Les composantes contravariantes sont obtenues a pesticinposantes
covariantes en multipliant par la matrigé = {g7*}. Autrement dit : la matric g, } permet de “baisser”
un indice, la matrice g%} de “monter” un indice. Dans la suite, on utilisera la notatip pourvy.

Exercice 20 :

Supposons que par rapport a une certaine Basede V, les composantes covariantes d'un certain
vecteurv soient les nombre§l, 0,...,0). Trouver les composantes contravariantesle ce vecteur par
rapport a la méme base.

Exemple 2 Tenseurs de rang 2

SoitT une application bilinéair® xV — IR (un tenseur du typ%g} ). Comme nous l'avons fait pour le ten-
seur métrique, on peut I'exprimer sous forme contravégiéeiest-a-dire on peut lui associer un tensgtir

du type{g}) en posant
T*(’U*l,v*Q) — T((pil(v*l), 9071(1}*2)) )
En termes de composantes par rapport & unefgse
Si T= T%jEij avec Tij = T(ei, €j)

et T*=T9YE; avec T =T*" "),
alors (utiliser (2.37)) :

TV = T(p™ ("), (7)) = T(g"er, 9" er) (2.41)

gikgﬂT(ek, ep) = g Ty . (2.42)

Les composantes contravariantes du tengestobtiennent a partir de ses composantes covariantes en
montant chaque indice avec une matr{gé®}. Similairement les composantes covariantes se calcalent °
partir des composantes contravariantes en baissant chmttice a 'aide d’une matric€g,.s} :

Exercice 21 :

(a) Montrer que
T = gingjeT**

(doncT;; = gixg;eT** dans une autre bagé; }).
(b) Expression mixte pouf : un tenseur de rang 2 peut également &tre exprimé some fianixte (on peut
associer &' € 7, un tenseufl’ € 7;!) :

T, w) =T(p  (v*),w) W eVi,wel).

En écrivant
T =T.EF, avecl’ =T(e* e),

montrer que
; i it
% = 9" T = greT"

(un seul indice a monter ou a baisser, donc une seule maie} ou{g,,}). Egalement:

Tjk = 95T, T =g"T%,.
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Exemple 3 Tenseurs de rang 3

Soit 7" une application trilinéair®’ x V x ¥V — IR (un tenseur du typ%g]). On peut lui associer un
tenseur™ du type[g}, ainsi qu’un tenseur” du type[ﬂ et un tenseuf’ du type{ﬂ par les formules

suivantes :
T*(U*I,U*Q,U*g) — T((,D_l(U*l),(10_1(1}*2),(,0_1(1)*3)) , (243)
T(v*,v1,v2) = T(p ' (v*),v1,02) , (2.44)
Z(v*lv U*Qv U) = T(wil(v*l)a 5071 (1)*2), 1)) ) (245)

olv*,v* € V* etv,v; € V.
Exercice 22 :
(a) Considérons les composantes; deT et les composante&si/t deT™ :
Tk = T(ei, €5, €x) , TR = T*(e* " e*F) .
Etablir les relations - o
Tz]k — gzégjrgksTérs
et
Tiji = ieGirgrsT* .
(b) Désignons pari].k resp.T”,;, les composantes déresp.T :

szk = I(e*iv €5, ek) ) Tli = Z(e*i, e*j, ek) .
Etablir les relations entre ces nombres et les composdhtede".

Remargue Dans le contexte présent , il faut faire attention & bitater les indices. L'écriture utilisée
parfois au chapitre 2, en mettant des indices supérieutEaement au-dessus des indices inférieures
(par exemplel;, T7;':*) n'est plus admissible ici. On devrait écrire par exeniple 71", , T“”jl’“ est
obtenu en montant le dernier indice &%, . : 7" F = ghi= 7% . (j, est un indice muet dans cette
équation).

Dans certaines applications la position d’'un indice a uterjpmétation précise. Par exemple] sst le
tenseur d’inertie en mécanique, c’est-a-dire le tengdeyproportionnalité entre le moment cinétique et la
vitesse angulaire, alos,, (pourj, k fixés) donne la composante du moment cinétique dans letidinej
pour une vitesse angulaitg = 1 dans la directiotk ; donc le premier indice est en relation avec le moment
cinétique et le deuxieme avec la vitesse angulaire.

Exercice 23 :

(a) Lors d’'une contraction, on peut baisser I'indice de s@tiom supérieur si I'on monte en méme temps
I'indice de sommation inférieur. Montrer par exemple que

Tijk_ — Ti_kj )
J J
(b) Prenons un tense(ﬁjké de rang 4, pour le cas = 2 et dont les composantes sont données par :
Tllll =1 ;T1211 =9 ;T1112 =3 ;T1212 =4

et les autres= 0.
(i) Calculer*,.
(ii) CalculerT"," avec

1 2
gij = 3 4

ey N7 ijk i kj
(iii) Demontrer quer™", =T,
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Exercice 24 (Contraction sur des indices du rame type) :

L'existence d’'une métrique permet maintenant de définér opération d&” dansz;l)—2 ou danSZIp_Q.
Pour ceci, il suffit d’abord de descendre, resp. de montedgsnindices. Par exemple,Bic 7.0, vérifier
que
T} = g™ T

3

est un scalaire.

2.3.3 Lespace euclidiers-dimensionnellR?

C’est le cas ou la matrice (2.34) est la matrice identité et 3 (doncny = n = 3, n_ = 0). Il existe
donc une base distinguée, , e,, ¢ } (appelée “base canonique”) telle que

gix = Gl(e;,ex) = i -

Cette métrique est définie positive.:Si= z¥¢; ety = y*e, sont deux vecteurs (contravariants), on vérifie

gue le produit scalaire - y usuel (utilisé depuis le college) correspond bien a unse¢ar du type[g},
c’est-a-dire a un scalaire. En effet

3
voy=Yy_ abyt =opalyt = gppalyt = (a,y)
k=1

ou nous avons utilisé la forme particuliereglelans la base canonique.
Si{e1, e, e3} estune base d&?, on trouve alors que

9jk = €5 - €k -

Deux vecteurse, y sontorthogonauxsi z - y = 0. Une baseorthonornée {e1, e, es} est formée de 3
vecteurs:y, es, e3 de norme 1 et deux & deux orthogonaux : ex = d;, (j, k = 1, 2, 3).

Exercice 25 :

(a) La base canoniqui,, e,, ¢;} est une base orthonormée Be. Montrer que la base duale*/} est
identique avec les vecteurs W obtenus en agissant avecur les vecteurs de la base canonique :

ple,) =€ (j=1,2,3).

(b) Ecrire la matrice{g;x} du tenseur métrique (i) dans une base orthonormée arbjt(@) dans la
basee; = (2,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (1,0, 3).
(c) Dans une base orthonormée (en particulier dans la lasmmijue), vérifier que les composantes cova-
riantes d’'un vecteur sont identiques avec ses composantes contravariantes.
(d) Déterminer la matricég’*} donnant les composantes contravariantes du tenseugoe() dans une
base orthonormeée, (ii) dans la base introduite sous.(b,ii)
(e) Interpréter le tensedr;, = z;y, — yixk (x, y €tant des vecteurs).
1 0 6
(H SoitT = |2 7 3] les composantes covariantes d'un tensEut’ordre 2 dans une base ortho-
0 5 5
normée. Déterminer les composantes contravariantéspde rapport a la méme base.
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2.3.4 Lespace de MinkowskiM
On prendn = 4 et choisit pour la matrice dans (2.34) la matrice suivante€ 3,n_ = 1) :

0 0
0
1
0

(2.46)

OO O =
OO =
o O O

(Certains auteurs préferent le négatif de cette matricest usuel de désigner les indices par des lettres
grecques et les quatre composantes d’'un vecteur pafz®, zt, 22, x3).

Un espace vectoriel 4-dimensionnel muni de cette (psentiir)gue est appekspace de Minkowsku
espace-temp©n interpréte les composantes covariamfed’un vecteutr commezy = ct, (x1, T2, £3) =
les coordonnées spatiales d'un événemest yitesse de la lumiere,= temps).

Dans I'espace euclidien, les bases orthonormées fornmentlasse de bases distinguées. L'analogue
ici sont lesbases de Minkowske'est-a-dire les base€g:, e1, e2, e3} dans lesquelles le tenseur métrique
prend la forme (2.46) :

0 sip#v,
9w = Gley,e)) = 1 sip=v=1,20u3,
-1 sip=v=0.

Dans une base de Minkowski, le produit scalaire de deux uexiey s'écrit

(z,y) = gwary” = =20 + 2'y' + 2%y + 257 .

Exercice 26 :

(a) Soit{eg, e1,e2,e3} une base de Minkowski. Exprimer les éléements de la lage,, )} en terme de la
base dualde*”} et calculer les composantes contravariangé$ du tenseur métrique. Etablir la relation
entre les composantes contravarianté®t les composantes covariantgsd’'un vecteurr dans une telle
base.

(b) Soit{eg, e1,e2,e3} et{éo, €1, €2, €3} deux bases de Minkowski. Désignons pae= {A,;} la matrice
reliant ces deux bases, dofjc= A e, et par consequent, = A Jz,. Sig est la matrice (2.46) :

0

o O = O
o= OO
= o O

montrer que
AgAT = ¢, OUA YA 9w = Gpo - (2.47)

Les matrices\ satisfaisant (2.47) sont l&éansformations de Lorentz

A chaquer = (o, 1,72, 23) ON peut associer un vectedrr en posan{Az), = A}z,. Il est clair

que (Az), = Z, sont les composantes covariantes du vectedans la basg€é, }; en particulier on
az, g = xyt.

Attention: Une matriceA = {A '} décrit le passage entre deux bases et ne définit pas unutensé

page 14).

(c) SoitA une transformation de Lorentz. Montrer que

(detA)> =1 et (AS)?>>1.
Ceci donne une classification des transformations de Lorent

(1) detA=+1, AQ>1 (2) detA=+1, A
(3) detA=-1, Af>1 (4) detA=-1, A
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Pour chaque classe, donner comme exemple une matd@gonale (les entrées dans la diagonale étant
ou —1) et interpréter leur signification dans I'espace-temps.
Déterminer également la classe dlmost(appelé parfois une “accélération”)

Chy —Shy 0 0

—Sh Chy 0 0
AO=|"3% WN (xE€R).

0 0 0 1

Poserg = wv/¢c = Thy, v = 1/4/1— (% et calculer I'action deA(x) sur un quadri-vecteur
(‘TO; I’la I’Qa :173).

(d) Indiquer commenrt,,, ., (Exercice 15) se transforme sous une transformation dentnrBour quelles
classes de transformations de Lorentz cette loi de tramsfiton coincide-t-elle avec celle d’un tenseur ?

Classification des vecteurs de 'espace-temps
— vecteurs du genre espace,z* = —(z0)? + (21)? + (v2)2 + (23)2 > 0
— vecteurs du genre temps,z* < 0
— vecteurs du genre lumiere;,a* = 0.

Si deux événements, caractérisés par des vectaiig sont tels que —y est du genre lumiere, on peut
les relier par un signal de lumiére (si par exempje> yo, On peut envoyer un signal au poiit , y2, ys)
au tempg = yo/c, et celui-ci sera recu au poifity, x2, x3) au temps = xy/c).

2.4 Champs de tenseurs

On considere un ensemble de poffita-dimensionnel (ici2 sera un sous-ensemble ouveriRie, dans
des théories plus générales on prend goume “variété differentiable” de dimensiar). Essentiellement

un champ de tenseudu typeﬁﬂ consiste en la donnée, en chaque péirde 2, d’un tenseufl’'(P) du

type {Z} sur un espace vectori®l de la méme dimension®. C’est donc une application dedans7/.
Nous allons préciser cela a l'aide d’exemples.

Un syseme de coordorées K pour 2 est formé d’'une origing) et den vecteurs linéairement
indépendantey, ..., e, (les représentations graphiques qui suivent sont pout 2). Lesn vecteurs
—

forment une base de I'espace vectotieE IR". Un point P dans() détermine un vecteWP : les coor-
données}, ..., 2% de P dans le systéme de coordonnéesont les nombres déterminés par la relation

. .
OP = xper + aheg + -+ + x'he, = vhe; .
SoitK = (O, {¢;}) un deuxiéme systéme de coordonnées b(origine O, base{é;}). Alors
= .
OP = 3péy + -+ ipé, = ipéj ,

les nombresl,, ..., % sontles coordonnées du poifitdans le systeme de coordonn&es

3. La condition que? et doivent avoir la méme dimension est nécessaire (saufgeaichamps scalaires) puisqu’on exige une
relation entre la loi de transformation tensorielle et Ieargements de variables entre coordonnées utiliséesppoamétriser les
points def2.
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V=R"

& N e e, .
2\/ 8, 2 \<e1
o\o . e,

)

Figure 1
Nous écrivon$’ pour les coordonnées de I'origiiede K dans le systemg :

= ~.
00 = b'e; .

Nous désignons par la matrice donnant le changement de basg — {¢;} deV: &; = /ey
Calculons la relation entre les nombrés et les nombres?,

= . = — ~.
OP = i%é; = 00 + OP = b'é; + zhey. ,

ou
Ainsi

ou, aprés multiplication par la matrige= (a®)~*:
(&p —b")a 0, = B

Donc (puisquey,* 3, = ¢7) : | _ B
i = Falh + b (2.48)

A part la constanté’ (elle ne dépend pas du poiRY), les coordonnées du poiftse transforment comme
les composantes contravariantes d’un vecteur!

Un champ scalairesur 2 est une applicatior’ : @ — IR. Si P est un point d&2, F'(P) est la valeur
de F' en P. Dans un systéme de coordonnéégour 2, P est décrit par les nombres,, ..., z%, et
on écriraF (P) = f(xL,...,2%) : on peut considérel’ comme une fonctiorf définie sur une parti€y
deR"™, ouQx = {z € R" | z’e; € Q}. De méme, dans un autre systéme de coordoria@esir(2, on peut
considére” comme une fonctiorf définie su ¢ = {7 € R™ | #%¢; € Q) : F(P) = f(ih,..., &) Il
est clair que I'on doit avoir

fxp,...,x%) = f(@p,..., &%),
car chaque membre est égal a la valE¢P) de F en P.

Il est clair que, six varie surQ, alorszie; varie surf), c'est-a-dire que chaque € Qx décrit un
point P de Q. Il est donc naturel d’écrire simplementpour les coordonnédsl,, ..., z"%) de P. Nous
adoptons cette convention pour la suite ; de méme, noum@st: (z € Qg) pour (Zp,...,T%). Avec
cette convention, on aura

flz) = f(#). (2.49)
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Dans (2.49), et dans toutes les équations similaires rer&ms dans la suite, il est sous-entendugeéer
décrivent lemémepoint def?, c’est-a-dire que (cf. (2.48)) :

Po=F a4 (2.50)

Un champ de vecteurs contravariargsr {2 est décrit par la donnée, dans chaque pfinte (2, d’'un
elementT’(P) de V. Désignons pafl(P), resp.T*(P), les composantes dE(P) dans la basde;},
resp.{&;} :

T(P)=T'(P)e; =T (P)é; .

Pouri fixé, T® est une fonctiof? — IR que I'on peut & nouveau considérer comme une fonctiomigéfi
surQx ; nous désignons cette fonction égalementPardoncT(P) = T'(z) = T'(zh,...,2%). De
meémeT(P) = T (%) = T"(i}, ..., &), ouT" est une fonction définie s€z. Six etz décrivent le
méme point, comme dans (2.50), on aura

T(P) =T"x)er = TH(2)é; = T (2) " ex

donc

ou, aprés multiplication par la matrigk:
T9(3) = 3, T*(2) .

Similairement, unchamp de vecteurs covarianssir (2 est, pour chaqué® € €, une application
linéaireT'(P) : ¥V = R™ — IR. Comme ci-dessus, on &cift(z), resp.T;(z), pour ses composantes
qui satisfont

T;(&) = o Te() .

Considérons par exemple encoreaframp de tenseurs covariants d’ordre @our chaque? € €2 on
a une application bilinéair&(P) : V x ¥V — R. On désigne paf;(P), resp.I;x(P), ses composantes
dans la basée;}, resp.{&;} :

Ti(P) =T(P)(ej ex) .  Ti(P)=T(P)(é,ék) -
Donc
T(P) = Tj(P)e? @e™ =Ty (P)e @&t (2.51)
= Tjp(x)e” @™ =Ty (3)e @ & (2.52)

(& nouveau, pouf etk fixé, on a identifiél;; (P) avec une fonctioflj; () définie su etT;,(P) avec
une fonctionT’; () définie sul¢). Dans ce cas on a la loi de transformation

Tjn(%) = ) o Tye()

siz etz décrivent le méme point de.
Dorénavant nous supposerons que les composantes desscHartemseurs soient différentiables (en
tant que fonctions de, resp.z). Nous désignons par

9 resp. O =

L o5

les opérations de differentiation agissant sur ses cearges.
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Exercice 27 (Gradient d’'un champ scalaire) :

(a) SoitF un champ scalaire, donné par la fonctip(resp.f) dans le systéme de coordonn&agesp ).
Montrer que les fonctiongy, f se transforment comme les composantes d’'un champ de vectauariants,
c'est-a-dire que
~ = af(z of (x
@0 = 20— ko) = o 2
—> Les dérivéed), f définissent, en chaque poifttde (2, un vecteur covariant qui est souvent désigné
pardF'(P). DoncdF(P) est une application linéainé — R telle que, dans chaque base} deV :

@E(P)v) = O sy =t

etz désigne les coordonnées du pathtlanskC. (dF(P), v) représente la “dérivée dé au pointP le long
dev”. Si par exemple) = ¢; : (dF(P),e;) = df(x)/0x". LorsqueP varie sur, les applicationgF(P)
définissent un champ de vecteurs covariants que I'on dégigrd F.

(b) Soit ¥ = ¥ le produit de deux champs scalairés® sur Q2. Vérifier la régle du produit pour
l'opérationd : 7 (Q) — 7;°(Q2) introduite ci-dessus :

d(TD) = U @ dd + & @ d¥

(produit de tenseurs dans le membre de droite).

Exercice 28 (Cerivée d’'un champ de vecteurs. Divergence) :

(a) SoitT" un champ de vecteurs contravariants :

T(P) = T'(x)e; = T'(%)é; .

Montrer que les dériv’eegjk = 9;T* définissent un champ de tenseurs du tﬁ)% (désigné padT).

Conséquencela divergenceleT’, c’est-a-dire le champ donné pay7™/, est un champ scalaire.

(b) SiG est un tenseur métrique sur= R", on peut définir I'opératiol = 9;0" = ¢**9;0;.. Si F est un
champ scalaire, décrire les propriétesXE (défini pard; o f dans le systéme de coordonn&ds
Attention: Dans les considérations qui précedent nous nous somastesints a desoordonrées rectilignes
pour( : si on fixe les valeurs de— 1 coordonnées et varie les valeurs de la coordonnée nee;fixi obtient
I'intersection def2 avec une ligne droite, donc léignes de coordoneessont des (morceaux de) droites
(voir 'exemple de la droite:* = a, dans le cas = 2, indiqué dans la Figure 2).

r=const.

Figure 2
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On peut utiliser des coordonnées péun’ayant pas cette propriétéqordonrées curvilignescertaines
— ou toutes — les lignes de coordonnées étant courbesm@axremple, considérons dans le gas 2 des
coordonnées polaires (avec origié. Les courbes = const. sont toujours des lignes droites, mais les
courbes = const. sont des cercles. Un champ défini Supeut également étre considéré comme fonction
de coordonnées curvilignes (une fonctiondet ¢ dans I'exemple précité).

En coordonnées rectilignes, chaque ligne de coordonpesssant par un poir® de {2 est une droite
paralléle a la direction définie par un des vecteurs datefr, . . ., e, } choisie. Autrement dit, les direc-
tions des vecteurs de base sont déterminées par la direfgis lignes de coordonnéesret ne dépendent
pas du poinf’. En coordonnées curvilignes, les directions des lignededonnées dépendent du paint
(c’est évident dans I'exemple considéré dans la Figlireo® peut introduire unbase localdune base en
chaqueP’) en prenant des vectews(P), . . ., e, (P) (dépendant d&’) dont les directions sont déterminées
par les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées aupdgdans la Figure 2 nous avons indiqué des
bases locales correspondant a des coordonnées polaidesie points” et P’).

Le Jacobier@ij/axk pour le changement entre deux systemes de coordonnédigmes est constant
surQ) : 0%y k = ﬁjk d’'apres (2.50). En coordonnées curvilignes le Jacobémeddra du poinP de (2,
c’est-a-dire les matrices et 3 deviennent des fonctions de. La loi de transformation d’'un champ de
tenseurs fait alors intervenir, en chaque pdtde 2, les matricesy et 3 dans ce point; par exemple pour

un champ de tenseurs du ty%} :

- 0% 9a™ da”
Tor(®) = Gt a7 e L mr(®)

ol & nouveau et désignent les coordonnées du méme poiet les Jacobiend’;, .k et 027k pour
les changements de coordonnges Z (resp.z — x) sont évalués en ce poift

En coordonnées curvilignes I'opération de différetioiad; n’a plus une loi de transformation tenso-
rielle (parce qu’elle agit également sur les facteurt 3 dans les lois de transformation, et ici les dérivées
de ces facteurs ne s’annulent plus). Donc par exemplg sbnt les composantes d’'un champ de vec-
teurs covariants, aloi@,T; ne se transforme pas comme les composantes d’'un tenseueudDremédier
a cette situation en introduisant une modification dedigpion de différenciation, appeléedarivee co-
varianteV,,. Nous n’entrons pas dans les détails. Rajoutons par cqotue probléme similaire apparait
dans un espace vectoriel muni d’'une métrique non-corestdonc dépendante d&), comme c’est le cas
en relativité générale.
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Chapitre 3

La fonction 6 de Dirac et les
distributions

3.1 Motivation

En électrostatique une charg@ositionnée au poini = 0 € R3 engendre un potentiel électrostatique

ke
4

op(x)

Cela peut étre généralisé a une distribution contiteiehargep, qui engendre un potentiel

ool =k [ @y L (3.1)
|z =yl
Si I'on pouvait définir une “fonction avec les deux propriétés suivantes :
d(z) = 0 siz#0
S f(x—yd’y = f(a), (3.2)

R3

on aurait I'expression (3.1) avecremplacé paed pour une charge ponctuelle.

Imaginons donc qué soit une fonction définie suR qui vaut zéro en tout point = 0 et infini au
pointz = 0, l'infinité étant si grande qu§f°oO d(x)dxz = 1. Une telle fonction n’existe pas (c’est pourquoi
nous lI'appelons la “fonctiond). Dans la fagcon usuelle de définir une intégrale (par etettintégrale de
Lebesgue), sf est une fonction telle qué(z) = 0 Vz # 0, alorsffooO f(z)dx = 0. Pour donner un sens a
un objetd vérifiant (3.2), il faut généraliser la notion de fonetiocon parle alors déonctions gréralistes
ou dedistributions
Conséguences des propriétés (3.2)

(a) Sie > 0, alors

te
/ O(x)dz =1. (3.3)

on aura
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Pour que cela ait un sens, il faut que la valeurfda pointz = 0 soit raisonnablement définie, ce qui est
certainement le cas giest continue a I'origine. Donc

f continueal’origine:/ f(x)d(x)dz = f(0). (3.4)
(c) Soita € R fixé. Alors pour toute fonction continug(en posany = = — a) :

/ " @)s(e — a)dr = / " Fly+ a)s(y)dy = F0+a) = f(a) .

Donc

f continue = /:)o f(x)o(xz — a)dx = f(a) . (3.5)

L'équation (3.4) montre qué associe a chague fonction continue un nombre. Cette &té&ela base
de la théorie des distributions. Pour des raisons qui delvgnt claires un peu plus loin, on se limite a
une classe restreinte de fonctions continues, appel&dsnleions test ce sont des fonctions infiniment
differentiables et convergeant tres rapidement versg aé'infini. L'ensemble des fonctions test forme un
espace vectoriel linéaire (sur le coffisou C par exemple) qui est muni d’une topologie (une notion de
convergence). Undistribution est une application linéaire continue de I'espace destiometest dan®
ouC; ainsi une distribution associe & chaque fonction testambre (par exemple la distributi@rassocie
a chaque fonction tegt sa valeurf(0) au pointz = 0). Il est souvent pratique de calculer formellement
avec la “fonction”s, en utilisant les formules qui seront données dans ce textartant, si I'on veut donner
des dérivations mathématiquement correctes, il fautaepdans le cadre de la théorie des distributions.

3.2 Lespace de fonctions tes$ (espace de Schwartz)

Cet espace est formé de I'ensemble des fonctfonR — C telles que
(i) f estinfiniment differentiablé= f € C*),

(ii) f esta décroissance rapide, c’est-a-dire pouriout 0,1,2,...,0na
sup [z|™[f(z)] < o0, (3.6)
z€R
(iii) toutes les dérivées d¢ sont a décroissance rapide, c'est-a-tfife= 0,1,2,... etvm = 0,1,2,...,
ona ,
d
sup |z|™ f(f) (3.7)
z€R dz

Notion de convergence dais
Une suite{ f,,} appartenant & converge vers zéro dagssi, V¢ = 0,1,2,... et¥m =0,1,2,...,0n

dat

a

sup — 0 lorsquen — o (3.8)

zeR

(convergence uniforme dzé”fff) (x) vers zéro, pour tout, m fixés).

xT

Exercice 1 (Exemples de fonctions test (fonctions gaussiess)) :

Soita: > 0 eta € R des nombres réels fixés.
(@) Montrer que la fonctiorf () = exp[—a(z — a)?] appartient &.
Indication : Montrer par induction que les dérivegd? de f sont de la formef®)(z) =
Py(z) exp[—a(z — a)?], ol P, est un polyndome d’ordre /.
(b) Veérifier que la suitd f,,} définie parf,,(x) = 1/n - exp[—a(z — a)?] converge vers zéro dass
(c) Est-ce que la fonctiop(x) = (1 + 22)~25 appartient & ?
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3.3 Lesdistributions surS

Les distributions définies su¥ sont appelées defistributions temprées L'espace des distributions
temperées est not®. (Il est I'espace dual d&.) Comme nous n’allons pas traiter d’autres espaces de
fonctions test, nous les appellerons simplement desigimns. Donc undistribution7” associe a chaque
fonction f € S un nombre complex&( f) de telle facon que :

(I) T(a1f1 + OéQfQ) = alT(fl) + OéQT(fQ) Siaj,ap €Cetfy,fo €8, (Iin'earité)
(i) si {fn} € S estune suite qui converge vers zéro dénalors

lim T'(f,) =0. (continui€)

Certaines distributions particulieres (par exemple &ritiution de Dirac) seront désignées par un autre
symbole que la lettr&'.

Exercice 2 (La distribution ¢ de Dirac) :

La distributiond de Dirac est définie paf(f) = f(0) pour f € S. Montrer que ceci définit bien une
distribution (en d’autres termes vérifier la linéarit@aecontinuité de)).

Exercice 3 (Fonctions interpetées comme distributions) :

Sif : R — C est une fonction raisonnable, on peut lui associer uneildigion 7, en posant, pour
fes:

n(f) = [ f@ota)ds. (3.9)

Montrer que ceci définit bien une distribution en supposaet) soit continue (ou continue par morceaux.
Cette hypothése est faite seulement afin de pouvoir iré@printégrale dans (3.9) dans le sens de Rie-
mann.) et qué ne croisse pas trop vite a l'infini, plus précisément geiste des constantes> 0 et
M € R telles que

0(x)] < c(1+|z)M VzeR. (3.10)

3.4 Opéerations sur les distributions |

(a) Addition de distributions
Si Ty, T sont des distributions, leur somriig + 75 est la distribution définie par

(Ty +T2)(f) =Tu(f) + To(f) VfES.

(b) Limite d’'une suite de distributions
Si{T,,} est une suite de distributions, on dit dligconverge ver§" au sens des distributiorss

lim T,(f) =T(f) VfeS. (3.11)
D’autres opérations intéressantes seront traitées|pin.

Exercice 4 (Convergence de fonctions) :

(a) Soit{#,,} une suite de fonctions continues, bornées tellelgqug_. ., 0,,(z) = 6(x) uniformément en

x (ce qui entraine qué est continue et bornée). Montrer gligy, .., Ty, (f) = To(f) pour toutf € S,
c’est-a-dire que la suit§d,, } converge verg également au sens des distributions.

Remarque On peut montrer quBm,, .. Ty, (f) = Ty(f) sous des hypotheses plus faibles que la conver-
gence uniforme des fonctiords versd. La suite{d,,} traitée dans I'exemple suivant ne satisfait pas ces
hypothéses mais possede néanmoins une limite au semistiézutions; cette limite est une distribution
mais pas une fonction (c’est-a-dire elle n’est pas de la&f, avect une fonction).
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(b) Soit{#,,} la suite donnée par

9n(z>{”/2 si-l/n<e<i/n,

0 si|z| > 1/n,

tels que/”_ 6, (z)dz = 1 pour toutn = 1,2,3, . ..

(i) Montrer qued,, (z) possede une limite (finie ou infinie) pour taufixé, et déterminer cette limite. En ne
considérant pas le point= 0, est-ce que la convergence est uniforme ou non?

(i) Désignons pad(z) la limite ded,,(z). Si Ty est défini par (3.9), montrer qu& est la distribution
identiquement nulle, c’est-a-dif& (/) = 0 pour toutf € S.

(iii) Montrer quelim,, .o, Ty, (f) = f(0) pour toutf € S.

Conclusion: La suite{Ty, } converge (au sens des distributions) vers la distribut@ilac et non pas
vers la distribution nulle !

Exercice 5 (Suites de Dirac) :

L'exercice précédent montre que la distribution de Dipaat étre interprétée comme limite (au sens
des distributions!) d'une suite de fonctions. Une suiteatecfions qui converge (au sens des distributions)
verso est appelée unauite de Dirag

Une autre suite de Dirac souvent utilisée est celle obtenygenant

n 2
0, () = — e~ (n2)7/2
C’est une suite de Dirac gaussienne :
14 4
n=7
n=5
n=3
n=1
0 } 1 1 1

-3 2 -1 0 1 2 3

Le but du présent exercice est de généraliser l'idéaidessde Dirac.

(a) Soitd;:R — R une fonction satisfaisai (z) > 0 pour toutz €R et [* _0;(z)dz = 1. Soitd,, défini
parf,,(z) = nbi(nx).

(i) Veérifier quefi’oOo 0,,(x)dx = 1 pour toutn et que

€

lim O, (x)dx =1 pour touts > 0

n—oo
—E€

(doncé,, est concentrée au voisinage du paint 0 lorsquen est grand).
(i) Montrer que{6,,} est une suite de Dirac, en d’autres termes que

oo

nlingo f(x)0n (x)dz = £(0) Vfes. (3.12)
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Remargue La relation (3.12) est souvent exprimée formellementcensuit :

lim 6, (z) =0(x) .

n—oo

(b) Montrer que

5(z) = lim ~—°

A e (349

Indication: Se ramener & une suite de Dirac en posaatl /n.

Exercice 6 (Propriétés de la distribution de Dirac) :

Quelques propriétés utiles de la “fonctiohpeuvent étre obtenues en la considérant comme la limite
d’une suite de Dirac. On utilisera la distributiéniranslatée (x — a), définie comme

0(x —a) = lim O,(x —a).

n—oo

(a) Montrer que, sk € R, a # 0, alors

0(ax) = ﬁ(;(x) . (3.14)
Plus précisément :
lim f(x)0, (az)dx = ﬁf(O) VfesS.
Cas particulier, = —1 :
§(—x) =0(z) . (3.15)

(b) Soity) : R — R une fonction continlment différentiable et n'ayant quinombre fini de zéros qui
sont tous simples (en d’autres termes il n'y a qu’un nombiiesfin. . .,z de points ol (z) = 0, et
Y (z) #0pourk =1,...,N). Alors

1
[ (k)|

S(W(x) = S(x — ) - (3.16)
k=1

Indication: Se ramener a (3.14) en utilisant un développement defdgh) au voisinage des points..

3.5 Opéerations sur les distributions Il

Supposons qu& : S — S soit une application linéaire continue de I'espace de Setas dans
lui-m&me. Donc :
(i) A chaquef € S est associé une fonctiok( f) appartenant &,
(ll) \I/(Oqfl + Oégfg) = Oél\I/(fl) + OéQ\I’(fg) (linearité de‘I’)
(i) Si {f.} € S est une suite qui converge vers zéro danslors la suite{ U (f,,)} converge également
vers zéro dan§ (continuié dev).
Alors on peut associer a chaque distributiomne autre distribution, désignée far ¥, en posant

(ToW)(f)=T(¥(f)) pourf eS. (3.17)

T o ¥ n'est rien d’autre que la composition des applicatibnsS — SetT : S — C. Atoutf € S, ¥
associe la fonctio® ( f) dansS, etT associe al(f) le nombre complex& (¥ (f)).
Vérifions queT o ¥ est bien une distribution :
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(i) Linéarité deT o ¥
Elle s’obtient en utilisant d’abord (3.17), puis la linéade ¥, ensuite la linéarité d& et enfin & nouveau
(3.17):

(ToW)(anf1 +aafz) = T(V(afi+azfz))
T(a1¥(f1) + 2¥(f2)) = arT(¥(f1)) + 2T (¥(f2))
a1 (T o W)(f1) + az(T o W)(fa) .

(i) Continuité deT" o ¥

Si f,, — 0 dansS, alors¥(f,,) — 0 dansS par la continuité d&. DoncT (¥ (f,)) — 0 par la continuité
deT'. Ainsisi f,, — 0 dansS, alors(T o U)(f,) = T(¥(f,)) — 0, ce qui veut dire que I'applicatiofio ¥
est continue.

Exercice 7 (Translation d’une distribution) :

Soita un nombre réel fixé. Prenons polan’application suivante

(W) = f(z+a) = fa)(z).

Sif €S, f(a) estune nouvelle fonction dads Ainsi on peut définir, pour toute distributidh, la distri-
bution translatée par et désignée pdf|, (plutdt que pafl’ o V) :

Tia)(f) = T(f(a)) - (3.18)

Comme exemple, déterminer la translaigg de la distributiony de Dirac et la translatée de la distri-
butionTy (ou 6 est une fonction).

Exercice 8 (Multiplication d'une distribution par une fonc tion lisse) :

SoitG : R — C une fonction infiniment différentiable telle q@ef € S pour toutf € S et telle que,
pour toute suitd f,,} € S convergeant vers zéro dafisla suite{G f,,} converge également vers zéro dans
S. Si on prend pou® la multiplication parG, c'est-a-dire¥ (f) = G f, ou plus explicitement

(W(N)(z) = G(a)f(x)

et si on désigne la distributidhi o ¥ par G, on aura associé a chaque distributionine nouvelle distri-
butionGT :
(GT)(f) =T(Gf) . (3.19)

Montrer qu’on peut prendre pod# une fonction test (une fonction d® ou un polyndme en:.

Exercice 9 (Differentiation des distributions) :

Prenons pouw |'opération de différentiation :

(U)(w) = 1) = 5 (x)

U est linéaire et continue (§if,} € S est une suite telle qug, — 0 dansS, on voit de la définition de la
convergence dan$ que f;, — 0 dansS).
La distribution—T o ¥ est appeléta dérivee de la distributiori” et désignée par” :

T'(f) = ~T(f") . (3.20)

Le signe “-" dans (3.20) est choisi de fagon a ce qué), sst une fonction différentiable, la dérivée au sens
des distributions soit identique a la dérivée au sendetions, c’est-a-dire tel que

(Ty) =Ty . (3.21)
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(a) SoitG une fonction comme dans I'Exercice 8une distribution. Montrer quezT) = G'T + GT',
c’est-a-dire qu'on a la regle usuelle pour la dériveedroduit.

(b) Déterminer la dérivé& de la distribution de Dirac, c’est-a-dire donner I'exgies pourd’ (f)si f € S.
(c) Considérons lgonction de Heavisidé/ définie par

0 si z<0,
H(z>{1 si x>0

La dérivée (usuelle) d& existe pour tout: # 0 et vautd'(x) = 0 (x # 0). Au pointz = 0, H n’est pas

1 H(x)

differentiable.
Montrer que la dérivée dB au sens des distributions est la distribution de Dirac :

(Ty) =6 (3.22)

ou formellement

2 H () = 6() (323)

(d) Soit# : R — C une fonction continlment différentiable suroco, 0) et (0, co), mais avec une disconti-
nuitt enz = 0:

6(x)

X
Soita = lim._, ¢[0(+¢) — 6(—¢)]. Désignons pa#’ la fonction
oy | db(z)/dx si x#0,
H(x)_{o si x=0.
En supposartt’ () bornée, montrer que, au sens des distributions :
(TQ)/ =ad + Ty (324)

(ou formellement : la dérivée dkest égale & aux points ol est differentiable et égaled au point de
discontinuité dé).

3.6 Transformeéee de Fourier et Convolution

La transformation de Fourier est définie par

(V)) = ) = = / O; e f () (3.25)
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C’est une application linéaire continue d&dansS (voir le cours “Analyse II”; c’est relativement
évident car la transformée de Fourier i) (z) est (iy)’f(y) et la transformée de Fourier de&" f(x)
esti™ (™) (y) ; voir (d)).

Si T est une distribution, alors la distributidh o U est désignée paF et appelée laransformee de
Fourier de la distribution?” :

T(f)=T(f). (3.26)
PourT € &' et f € S nous définissons
[ (@) = f(-=), T=(H=7(")
Il suit que R R
F=r, T=7".

Soientf, g € S, nous définissons la convolution deavecyg par

(f % 9)(y) = /fo F@)gly — )

Commef x g est une fonction, nous devons nous attendre que pour umidgdigtn 7", la convolution
T * g soit aussi une distribution. Il faut donc le définir par s@plé&cation sur des fonctions de test. Soit
T € S’ etf,g € S nous définissons

(T f)g)=T(f xg) et (fxT)(g)=T(f *xg)

Remarque On peut démontrer qUE x f € C°(R) et qu'il existe un nombre € N etC € R telle que
[(T = f)(y)] < C(1+ |y|P). En particulier,T" « f peut &tre considérée a nouveau comme une distribution
de typeTy.

La convolution d’une distribution avec une fonction pee&léfinie pour une classe de fonctions beau-
coup plus grande que I'espace de Schwartz. Trés souvesitlawonvolution d’une distribution avec une
autre distribution est bien définie. On peut, par exem@mahtrer queé = § = 6. Un théoreme plus général
(dont on peut trouver la démonstration dans les réf@gneentionées a la fin de ce chapitre) : Si une des
deux distributiong” et S a un support born&; « .S est bien définie.

Exercice 10 (Transformée de Fourier d’une distribution) :

(a) Déterminer la transformée de Fourierdlg (voir Exercice 7).

Conclusion: La transformée de Fourier deet ded(,,) est unedistribution: Ea\) = Ty pour une certaine
fonctiond. Quelle est cette fonction ?

(b) Déterminer la transformée de Fourier de la foncticeu sens des distributions, ou la fonctibmgit
comme distribution selon

(c) Dériver les équations suivantes pgue S etT € S’ ;

() =inflp), (fy = —ilf ,
T =iIT, (T) = —iIT

ou I est la fonction identité.

Exercice 11 (Convolution) :

(a) Démontrer qug x g = g * f.
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(b) Veérifier que pour une fonction lissg telle queTy existe, la définition de la convolution pour les
distributions est consistent avec la définition de la ctuti@n pour des fonctions. UtiliséFy * f = Tp.y.
(c) Soientf,g € S etT e S'. Dériver les équations suivantes (ol par commodité atilisé - pour le
produit usuel) :

() Frg=v2r]-3.

(i) f-9==f*7.

(iii) Txg=+2mg-T.

(ivyg-T = \/%T*g
(d) Montrer qued x f = f au sens des distributions.

3.7 Distributions enn dimensions
La théorie des distributions em dimensions est tout a fait analogue a celle développgguici, il

suffit de remplacer I'espacé des fonctions test par son analoguglimensionnelS(R™) : I'ensemble
des fonctionsf : R” — C infiniment différentiables telles qug et toutes ses dérivées partielles sont a

décroissance rapide : Pour tout, mo, ..., m,, ¢1,42,..., 6, =0,1,2,...,0na
321+€z+---+€nf(x)
sup |‘T1|7n1 |"L’2|7n2 e |:En o 01 02 0 <00,
xER™ 0xy'0xs® - - - Oxy
ou nous utilisons la notatiox = (z1, 22, ...,z,) € R™.

Nous nous intéressons tout spécialement a la distoibude Diracs™ enn dimensions (a ne pas
confondre avec la—iéme dérivée de la distributighen une dimension )i("™) est définie par

5§ (f) = f(0) = “la valeur def pourx = 0" . (3.27)
Souvent on écrit simplemefitx) pours(™ (x).

Exercice 12 :

Montrer qu’en coordonnées cartésiennes on peut envigéigéx) comme étant le produit de distri-
butionss de Dirac unidimensionnelles (considérer le aas 3) :

§M(x) = 8(21)d(x2) - - 6(ap) . (3.28)

Remargue Le produit des: distributionsé apparaissant dans (3.28) a un sens, car les arguments sont de
variables indépendantes. Siest une fonction test d§(R™) alors, par exemple, la distributian., par
rapport a la variable,, appliquée & est définie comme suit : on fixe les valeuss. . ., z,,_1 €t on pose
f(zn) = f(z1,.. ., Tp-1,Tn), avecf € §, doncé,, (f) dépendra encore dg az,_; et sera donnée par
(51n(f)) (CCl, e ,ZCn_l) = f(iEl, ey Ln—1, 0)

En utilisant (3.28), on peut obtenir les propriétés etrégsésentations d&™ (x) comme limite d’une
suite de fonctions a partir des résultats donnés sustaildition de Dirac en une dimension.
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Chapitre 4

Fonctions de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolutiocattaines équations differentielles. Nous
considérons ici le cas, particulierement important plauphysique, d’équations differentielles du 2éme
ordre, et nous commencgons par des équations diffelestiaux dérivées ordinaires du type Sturm-
Liouville.

4.1 Fonctions de Green en une dimension

Soit (a, b) un intervalle fini,q : (a,b) — R une fonction réelle raisonnable (par exemple bornée et
continue). On considére I'équation differentielle

(L)) = =f"(x) + q(2) f(z) = h(z) (4.1)
ou i est une fonction donnée (que nous supposons continue paeaux) et

d2

L=

+ q(x) (4.2)
estl'opérateur diferentiel(du type Sturm-Liouville). Le terme "opérateur diffetent” veut dire queL agit
sur des fonctions de (il associe a chaque fonction deux fois difféerentiable umouvelle fonctionC f),

et son action fait intervenir des dérivées. Dans cetmiteslogie, I'équation différentielle (4.1) peut étre
écrite commeCf = h.

La solution f de I'equation (4.1) est soumise a desnditions aux limites homeges(c'est-a-dire
des conditions aux limites qui sont satisfaites par tougescbmbinaisons linéaires de et f> si elles
sont satisfaites paf; et parfs2). Nous considérons surtout des conditions aux limitesdgimesepakees
(c’est-a-dire une condition au point= a et une condition au point = b) :

arf(a) + Buf'(a) =0, (4.3)
azf(b) + B2f'(b) =0, (4.4)

ol ay, 3; sont des constantes données. Des cas particulieremsgiesisont ceux ot; = 0 (conditions
de Neumann) ow; = 0 (conditions de Dirichlet).

La méthode de la fonction de Green consiste a résoudng, gmaquey € (a,b) fixé, I'équation
différentielle suivante :

d2

[*@ +q(2)]G(2,y) = 0(x —y), (4.5)

41
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ou lafonction de GreerG doit satisfaire (en tant que fonction d#) les mémes conditions aux limites
enxz = a et enz = b que la solutionf de (4.1). SiG est trouvé, on peut obtenir la solutighde (4.1)
simplement par (voir 'Exercice 1)

b
f(z) = / G, y)h(y)dy - 4.6)

L'équation (4.5) doit étre interprétée au sens desibigions (le membre de droite est une distribution). On
peut écrireC,G = §(x — y). Donc a prioriG est une distribution. Mais dans la plupart des situatiotte ce
distribution est en fait une fonction, d’ou le nom "fonatide Green”; en effet nous avons vu au Chapitre
3 (Exercice 9) que la distribution de Diraapparait comme (premiére ou deuxieme) dérivée daioes
fonctions.

Exercice 1 (Fonction de Green et solutions de&quation différentielle) :

Soit G la fonction de Green pour I'opérateur (4.2) et les condgiaux limites (4.3-4.4). Montrer par
un calcul formel (passer les dérivées sous l'intégrgle la fonctionf définie par (4.6) est solution de
I'équation différentielle (4.1) et satisfait aux condiis aux limites (4.3-4.4).

Remargue Une démonstration plus correcte sera donnée dans ligeo®n peut également montrer
que, sif est solution de (4.1) et (4.3-4.4), algfpeut &tre représentée sous la forme (4.6).

4.2 Determination de la fonction de Green

Poury € (a, b) fixé, on détermine la fonction de Greéf{z, y), en tant que fonction de, en imposant

les conditions suivantes :

(i) elle doit satisfaire I'équation différentiellé, G = 0 sur(a, y) et sur(y, b),

(ii) elle doit satisfaire les conditions aux limites (4.3¥enz = a et enz = b,

(iii) elle doit &tre continue e = y,

(iv) sa dérivée doit avoir une discontinuité dé au pointr = y

(la derniére condition assure que la deuxiéme dérieé@ du pointz = y est égale ad(x — y), selon
I'Exercice 9 du Chapitre 3).

Plus explicitement, désignons p@r une solution deCg = 0 satisfaisant la condition (4.3) (domg
est déterminée a un coefficient multiplicatif pres) etrdémeyg, solution deLg = 0 avec la condition
(4.4). On suppose que I'on peut choigiret g, linéairement indépendantes urb) : Mg, + ugy = 0 —
A = u = 0 (c.-a-d.g, n'est pas proportionelle ). Alors, poury fixé, il existe des constantes x (qui
peuvent dépendre dg telles que

_ JGa(x) siz <y,
G(z,y) = {Kgb(x) siz > 1. 4.7

Les "constantes¥ etx s’obtiennent facilement & partir des conditions de ragenrent (jii) et (iv) au point
x = y. On trouve que

(4.8)

)= "0 quwnla) sic >y,

oUW (y) = ga(y)g;(y) — 94 (y)gs(y) est le Wronskien dg., g.

1 {ga@:)gb(y) siz <y,

Exercice 2 (\€rification de la formule (4.8)) :

(a) Vérifier que la fonction (4.8) satisfait les conditiatesraccordement (iii) et (iv) :

lim Gy +e,y) — Gly —<.y)] =0,
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lim [G'(y +¢,y) —G'(y —e,y)] = —1
e——+0

(b) Montrer que
d
—[W =0
VW)
Ainsi le dénominateur dans (4.8) est une constante, et bigweG(z, y) = G(y, «). Donc la fonction de
Green est symétrique dans ses deux arguments.

Exercice 3 (Applications de la formule (4.8)) :

Soit (a,b) = (0,7/2) etv > 0 une constante. Déterminer la fonction de Green de I'dpérel =
—d?/dz* — v pour les conditions aux limitef(0) = f(w/2) = 0. Considérer en particulier le cas= 1,
et calculer la solutiorf (x) explicite pour :

() h(y) = 6(y — w/4), dessinelf (z) et f'(x) et comparer avec I'exercice 9(d) du chapitre précédent.
(i) h(y) = sin(y), et vérifier que— f"(x) — f(x) = sin(x).

Exercice 4 (Fonctions de Green pour un intervalle infini) :

L'équation (4.1) sur l'intervallé—oo, co) ou (0, co) est souvent rencontrée en mécanique quantique en
relation avec I'équation de Schrodinger.

Soit a nouveall = —d?/dz? + v et (a,b) = (0,00). Chercher la fonction de Green dans les cas
suivants :

(i) v >0, f(0) = f(o0) =0
(i) v < 0, £(0) = 0, G(x,y) ~ cos(y/]v|z) lorsquer — oo.

Exercice 5 (Méthode de Fourier) :

Il est possible de calculer certains fonctions de Greenmpatransformation de Fourier. C'esdalution
fondamentalgce qui est la solution au sens des distributions de I'éoguédrmelle

(LG)(z) = §(x). (4.9)

Les conditions aux limites doivent alors étre satisfaitesjoutant une solutiod de I'équation homogéene
(LH)(z) = 0.
(a) Démontrer formellement que la distribution

1 _ 1

est la solution fondamentale pour 'opératéute I'exercice 4. £ dénote la transformée de Fourieet !

son inverse.) Indication : se rappeler qﬁ\@“(k) = ikf(k).

(b) Calculer explicitement la solution fondamentale (3 ddutilisant une intégration dans le plan complexe
(théoreme des résidus) pour> 0. Appliquer explicitement’ a cette solution pour vérifier Eq. (4.9).
Construire la fonction de Gree®(x, y) qui résoudC(z)G(x,y) = d(x — y) et avedG(+oo, y) = 0.

(c) Trouver les (deux) solutions homogéenes indépendate# et vérifier que la fonction de Green pour
I'exercice 4.i peut étre écrite comme somme de la soldtodamentale et des solutions homogenes.
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4.3 Fonction de Green en trois dimensions

Un probleme en trois dimensions analogue a celui trais@y’ici est de considérer I'équation
differentielle

—Af(x) +a(x)f(x) = 2f(x) = h(x) (4.11)

ou x varie sur une partie born&&deR? ou surR? tout entier etz est une constante (réelle ou complexe).
Dans le premier cas on imposera des conditions sur led@rde (2, dans le deuxiéme cas pos| — .
Comme auparavant, la fonction de Green est définie commsalation (au sens des distributions) de

[—Ax + q(x) — 2]G.(x,y) = 6®(x —y) (4.12)

et satisfaisant les conditions aux limites (86 ou pour|x| — oo respectivement): est considéré comme
un parametre, la fonction de Green dépendra de ce pamanh@t notationA, signifie que les dérivées
apparaissant dans le Laplacien sont par rapport a la Vasiab

02 02 0?2
8—$%+6—J}§+6—J}§) G(x,y).

En termes de la fonction de Green, la solution de (4.11) est&®par

AcGitxy) = (

f(x) = / G.(x,y)h(y)d%y . (4.13)

Exercice 6 (La fonction de Green du Laplacien) :

On considére I'équation (4.12) ave(x) = 0 etz = 0, c’est-a-dire
—AxG(x,y) = 53 (x—y). (4.14)
(a) Prendre d’abor = IR3. Montrer que la solution s’annulant a I'infini (c’est-&@ pour|x| — oo) est

1
G =
Indication: D'abord, vérifiez queAxG(x,y) = 0 pourx # y. Ensuite, évaluez le Laplacien d&x,y)
dans le sens des distributions en prerjant y| > € > 0, puise — 0. On rappelle la formule de Green-
Ostrogradski (généralisation de l'intégration parties)

[ 1o 160 = F9a00ldx = [ faG07£6x) = 16 Va(x)] - NGx)dS

U U

ou f etg sont deux fonctions contindment differentiablRs — R, etU un ouvert & bord liss8U, muni

de la normale extérieuls (x).

(b) Prendre2 = {x € IR3\|3:| < R}, c’est-a-dire la boule de rayadR centrée a 'origine. Résoudre (4.14)

avec la condition & la limit&/(x, y) = 0 si |x| = R (c’est-a-direG(x,y) s'annule sur le bord de).

Indication: On anﬁ = 0 si|x| < Ret|w| > R. CherchelG(x,y) de la forme
1 aly)

dn|x —y| Ar|x—w]|’

G(XaY) =

N

ou a(y) est un nombre qui peut dépendre yleet w est un vecteur qui peut dépendre yéprendre
w = b(y)y [pourquoi?], otb(y) est un nombre qui peut dépendreydeet qui satisfaijw| > R.
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Application: Le potentiel électrostatiqué enx € R dii a une distribution de charge de dengite) est
déterminé par I'eéquation de Poisson

—AV(x) = p(x)/<0 -
Le résultat de (a) permet de donner la solution par

1 p(y) 3
V(x)= d’y .
(x) 4req |x —y| 4

On voit que la fonction de Green joue le rble d'une fonctiinftbence :%Go(x, y) détermine le potentiel
au pointx di & une unité de charge ponctuelle placée au goint
Similairement, le résultat de (b) permet de calculer leeptiel V a l'intérieur de la boul® = {x €
R3||x| < R} produit par une distribution de charge dans cette bouleyiase de la boule étant mise a
terre (/' (x) = 0 si|x| = R).

Comment peut-on interpréter le résultat de I'Exercick)gef termes électrostatiques ? (La méthode des
charges images).

Dans I'exercice suivant nous discutons la fonction de Goselfopérateur-A — z dans) = R3. Nous
trouverons une solution particuliére qui a la proprig¢és’annuler a I'infini ; la solution générale s’obtient
en lui rajoutant des solutions de I'equation homogerA, — z) f(x) = 0 (ou f peut dépendre deety).

Exercice 7 (Fonction de Green de Bquation de Schidinger stationnaire (ou I'équation de Helmholtz)) :

Soit z un nombre complexe. Considérer 'équation suivante &ns
(—Ax = 2)G.(x,y) = 0(x—y) (4.15)

(a) Montrer que
1 eiVzlx=yl

G.(x,y) (4.16)

T dr x|

est une solution pour chacune des deux valeurg'de
Indication: Utiliser la régle de Leibniz|w| = |x — y|)

VI vawia L L L AivEW gp L geivawl
|w| lw|  |w] |w|
et les relations .
W W
Viw|= - v—=_Y_
e Al R v R

(b) Déterminer le comportement de la solution (4.16) @firii pour » réel (c’est-a-direy € R3 est fixé et
|x| — oo). Distinguer entre le cas oti > 0 et celui ouz < 0; poserk = |\/z| dans le premier cas et
k = |v/—z| dans le deuxieme cas et tenir compte des deux signes pmssdibla racine dans (4.16).

Exercice 8 (Fonction de Green de Bquation du transport de la chaleur) :

Dans cet exercice nous utilisons comme dans I'exercice 5&tnode Fourier pour calculer la solu-
tion fondamentale. Cette fois-ci c’est un probleme degpant, c'est-a-dire une équation differentielle qui
contient des dérivées spatiales et temporelles.

(a) Résoudre I'équation suivante en appliquant la tamnsation de Fourier par rapport aux coordonnées
spatiales.
(kO — A)G(x,t) = §(x,t) . (k> 0) (4.17)
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Indication: Montrer que la transformée de Fourier de I'eéquation{}€ist résolue par

G(p,t) = e~ IPPt/Rpr(¢) (4.18)

1
K(27)3/2

Ici H(t) dénote la fonction de Heaviside. Calculer la transford@&ourier inverse dé'.
(b) Déterminer la solution formelle de

(kOy — A)T(x,t) = u(x,t) (4.19)

pour une fonction: telle queG x u existe, par exemple une fonction avec support borné.

(c) Choisiru(x,t) = Ad(x,t). Quel est la significance physique de cette sour@éest considéré comme
distribution de température ? Quelle est la solufitix, ¢) ? (Commenter aussi sur la solution pout 0.)
Pourquoi cette équation est appelée une équation desiiff ?

(d) Quel est le profil de la températufégx, t) pour un profil initial 7o (x) = A exp{—|x|?/(202)} (tel que
u(x,t) = kTp(x)6(t)) ?

(e) Quel est le profil de la températuféx) pour une source ponctuelle a I'origine qui est toujounsraie,
ie.u(x,t) =0(x)?

Réferences

R. Courant et D. Hilbert, Methods of Mathematical Physiadpvhe 1, Chapitre V, Paragraphes 14 et 15.
G. Arfken, Mathematical Methods for Physicists, Chapitge 1

S. Hassani, Mathematical Physics, Chapitre VI.



Chapitre 5

Int egration complexe et applications
aux integrales eelles

5.1 Intégration Complexe

Dans cette partie du cours nous allons revisiter I'intBgnacomplexe, mais sans présenter toutes les
démonstrations mathématiques. Vous trouverez ceildasts le cours d’'analyse. Le but ici est plutdt de
se concentrer sur I'application du théoreme des résadusalcul d'intégrales impropres réelles. Pour cette
raison nous allons négliger beaucoup de résultats iraptsrtet fascinants sur la structure des fonctions
complexes.

5.1.1 Fonctions d’'une variable complexe
On peut écrire la valeur d’'une fonction compleie) au pointz = x+iy comme un nombre complexe,
u+ = f(z) (5.1)
tel queu etwv sont des fonctions réelles des deux variablesy, f(z) = u(z,y) + iv(z, y).
Exemple 1: Si f(z) = 22 alors
f2) = (@ +iy)* =2 —y* +i2ay (5.2)
etdoncu(z,y) = 22 — y? etv(z, y) = 2xy.
La dérivée d'une fonction complexe est définie comme dianas réel :
Définition : Soit f une fonction dont le domaine de définition contient le wmagje du point,. Ladérivee

de f enzg, notéef’(z), est définie par la formule

f'(z0) = lim f(2) = f(z0) (5.3)

z2—2z0 Z— 20
a condition que cette limite existe. La fonctigrest ditedifferentiableen zy quand la limite existe.

Une fonction complexe d’une variable complexe est appeté@morphesi elle possede une dérivée en
tout point ou elle est définie. Nous allons utiliser le teramalytiquede maniere synonyme. Une fonction
est holomorphe au pointsi elle est dérivable en ainsi que dans son voisinage. Une fonction est appelée
entieresi elle est holomorphe dans tout le plan complexe. Les pohgssont des exemples de fonctions
entieres.

47
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5.1.2 Les conditions de Cauchy-Riemann

Il y a une difference importante entre la différentiaiiliéelle et complexe : dans le cas complexe, la
limite peut &tre prise de plusieures directions dans le ptamplexe, et la valeur limite doit toujours &tre la
méme. Ceci impose des contraintes fortes sur les fonatiomplexes différentiables.

Nous pouvons reécrire I'eéquation (5.3) sous la forme

Lim h (5.4)

ouh = s+ it est un nombre complexe. En pren&nt s réel, la dérivée devient un dérivée partielle par
rapport az,
fle+s+iy) — fle+iy) _Of  Ou . Ov

/ T - _
f(z)—?_}n% S - Oz _8x+zax' (5.5)
De méme, sh = it est plrement imaginaire, on a
. fla+i(y+1) = fla+iy) Of Ou Ov
/ — 1 = -] — = —9 — —_—. .
I'z) iy it ‘ oy ‘ dy Oy (5.6)
Si f(z) existe, cette expression doit avoir une valeur unique, etdo
ou v
= - = 5.7
ox oy 5.7
ou v
— = ——. 5.8
Jy Ox (5-8)

Ces équations s’appellent lesnditions de Cauchy-Riemartlles sont nécessaires et suffisantes pour que
/ soit dérivable au point.

Exemple 2 : Nous avons vu dans I'exemple 1 que pour la foncfién) = 22 on au = 22 —y? etv = 2zy.

Alors 5 5 9 9
U v U v
9= = 9y =— . 5.9
Ox v oy oy 4 ox 9

La fonction est donc dérivable a tout pointet est alors une fonction entiere.

Exemple 3 : Pour une fonction réelle d'une variable complexe on & 0. Ainsi cette fonction est soit
constante, soit non-dérivable. Par exemple, la fongfian = |z|? = 22 + y? ne vérifie pas les conditions
de Cauchy-Riemann cét/0x = 2x # 0v/0y = 0.

5.1.3 [eveloppements enéries

La formule de Taylor de I'analyse réelle peut étre étendux fonctions d’'une variable complexe :
chaque fonction qui est analytique dans un celrcle a| < R peut étre représentée par sa série de Taylor
"(a (n) a
1@ =g+ T ey T e (510
La série converge vers(z) pour toutz intérieur a ce cercle.
Si une fonctionf n’est pas analytique au poiaton ne peut pas appliquer le theoréme de Taylor en ce

point. Dans ce cas, il existe parfois une généralisatiome série faisant intervenir a la fois des puissances
positives et négatives de — a). De telles séries sont appelées g&ges de Laurent

Théoreme 1: (Theoreme de Laurent) SoientCy et Cy deux cercles orientés positivement centrés au
pointa et f une fonction analytique sur,, C; et dans la couronne comprise entre ces deux cercles, alors
en chaque point de la couronng est représenté par le développement

oo

f(z) = Z en(z —a)™. (5.11)

n=—oo
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5.1.4 Intégrales d’'une fonction complexe

Définition : (Int égrale d’'une fonction complexe d’une variable éelle) Soit w(t) = u(t) + v (t) une
fonction complexe de la variable réetleSoient les fonctions(t) etwv(t) définies sur l'intervalle fermé et
bornéa < t < b, et continues par morceaux. On définit alors I'intégradevchar

/abw(t)dt = /abu(t)dt —l—i/abv(t)dt. (5.12)

Nous allons utiliser cette définition pour introduire uméégrale le long d’un contour dans le plan
complexe. La variableé deviendra un parameétre qui décrit ce chemin. Pour ceauil @’'abord définir la
notion de contour :

Définition : (Arc) Un arcC dans le plan complexe est un ensemble de paints(x, y) tels que
x = z(t), y=1y(t), a<t<b (5.13)

oux(t) ety(t) sont des fonctions continues du parametre #€8i z(a) = z(b) alors I'arc esfermé. Si les
dérivéesy’(t) ety’(t) existent alors la dérivée de I'arc est

2'(t) = 2/ (t) + iy (t). (5.14)
L'arc estdifferentiablesi les dérivées existent et sont continues.

Nous pouvons introduire la longeur d’un arc difféerenteapéhr

L= /b|z’(t)|dt (5.15)
ou
()] = Vo' (1) + ¢/ (). (5.16)

La longeurL est invariante sous des changements de paramétrisatianalé’.
Définition : (Contour) Un contour est un ensemble d’arcs differentiables joiotst & bout.

Si z(t) est une fonction qui décrit un contour, alar@) est continue, et sa dérive&t) est continue par
morceaux. La longeur d’'un contour est la somme des longasgsarts différentiables qui le forment. Si
a <t <betz(a) = z(b) alors le contour edermé.

Nous pouvons maintenant définir I'intégrale fig-) le long d’un contour”' :

Définition : Supposons qué€ est un contour représenté par 'équatios z(t) = x(t) +iy(t),a < t < b.

Sila fonctionf(z) = u(z,y) + iv(z,y) est continue par morceaux stiron définit I'intégrale de contour
de f le long deC comme :

b
/f(z)dz:/ Flz(0)]2(t)dt. (5.17)
C a

Plus explicitement, on a donc

/Cf(z)dz = /b(ux’ - vy’)dtﬂ‘/b(vz’ + uy')dt. (5.18)

a a
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5.1.5 Theoreme de Cauchy et tkoreme des ésidus

Théoreme 2 : (Theoreme de Cauchy)Si une fonctionf(z) est analytique dans un domaine simplement
connexeD, alors son intégrale prise le long de tout contour fe@néppartenant & est nulle :

j{ f(z)dz = 0. (5.19)
C

Ce théoreme implique que la valeur d’'une intégrale dé dans le domain® est unique et ne dépend
pas du choix de chemifi entrea etb.

Exercice 1 :

Soito,k € R eto > 0. Vérifier que l'intégrand est une fonction entiére elisgr le théoréeme de
Cauchy pour calculer

f

IR T AR S R
(k) Ton /_OO Noroe e 22" dx (5.20)
ce qui est la transformée de Fourier d’'un Gaussienne deuasg
Indications :Suivre par exemple les pas suivants :
a) Considérer I'intégrand comme une fonction complexenettantr — z = x + iy. Vérifier que les
conditions de Cauchy-Riemann sont satisfait.
b) Il existe uny, tel que la partie imaginaire de I'exposant disparait. Rése I'intégrale pouy = y..
c) Pour utiliser le théoreme de Cauchy, il faut fermer latoar d'intégration. Le faire déz,y) =
(=L,y.)a(—L,0) etde(L,0) &(L, y.), et prendre ensuite la limite — oo.

Nous pouvons utiliser le théoreme de Cauchy aussi daiitsi&ion suivante : Supposons qu’une fonc-
tion f(z) soit analytique dans un domaine qui consiste en un cerclaygmi? > 0 autour d’'un point,
mais que la fonction est singulier au pointDans ce cas, la fonctiofiz) a une représentation en serie de
Laurent,

oo

f(z) = Z en(z —a)™. (5.21)

n=—oo

Certains de:,, peuvent étre nul.

Exercice 2 :

Démontrer que pour le cercle de rayBnC = {z, |z| = R}, que

", | 2w sin=-1
fc #dz = { 0  autrement (5.22)
par intégration directe le long de.

Appliquant ce résultat a la représentation de la fomcfi@n terme de série de Laurent, en intégrant sur
le cercle unit&”’, orienté de maniere positive, autourdleous trouvons

f(2)dz = 2mic_1. (5.23)
C/

Le théoreme de Cauchy nous dit alors que nous aurions gaichdmporte quel contour qui enferme le
point a et est dans le domaine analytique parce qu'’il est toujoussiple de connecter ce contour avec
le cercle par deux lignes si prés qu'ils ne contribuentgpbimtégrale. Alors l'intégrale le long du contour
combiné disparait ce qui implique que I'intégrale le lahgcontour vaut moins I'intégrale le long du cercle.
Il est important ici que le point singulierest isolé tel qu'il y a un domaine analytique autour de liine
taille quelconque.

Le nombre complexe_;, qui est le coefficient devarit/(z — a) dans le développement (5.21), est
appelé leésidude f au point singulier isol&, et désigné R€g, a).
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Théoreme 3: (Theoreme des esidus)Considérons un contour simple ferrag orienté positivement, a
I'intérieur duquel et sur lequel une fonctighest analytique excepté en un nombre fini de points singulier
21, 22, ..., zp, INt€rieurs &C'. Alors

7{ f(z)dz = Qﬂizn: Regf, z;) (5.24)
c e

ou Regf, z;) désigne le résidu dg¢ au pointz;.

Pour démontrer ce théoréme, on considére un petiteétchutour de chaque point singulier isolée
(en prenant soin que les cercles sont suffisamment petitsygarontenir qu’un seul point singulier). Alors

7{} f(z)dz = 2miRes f, z;). (5.25)

En combinanC avec les cercle§’; on construit la frontiére d’un région dans laqueflest analytique. Par
le théoreme de Cauchy on a alors que

7{Cf(z)dz -y fij F(2)dz =0, (5.26)

d’ou le résultat.

5.1.6 Calculs desesidus

Le théoreme des résidus nous permet alors de calculnfant des intégrales de contours dans le plan
complexe, si on connait les résidus. Par définition, $&deest le coefficient du termi¢/ (z — a) de la série
de Laurent dgf(z) dans le domaine autour de

Exemple 4 : Soit la fonctionf(z) = (e* — 1)/2. Commee* = 377 ; 2™ /n! nous avons que

z 2’2

fE) =145+ 5+ (5.27)

Par conséquent le point = 0 est un point singulier éliminable, ¢t est analytigue dans tout le plan
complexe (une fonctioantiere). Alors toute intégrale d¢(z) le long d’un contour fermé est nulle (méme
si le contour inclut: = 0).

Exercice 3 :

Calculer le résidu de
f(z)= 5 (5.28)

au pointz = 0.

Exercice 4 :

Soit la fonctionf () = (22 — 22+ 3) /(2 — 2).

(a) Déterminez la série de Laurent fiez) au pointz = 2.

(b) Utilisez le théoreme des résidus pour détermy"ley‘(z)dz pour C le cercle de rayon autour
z=2.

Normalement la série de Laurent n’'est pas facile a comstrDans ce cas nous pouvons extraire le
coefficientc_; au moins en principe comme suit :
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Définition : La fonction f(z) a un podle (un point singulieg’ordre m enz = a si (z — a)™ "1 f(z) est
nulle enz = a mais(z — a)™ f(z) ne s’annule pas.

Ceci implique pour la série de Laurent au paint a quec; = 0 pourj < —m.
Si f(z) a un pdle simple (un pdle d’ordilg enz = a alors

Regf,a) = lim(z —a) f(2). (5.29)

zZ—a

Si le pole est d’ordre, une multiplication ave¢z — a)? fait que la série de Laurent commence avec un
terme constant qui multiplie_ et aprés le termé: — a)c;, tel que

. d
Regf,a) = glir(ll 7 (z —a)?f(2). (5.30)

Ceci se généralise comme suit : k) possede un pdle d’ordre au pointz = « alors le résidu d¢
en ce point est

1 dam—1
Res{f} a) = (m — 1)| Zhlg dzm_l (Z - a)mf(z) (531)
Exercice 5 :
Soit )
SIMT __ cosx
flz) = 1 —22) (5.32)

Y a-t-il un pdle enz = 0, et si oui, quel est son ordre, et quel est le résidu ?

Exercice 6 :

Trouver les poles de
1

et calculer les résidus.

5.2 Applications au calcul d’'intégrales €elles

Une application typique du théoreme des résidus estidellodintégrales sur tout I'axe réel. Pour ceci
nous avons encore besoinldemme de JordanEn intégrant le long d’un arc de cerdlede rayonR, centré
surzg on a que

Si hm Rma12< lf(z)]=0 = hm /f (5.34)
ze
Si hm Rmax lf(z)]=0 = Rlim f(z)dz=0 (5.35)
R— oo —o Jr

Demonstration Si M est une constante positive tel giféz)| < M pour toutz € T on a que

‘/Ff(z

ou L estlalongeur de I'arc du cercle. SiI'angle d’ouverture’declest() < 27 alorsL = R etle Lemme
de Jordan suit. Nous pouvons aussi voir que les conditiomsiomnées ci-dessus sont suffisants mais pas
nécessaires.

/|f )] dt < M/ \2/(8)] dt = ML. (5.36)
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Remargque Iy a d’autres formes du Lemme de Jordan, qui reviennerg @lumoins au méme. Le but est
toujours de pouvoir fermer le contour d'intégration et @embntrer que la valeur de I'intégrale ne change
pas.

Avec ce lemme nous pouvons compléter une intégrale sxe Feel avec un demi-cercle. Si l'intégrale
le long du dernier tend vers zéro par— oo alors la valeur de I'intégrale réelle est donnée par farse
des résidus a l'intérieur de ce contour, multipliée pai.

Exemple 5 : CalculerffooO dxz/(1+ x?). D'abord nous vérifions que nous pouvons appliquer le Lemene
Jordan pour fermer le contour par un demi-cercle. Pour aags notons que I'intégrant tend suffisamment

vite vers zero :
—

Rlf(2) = — = 5.37
/@) |1+ R?e?®| /14 2R%cos(2¢) + R* (5:37)
Il suffit donc d’évaluer le résidu aux pdles= +i. Ce sont des poles simples, alors
. . (z—1) 1
sl =l e " % (5:38)
Alors nous avons, avec le théoréme des résidus
> dx " odz ) .
/_Oo T2 /C s 2miRes(f, 1) = . (5.39)
Exercice 7 :
Calculer - p
X
_ 5.40
| i (5:40)
avecn € N\{0}.
Exercice 8 :
Calculer ~ g
X
. 541
| 5 (5.41)
Exercice 9 :

Dans le chapitre sur les fonctions de Green, nous avonstrédantégrale suivante pour trouver une
fonction de Green :

G(z) = \/%}"_1 (iny). (5.42)

Ici 71 est la transformée de Fourier inverseyet 0. CalculezG/(z) en utilisant le calcul des résidus.

Exercice 10 :

Soita € C tel queRe o > 0, et soitn. € N\{0}. Calculer la transformée de Fourigfk) de

1
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Exercice 11 :

(Fonction Green de l'oscillateur harmonique) L'équation de l'oscillateur harmonique egt(¢) +
wiy(t) = f(t) ollwp > 0 est un parameétre réel fixe ¢ft) décrit une excitation externe. Une approche
pour construire la fonction Green passe par la solutiondamehtale= (¢) pour f(t) = 4(t) (voir exercice
5 du chapitre sur les fonctions de Green). Une transforraédrier de I'equatiot” (t) + w3 G(t) = §(t)
méne a

A 1
2 2
—wtwi)G(w)=—. 5.44
Si nous essayons de calculer la transformée inverse,
Glt) = - / Ty (5.45)
2 o wE —w? @ '

nous nous rendons compte qu'il y a deux podles sur I'axe té&el= +wy. Pour contourner (littéralement)
ce probleme, on peut remplad&(w) par

A 1 1 1 1
GUw) = —= lim — - 5.46
(@) V2T ei%l+ 2wo |wHwo—ie w—wy—ie|’ ( )
Al 1 1 1 1
G(ddV) (w) — lim —— - : . (547)
V2T e—0t 2wy |w+wp +i€  w—wo+ i€

Ceci correspond a deux chemins d'intégration qui comtent les poles de maniére différents.

a) Déssiner les chemins d’intégration.

b) Renfermer les chemins par des demi-cercles a I'infina&tuter les intégrales par le théoreme des
résidus.

c) Interpreter les fonctions de Green comme la réponse agillateur harmonique a une excitation
courte au temps = 0. Quelle est la difference entre la fonction de Greetardee G (¢) et la
fonction de Greeravan&e G(*4V)(t)? Laquelle des deux allez vous utiliser pour calculer leffe
d’une excitationf (¢) sur un oscillateur harmonique initialement au reposyparG « f ?

Exercice 12 :

(Fonctions de Green pouréquations d’onde, de Poisson et de Helmholtz)a solution fondamen-
tale G(x, t) (cf exercice 5 du chapitre sur les fonctions de Green) dgibéion d’'onde est la solution de
I'équation suivanté :

(—A + C%a,?) G(x,t) = V2rd(z, ). (5.48)

Nous pouvons simplifier cette équation en faisant d’aberel ilansformation de Fourier par rapport au
tempst — w, ce qui mene a I'équation

w2
(—A - 6—2) G, (x) = (), (5.49)
ce qui rend explicite le lien avec I'exercice 7, équationddémholtz, du chapitre sur les fonctions de Green.

La constante dans la premiere équation a été choisieque le membre de droite de la deuxieme ne soit
qued(x). En faisant aussi une transformation de Fouriersus p, nous trouvons I'équation élémentaire

w?\ 4 1
< - c_2> Gu(p) = (2m)3/2 (5.50)

1. Il s’agit de la solution obtenue par transformation derfesuElle reproduit la discontinuité de la dérivee madstén général
étre superposée a une combinaison linéaire de sofutiomogénes pour satisfaire les conditions aux limitesrdblgme.
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a) Soitw? < 0. Poser: = w?/c? puis calculelG,, (x) par intégration dans le plan complexe. Comparer
avec I'exercice 7 du chapitre sur les fonctions de Green.

b) Prendre la limitez — 0 de la solution trouvée en (a), et comparer avec la fonct®ioeen du
Laplacian, exercice 6 du chapitre sur les fonctions de Green

c) Soitw? > 0. Si on veut calcule€,, (x) on trouve que les poles de I'intégrant dans la transfdaonat
de Fourier se trouvent sur I'axe réelle, comme dans I'egengrécédent. Comme dans cet exercice
il faut contourner les pdles en les déplacanttde, ce qui méne a des fonctions de Green différents.
Calculez-les, et comparez-les avec l'interprétationeemées d’ondes sphériques de I'exercice 7b du
chapitre sur les fonctions de Green.

d) Calculer pour le cas (& (x,t) en faisant un transformation de Fourier inverse sur lepueaces,
w — t. Interpréter les résultats en termes de fonctions derGaeancées et retardées. Montrer alors
gu’une sourcé(x, t) localisée dans le temps et dans I'espace donne lieu a urg(one solution de
I'équation d’onde ave§(x,t) au second membre)

u(x,t) :/Md%’, (5.51)

4r|x — x'|

ou[. . .]ret Signifie que le temps est evalué au temps retardé= t — |x — x'|/c.

Exercice 13 :

Utiliser I'intégration par contour pour évaluer la somme

:Z# a>0. (5.52)

n?+a?’
a) Montrer queS correspond & la somme des résidus en des pdles sur éakde”

fz)= 7 cot(mz). (5.53)

22 + a2
La somme peut donc étre representée comme la sommegrates sur des petits cercles autour de
ces poles.

b) Considérer un contour qui résulte si on agrandit legpeercles de la partie (a) jusqu’a ce qu’ils
forment un seul contour long et mince proche de I'axe réekdiner ce contour pouy termes de
la sommeS et puis considérer la limit&Vn — oo. Dans cette limite le contour se coupe en deux
intégrales le long de =+ ie. Vérifier par le Lemme de Jordan que vous pouvez fermer leocopar
des grands demi-cercles, et en déduire que la sof et égale a 'opposé de la somme des résidus
en des poles non-réels déz).

c¢) Utiliser le calcul des résidus pour trouver

5.3 Meéthode du Col

Souvent il n'est pas possible de résoudre une intégralenaeiére exacte. Pour certaines classes
d’intégrales il est possible de trouver des solutions agipratives avec bonne précision, par exemple
pour des intégrants du type?/(®) pour M grand. Dans cette section nous commencons en regardant
des intégrales réelles avant de discuter une extensitmméthode dans le plan complexe, en utilisant le
théoreme de Cauchy.
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5.3.1 Meéthode de Laplace

La méthode de Laplace est tres simple : pour une intégialeype ff dx exp(M f(z)) nous
développong (z) en série de Taylor autour du maximum global (suppasé-az, etzy # a, b :

F(&) = flwo) + 5 £ (@)~ 20)* + O((z  w0)°). (5.5)

Si M est suffisamment grand, nous pouvons négliger les ternoedrd’supérieur, et en plus nous pouvons
intégrer de—oo aco puisque l'intégrant decroit tres vite loin dg. Alors

b 0o
y y 1 " 2 27T
JpeMF(@) A (M (x0) / o= AMIf" (@0)|(a—20)? _ Mflwa) |___ 2T 555
/a oo M| f"(zo)| (5-59)

Exemple 6 : Dérivons la formule de StirlingV! ~ v2r NN~ e~ . Pour ce faire, nous notons qdé =
I(N+1)= f0°° e~*xNdx. Le changement de variable = Nz tel quedz = Ndz conduit &

N!= / e N*(N2)VNNdz = NNJrl/ e NzeNinzg, — NN+1/ eNnz=2) g, (5.56)
0 0 0
C’est une intégrale de la bonne forme, ayée) = Inxz — . La premiére dérivée edt/z — 1 et alors
f(x) atteint son maximum eny = 1. La seconde dérivée eft () = —1/22. En utilisant la méthode de
Laplace nous avons donc
2T
N

N!~ NN+Le=N (5.57)

qui n’est autre que la formule de Stirling.

Exercice 14 :

Un téléscope équipé d'un compteur de photons obsergettoile lointaine pendant une minute pour
mesurer le taux d'arrivée de photons par minuteSupposons que le nombrede photons détectés suit
une distribution de Poisson de parametre

P(r|\) = % e, (5.58)

En utilisant une distribution & priof?(\) = 1/, calculer une approximation de la distribution postegeur
pour\, P(A|r) oc P(r|A)P()\) en faisant une approximation de Laplace

a) en\

b) enlog A (utiliser alors une distribution & prioff(log A) = constant).
Donner le mode (pic de la distribution), la largeur et la nalisation (I'inverse de la valeur de l'intégrale
sur\) en utilisant cet approximation. Comparer ensuite la ndigaton avec la normalisation exacte.

5.3.2 Methode du Col

Si la fonctionf est une fonction complexe, alors la méthode de Laplaceffiegas, parce que la phase
complexe peut varier rapidement dans la région ou la pdxéikke def est maximale. Ceci peut supprimer
fortement la valeur de l'intégrale dans cette région.

Mais il est possible de déformer le chemin d’intégratiamslle plan complexe aussi longtemps qu’on
reste dans un domaine d’analyticité fleLe but est alors de trouver un chemin sur lequel la phase y est
constante. Pour cette raison la méthode du col s’appedisi am@thode de la phase stationnaifen plus,
comme nous allons voir, c’est aussi le chemin avec la dégaoice la plus rapide de la partie réelle, et la
méthode est souvent appelaethod of steepest descentAnglais.

En général, pour une intégrale= f7 ef®)dz nous cherchons un chemin continliment défosméde
maniere qu’on ne passe par aucune singularitg pendant cette déformation) tel que
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(a) Lelong dey, la phaseéym f est constante.
(b) Il existe un point,, € v, tel que(df/dz)(z,) = 0.
(c) La partie réelle d¢ passe par un maximum locaka= z,.
Un point vérifiant les conditions (b) et (c) est appel&ohassocié ¥ (z). C'est parce que les conditions
the Cauchy-Riemann, égs. (5.7) et (5.8), impliquent que

Pu(z,y) N Pu(z,y)
0r? oy?

—0 (5.59)

et de méme pour(z,y). Alors sidf(z)/dz = 0 mais les deuxiémes dérivées partielles sont non-nulles
ils doivent avoir le signe opposé et ce n'est pas un maximurarominimun mais un col. Considérons
aussi les lignes de constant qui sont perpendiculaire au vect®ur = (0u/dx, du/dy) qui pointe dans

la direction de croissance maximale. Nous trouvons que

Oou Ov ~ Ou v

La condition pour qu’une fonction complexe soit analytigoumpose donc des contraintes fortes sur cette
fonction.

Pour nous, le fait que les gradients«@et v sont perpendiculaire implique que la direction le long de
laquelle la phase est constante (la condition (a)) est &udsiection de la décroissance la plus rapide de la
partie réelle de la fonction.

La condition que la phase reste stationnaire nous four@ulation de courbe,. Le long de cette
courbe la phase est donc constante et on se raméne a unadeéu col réel. Alors, grace aux propriétés
des fonctions analytiques, le chemin sur lequel les o$icitla dee~ sont nulles est aussi le chemin sur
lequelRe f,, présente un maximum local le plus accentué possible.

Pour évaluer I'intégrale sur le chemig nous introduisons comme dans la section 5.1.4 un parametre
réelt qui paramétrise le chemin a travers le col, normalisguel

£2) = () = 5 +O((z = 20)°). (5.61)

En comparant cette expression avec la formule de Taylouadex,,, cf €q. (5.10),

1 d?*f(zq)

f(Z) = f(za> + 5 dz2 (Z - Za)2 + O((Z - Zoz)g) (562)
nous trouvons que
d2 f(zq,
t=(z—za)t/— 522 ) (5.63)

Comme dans le cas de la méthode de Laplace nous remplagensié intégrale le long de, par son
approximation Gaussienne autourge Par la formule d’intégration complexe, (5.17), nous a/que

o0 1/2
I, ~ efze) / e_tzz'(t)dt ~ ef () S / (5.64)
oo —d?f(zq)/dz?

Pour le deuxiéme pas nous avons supposéj(t¢ = (d?f(z)/dz*)~'/? peut &tre considéré comme

constant a I'échelle du terme Gaussien, ce qui nhous peti@ealuer I'intégrale Gaussienne résultante.
Nous pouvons constater que la formule correspond a celierdéthode de Laplace, (5.55), sauf qu’elle est
a évaluer au cat,, du chemin d’intégration déformeég,. En effet, si on a affaire a une fonction réelle, la
phase est déja stationnaire le long de I'axe réel et lgnatk du col coincide avec la méthode de Laplace.
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Exemple 7 : Essayons de calculer I'intégrale suivante :

o0

.2

I :/ e " dx, a>0. (5.65)
— 00

Sans le facteuf ce serait une intégrale Gaussienne, mais maintenantuestonction qui oscille rapi-

dement. Pour trouver sa valeur, nous suivons la recette ghdse stationnaire. Considéré dans le plan

complexe, l'intégrant est

—iaz? = 2axy — ia(x? — y?). (5.66)
Pour garder la phase stationnaire nous pouvons donc fagreotation de 45 degrées sur la ligne= —y.
Sur cette ligne on a bien quey < 0 et égale & zéro a l'origine. On a aussi qif¢dz = —2iaz est

nulle & l'origine et alors la partie réelluxy passe bien par un maximum en ce point. Alegs= 0,

d*f(z4)/dz? = —2ai et alors
Y L (5.67)
2a1 ai

Dans ce cas le résultat est exact parce que les correctiomsa supérieures disparaissent. C'est aussi
le résultat qu’on aurait obtenu naivement en remplagant ia pour se ramener au cas d’'une intégrale
Gaussienne simple, mais le passage par le plan complexéastsaire pour s’assurer que la solution est
correcte. En effet il est encore nécessaire de vérifielajuatation du chemin d’'intégration ne change pas
la valeur de l'intégrale. Nous notons que la condition duriee de Jordan n’est pas satistfaite : posur
I'axe réel nous avons qué¢(z)| = 1 pour n'importe quel distanck de I'origine. Le lemme de Jordan étant
suffisant mais pas nécessaire, il est quand méme permarddd rotation : La contribution a l'intégrale
qui vient d’un ligne verticale déx, y) = (L,0) &(L, L) qui relie les deux chemins d’intégration est

(L,L) ~(L,L) L 00 1
/ f(2)dz| < / |f(2)|dz = / e2elygy < / e2elvgy = — . (5.68)
(L,0) (L,0) 0 0 2alL
Dans la limiteL — oo ceci tend vers zéro.
Exercice 15:
Utiliser la méthode du col pour calculer (une approxinmatie) I'intégrale
/ e—ox Fike gy (5.69)

a) Trouver les points,, pour lesquelglf(z,)/dz = 0.
b) Déterminer un chemin pour lequel la phase est constagig passe pat,,. Est-ce un minimum ou
un maximum de la partie réelle ge?
c) Appliguer la formule de la méthode du col.
Comparer avec le résultat de I'exercice 1.

Exercice 16 :

La fonction Airy peut &tre écrite comme

Ailp) 1/:” G 5) g (5.70)

T o

Dériver I'approximation suivante poyr> 0 avec la méthode du col :

_2,3/2

e 3P

(5.71)
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Exercice 17 :

Evaluer par la méthode du col la fonction de Bessel modifiee

Y ,
L/(-T) / do ewéez cos 6 ,

:% -

(= J.(iz)) avecr > 0 entier, pour réel tendant vers-co.

Exercice 18 :

Evaluer par la méthode du col la fonction de Bessel
g )
J0($): _/ doeza:cose,
pourz réel tendant vers-oo.

Quelques references :

[1] W. APPEL “Mathématiques pour la physique”, H & K Editions.
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(5.72)

(5.73)

[2] M.J. ABLOWITZ & A.S. FOKAS, “Complex Variables”, Cambridge Texts in Applied Matherost
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Chapitre 6

Notions de probabilites et de statistique

6.1 Le concept de probabilie.

6.1.1 Espace c&chantillonnage,evenement, probabilite.

Un grand nombre de phénoménes physiques ou naturels @spact aléatoire. Dans certains cas une
description déterministe (donc non-aléatoire) potigaiprincipe étre possible ; néanmoins elle s’avérerait
irréalisable en pratique car elle serait d'une compéegitiréme et ferait intervenir un trop grand nombre
de parametres. On doit ainsi se limiter a des théoriebghitistes pour décrire des phénomenes et des
expériences aléatoires. Ceci conduit naturellemeimtadduction d’'unespace cdchantillonage

Définition : L'ensemblef2 constitué par tous les résultats possibles d’'une expéei aléatoire est appelé
I'espace déchantillonnageChaque “résultat possible’ est un élément d@. Cet espace peut étre discret
(fini ou infini dénombrable) ou continu.

Définition : Un éwenementest un sous-ensemhlé de (2. Si A est formé d’'un seul élement (c’est-a-dire
A = {w}), on parle alors &venement simpleu élementaireL’ @enement impossibésst I'ensemble vidé
tandis qud? est 'evenement certain

Si le résultat d’une expérience est un éléementiden dit que I'événemend a étéréalis.

Définition : Si I'on répéte une expériencefois et qu’'un événement se réaliefois alorsh/n est la
probabilité (empirique) de Bvenemenén question.

Remargue Souvent on limite la théorie de la probabilité a des mimea@nes qui ont un caractere aléatoire
intrinseque. Ceci est parfois appelé I'appro@téguentistecar la probabilité est définie exclusivement par
la frequence d’'un événement.

Il est aussi possible d'utiliser de maniére consistenfgrédabilité pour décrire des incertitudes dles
a des connaissances insuffisantes. Par exemple, un juggédaler si un accusé est coupable ou non. En
réalité I'accusé est soit coupable, soit non coupalld, @y a pas de notion de répéter le crime et de
compter combien des fois I'accusé est coupable. Néarsnapres avoir étudié le cas, le juge va avoir une
opinion sur la probabilité que I'accusé ait commis le @iou non, et il va baser sa décision la-dessus. Ce
point de vue s’'apellBayesieret il est utile pour inférer des propriétés a priori nalidatoires, commes les
parametres d’'un modele.

Remargue Dans la notation de la théorie des ensembles on a :
(a) AU Bestl'événement “soitd, soit 5, soit les deux”.
(b) AN Bestl'événement “ala foigl et B”.

61
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(c) AL estI'evenement “nont”.
(d) A\ B est I'evénement mais pas3”.

(e) Les evénementd et B sont ditsexclusifssi.A N B = §.

6.1.2 Les axiomes des probabilds.

Soit 2 un espace d’échantillonnage. A chagque événemdertn associe un nombre régl(A). La
fonction P a valeurs réelles définie s@r est appeléenesure de probabiitsi elle satisfait les axiomes
suivants :

Al. Pourtoutd C Q,onaP(A) > 0.

A2. Pour I'événement certain dg on aP(Q2) = 1.

A3. Pour toute suite d’événements exclusifs A,, As,...ona:

PALUAUA3U...) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + ... (6.1)

Modele élementaire fini symetrique

Ce modele correspond a :

(I) Lexistence den issues possibles “de base” pour I'expérience. Ces é&ménts élémentaires
w1, ... ,wn, (les cas possibles) forment une partition(tle

() P(wi) == Pwn) = 5.

Tout événementl est I'union d’un certain nombre(.A4) desw;, on pose alors

. (6.2)

~v(A) __ nombre des cas favorables
~ nombre des cas possiblgs

Exercice 1 :

Un dé a jouer rouge et un noir sont jetés simultanémeritassard (maniére usitée de dire qu’on pos-
tule (I1) pour les36 événements;; = “rouge donne points et noir en donng’). Que valentP(A), P(5),
... pour
A = “rouge donne moins d& points”,
B = “noir donne un nombre pair de points”,
C = “la somme pour les deux dés est pairees”,

D=ANC,
F=AUC.
Exercice 2 :

Démontrer les théoremes suivants :
(@) SiA; C Az alorsP(A;) < P(Ag) et P(Ax\ A1) = P(A2) — P(Ay).
(b) Pourtoutd Cc Qona0 < P(A) < 1.
(c) P(0) =o0.
(d) Si.A® estle complement dd alorsP(A%) = 1 — P(A).
(e) SiA etB sontdeux événements quelconques, altd U B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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6.1.3 Probabilites conditionnelles et inépendantes.

SoientA et B deux événements ét(5 | .A) la probabilité queB se réalise,A étant €alie. Comme
nous savons qud est réalisé,A devient un nouvel espace d’échantillonnage remplaQaftela conduit a
la définition suivante :

P(B|A) = % (6.3)
ou
P(ANB) = P(A)P(B| A) = P(B)P(A|B). (6.4)

Définition : P(B|.A) est appelée lprobabilite conditionnellele B, étant donné.

Si P(B|A) = P(B), c’est-a-dire, si la probabilité de réalisation Ber’est pas affectée par ce qu'il se
passe poud, alors on dit qued et 3 sont degenements ingpendantsAlors :

P(ANB) = P(A)P(B) . (6.5)

Exemple: dans I'exercice 1, les comportements individuels des dlasxsont indépendants (on les jette
a distance I'un de l'autre). Ceci entraine giéA N B) = P(A)P(B). On a encore quel et C sont
dépendants : sachafitne restent possibles que [Bsévénements;; oui + j est pair et< 8. On a donc

dansce cas:
o0 (1)

Exercice 3 :

Evaluer la probabilité d’obtenir un nombre inférieut au cours d’un jet unique d’'un dé :
(a) Sans autre information.
(b) Sachant que le résultat obtenu est impair.

Exercice 4 :

Un récipient contient boules rouges4 blanches et bleues. On tire successivemehboules du
récipient. Quelles sont les probabilités de tirer daosife des boules rouge, blanche et bleue si :

(a) Chaque boule est remise dans le récipient.

(b) Les boules ne sont pas remises dans le récipient.

Exercice 5 :

La commande de l'organe | & I'organe Il d’'un équipementaerformalement par la ligne directe,
affligée d’'une probabilité de panne En cas de panne, elle est automatiquement déviée sgnia tie
secours formée de deux troncons dont chacun a proleab#ithanneg. Les pannes sont, pour les trois
trongons, des événements indépendants. TraBY€y ou C est I'événement “la commande se fait”.

6.1.4 [DEnombrements et analyse combinatoire.

Lorsque le nombre d’événements est grand, le comptagioifidtre fait pour le calcul des probabilités
n’est pas toujours facild.'analyse combinatoireffre des méthodes de comptage élaborées.
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Arrangements et combinaisons.

Soientn objets distincts. On veut en aligned’entre eux sur une droite. Le hombreadtangements
possibles est :

n!
(n—r) "~

Dans le cas des arrangements, I'ordre des objets est impdb@ns diverses situations, I'ordre n'a pas
d’'importance. On parle alors @®mbinaisonsLe nombre de combinaisons d®bjets parmiz est :

Al =nn—1)(n-2)---(n—r+1)= (6.6)

n n!
Cr = rln—r)l 6.7

Lescoefficients binomiauk? sont les coefficients apparaissant dans le développemd&mdme de New-
ton :
(z+y) " =a"+Cra" ty +Ona" 2y + -+ Cly™. (6.8)

Pour de grandes valeurs dela formule de Stirling :
n! ~ (2rn)Y/2pme™ (6.9)
nous donne une approximation de la fonctiactoriellen! den.

Exercice 6 :

Dans un groupe composé de cinqg mathématiciens et sepicmgson doit former une commission
comprenant deux mathématiciens et trois physiciens. €siéé nombre de possibilités si :

(a) la commission peut comprendre n'importe lequel des émattticiens et des physiciens.
(b) Un physicien particulier doit &tre membre de la comipiss
(c) Deux mathématiciens particuliers doivent étre exde la commission.

Exercice 7 :

Evaluer la probabilité pour que personnegn < 365) choisies au hasard aient des dates de naissance
differentes. Combien le groupe doit-il comprendre de me®spour que la probabilité de dates de naissance
différentes soit inférieure &/2.

Exercice 8 (statistique de Bose-Einstein) :

k particules indistinguables occupent un espace divis€@ilules numérotées dea ¢, des cellules
vides étant permises. Montrer que le nombrde configurations distinctes est ’egzﬂ’@”‘l. Déterminer
la probabilitéP(m | k, ¢) que la premiére cellule contienne particules.

Exercice 9 :

Une tige de longueur est cassée en trois parties arbitraites, z :

1

T U z

Trouver la probabilité pour que les trongons obtenus p#ent de composer un triangle.
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Exercice 10 (Probeme de Buffon) :

Un plan est divisé par des droites paralleles tracéadlistancd. I'une de I'autre. Sur le plan on jette
au hasard une aiguille (segment) de longukeur L. Trouver la probabilité pour que l'aiguille croise I'une
des droites. Imaginer une expérience permettant derditersr.

Exercice 11 :

Un jeu télévisé se présente de la maniere suivantés: piartes sont disposées sur un plateau, derriere
I'une d’elles se trouve un prix. Le candidat recoit la réqeense associée a la porte qu'’il choisit (le prix ou
rien). Le jeu se déroule de la maniére suivante :

(a) le candidat choisit une porte

(b) avant d’ouvrir la porte proposée par le candidat, kespntateur du jeu ouvre une des deux portes
non-désignées derriere laquelle il n’y a pas de prix eta@lede au candidat s'il maintient son choix
initial ou s'il change d'idée.

Question : le candidat doit-il garder son premier choix oargfer d'idée ?

6.2 Variables akatoires et distributions de probabilite.

Définition : Une fonction akatoire est une application qui associe a chaque point d'un espace
d’échantillonnagé? une valeur réelle. Souve posséde une signification physique. On parle alors de
variable akatoireou variable stochastique

Définition : Si la variable aléatoire ne peut prendre qu’un nombre fininéimi denombrable de valeurs
on parlera devariable akatoire discete; si les valeurs de&X forment un continu, on parlera deriable
aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire & un sous-ensemble d& (par exempleA = {z,} un point, OuA =
[a,b] un intervalle fini, oOUA = (—o0,z] un intervalle infini). Lensemble des points de © qui sont
appliqués paX dansA forme un sous-ensemhléa de§2, donc un événement

Ap ={w e Q| X(w) € A}.

Pour toute mesure de probabiliigsur €2 on utilise la notation suggestive(X € A) pour la probabi-
litt P(Aa) de cet @événement. Donc par exemple :

6.2.1 Distributions de probabilités.

Soit 2 un espace d’échantillonnage muni d’'une mesure de pratéabil Considérons une variable
aléatoire discreteX a valeurs dang/ (sous-ensemble fini ou infini denombrable B8. On définit la
fonction de probabilé f de X par :

fl)=P(X =x), pourz € J. (6.10)
Cette fonction satisfait
fl@)=0 Vee J (6.11)
et
d fl@)=1. (6.12)
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Définition : La fonction cumulative de distributiomu fonction de épartition F' pour la variable
aléatoireX est définie par

F(z)=P(X <z), pourx € 7. (6.13)
Donc
F(z) =" f(u).
ulT

La fonctionF est la probabilité que la variable aléatoXeprenne une valeur inférieure ou égale.a

Ces notions se généralisent naturellement dans le cas gtariable aléatoir&’ continue. Ceci revient
a postuler I'existence d'une fonctigh: R — IR telle que

fz) =0 (6.14)
et -
/ flx)de=1, (6.15)
appeléalensié de probabilie. Alors
F(z)=P(X <x) = / f(u)du (6.16)
est lafonction de épartitionde X et on a
_ dF(@)

De plus,F' est une fonction monotone croissantergtelle que

lim F(z) =0
li F =1
A F(@)

Linterprétation def(x) pour une variable aléatoire continié nécessite d’'un détour par(z). De
I'équation (6.16) nous pouvons conclure que la proba@jiter; < X < z est

Py < X <29) = F(x2) — F(x1) = /IQ f(z)dx

Etudions maintenant la probabilité giesoit dans un intervalle infinitesimal de taille autour dery. Ad-
mettons qu’il existe une expansion en somme de Taylor f@utour der, qui converge sur cet intervalle.
Alors la probabilité queX soit dans cet intervalle est

zo+dx/2
Plxg—dx /2 < X <xog+dx /2) = / f(u)du = f(z0) de+O(dz?),
xo—dx/2

la densité de probabilité a ce poirfixo ), fois le volume de l'intervalledz.

Exercice 12 :

La densité de probabilité de la variable aléatoirest f (z) = c¢(z? + 1)~! pourz € RR.
(a) Trouver la valeur de.
(b) Calculer la probabilité pour quie’3 < X2 < 1.
(c) Déterminer la fonction de répartitian.



6.2. VARIABLES ALEATOIRES ET DISTRIBUTIONS DE PROBABILIE. 67

6.2.2 Distributions jointes et conditionnelles.

On considéere maintenant le cas de deux variables aléatmin peuvent étre discrétes ou continues. Soit
Q un espace d’échantillonnage muni d’'une mesure de protéabil

Commencons par le cas discret.Biet Y sont deux variables aléatoires discrétes a valeurs gans
et 7> respectivement, alors on définitftanction de probabili jointede X etY par:

flz,y) =PX=2,Y=y)=P{we Q| X(w)=zetY(w) =y}). (6.17)
Elle satisfait
flz,y) 20 (6.18)
et
SNty =1. (6.19)
z€J1 y€J2

La probabilité que I'evénementX’ = z etY = y” ait lieu est doncf (z, y).
La probabilité queX = x est donnée par

file) =P(X =2) =) f(x,y). (6.20)
yeT2
De méme,
fy) =P =y)=Y_ f(z,y) (6.21)
reJ1

est la probabilite qu& =y
Deéfinition : Les fonctionsf; et f sont appelées ldenctions de probabilé marginales
Deéfinition : Lafonction de &partition jointeest définie par
Flo,y)=P(X <Y <y)=) > fluv). (6.22)
uLr vy
Exercice 13::
La fonction de probabilité jointe de deux variables ad@at discretes etY s’écrit
fla,y) =2z +y),
ouzx € {0,1,2} ety € {0,1,2, 3}.
(a) Trouverc.
(b) CalculerP(X =2, Y =1)etP(X > 1,Y < 2).
(c) Déterminer les fonctions de probabilité marginalesmX etY'.
La généralisation au cas des variables continues estdiate :
Deéfinition : Lafonction de epartition jointede X etY est définie par
F(r,y)=P(X <z,Y <y). (6.23)

La fonction de probabil# jointeou densié de probabilié jointeest une fonctiory de deux variables telle
que
flx,y) 20 (6.24)

et

F(z,y) = /; du /yoo dv f(u,v) . (6.25)

/_Zdu/_iduf(u,u):1.

En particulier,
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Si A représente un événement quelconque, il lui corresporadragionR 4 du planzy (R4 =
{(X(w),Y(w))|w € A}). La probabilité de cet événement sera :

P(A) = /R flz,y)dzdy . (6.26)

Définition : Lesfonctions de épartition marginales; et F; et lesdensiés de probabil& marginalesf;
et fo sont

Fi(z) = P(X <a) /_OO du/_o; dv f(u,v) , (6.27)
Faly) = P(Y <) =/O; du/yoo dv f(u,v) (6.28)
fiw) = 10 :/_O; fl,v)dv, (6.29)
fn) = 20— [ fupdu (6.30)

A noter par exemple quE; n’estrien d’autre que la fonction de répartition est quef; est sa densité de
probabilité.

Exercice 14 :

La densité de probabilité jointe de deux variables alieas continues( etY vaut

cxy si0<zr<detl<y<?,
flz,y) =

0 autrement.

(a) TrouverP(X >3,Y < 2).
(b) Trouver les fonctions de répartition marginales p&uetY'.

Variables aléatoires independantes.
Définition : Deux variables aléatoires discrét€setY sont dewvariables akatoires inépendantesi
PX=z,Y=y)=PX=x)P(Y =y) (6.31)

ou Si

fla,y) = fu(@) f2(y) - (6.32)
La généralisation au cas des variables aléatoiresragegidonne :
Définition : Deux variables aléatoires continuEsetY sont desariables akatoires inépendantesi
PX<2,Y <y =PX<z)PY <y) pour toutz,y € R (6.33)
ou si

F(z,y) = Fi(z)F2(y) pour toutz, y € R. (6.34)

Exercice 15:

Montrer que les variables aléatoir&set Y de I'exercice 13 sont dépendantes.
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Changements de variables.

Définition : Soit X une variable aléatoire discréeteet R — IR une fonction. Alord/ = g(X) =go X
(doncU (w) = g(X (w)) pourw € Q) est aussi une variable aléatoire et
PU=u= Y PX=ux). (6.35)
{zlg(z)=u}
Exercice 16 :
La fonction de probabilité d’'une variable aléatoire dite X a valeurs dan$l,2,3, ...} vaut f(z) =
2-7, Trouver la fonction de probabilité pour la varialile= X* + 1.

Soit maintenan une variable aléatoire continue dont la densité de priitéabst f et considérons la
nouvelle variable aléatoif® = ¢(X), ou¢ : R — IR est une application bijective. Alors :

Théoreme 4 : La densité de probabilitg(w) deU est

dx
9(u) = f(2)| 7
Considérons maintenant le cas de variables aléatoirgicesX etY dont la densité de probabilité
jointe estf. On considéere deux nouvelles variables aléatoires moesU = ¢,(X,Y) (doncU(w) =
P11 (X (w),Y(w))) etV = ¢2(X,Y) telles qu'a tout coupléx, y) ne corresponde qu’un seul cougle v).
Alors :

, our = ¢~ (u). (6.36)

Théoreme 5 : La densité de probabilité joinigu, v) deU etV est

olu.0) = o) |52

oud(x,y)/0(u,v) est le Jacobien de la transformation récipro@ue) — (z,y).

, (6.37)

Théoreme 6 : La densité de probabilitg; deU = ¢1(X,Y’) est obtenue par difféerentiation par rapport
au de la fonctionG; définie par

Ga(w = PU <) = [[ fla)dedy (6.38)
R
OoUR est la région pour laquellé (z, y) < u.

Exercice 17 :

Soit f la densité de probabilité jointe de deux variables aleas continuesy etY. Montrer que la
densité de probabilité de la variable aléatdire- X + Y s’exprime comme

g(u):/_o;f(v,u—v)dv .

Exercice 18 :
SoientX etY deux variables aléatoires de densité de probabilitégoi

cr+y) si2<z<6et0<y<b,
flzy) =
0 autrement.
(a) Calculer les fonctions de répartition marginalesxdetY'.
(b) Trouver la fonction de répartition jointe.
(c) Calculer les densités de probabilité marginaleXdetY .
(d) Ces variables aléatoires sont-elles indépendantesn ?
(e) CalculerP(X +Y > 4).
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Distributions conditionnelles.

Nous considérons le cas de variables aléatoires comtiiuet Y dont la densité de probabilité jointe
estf.

Définition : Ladensié de probabilie conditionnelle d&”, étant dong X = z (avecz fixé) est la fonction

_ f(=@y)
flylz)= () (6.39)

ou f; est la densité de probabilité marginale Xe Par convention, on pos&y | ) = 0 pour lesz tels
quefi(xz) =0.

Exercice 19:

Nous considérons le cas de variables aléatoires comtiiuet Y dont la densité de probabilité jointe
vaut
8ry si0<z<letd<y <z,

flx,y) =

0 autrement

(a) Calculer les densités de probabilité marginaleXdet Y.
(b) Calculer les densités de probabilité conditionrsetleX etY'.
(c) X etY sont-elles indépendantes ou non?

Exercice 20 :

Deux personnes conviennent de se rencontrer entre 14 etitéshducune des deux n'attendra I'autre
plus d'un quart d’heure. Quelle est la probabilité que aas@nnes se rencontrent?

6.2.3 Moyenne et variance.

Définition : Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans I'enfefill'esperance matbmatique
de X est donnée par

E(X)=Y a2P(X=z)= > xf(x). (6.40)
zeJ zeJ
Si la variable aléatoir&’ est continue, alors on a
E(X) :/ zf(x)de . (6.41)

Remarque L'espérance mathématique, également appei@genneest désignée pary :
Ux = E(X) .

Sig : R — IR est une fonction et sk est une variable aléatoire discrete, de fonction de foititéaf,
alors
E(g(X)) =Y g(a)f(x), (6.42)
zeJ
alors que pour une variable aléatoXecontinue :

OO

E(g(X)) = / o(a) () di | (6.43)

— 00

Si X etY sont deux variables aléatoires continues de densité aleapilité jointe f, I'espérance
deg(X,Y) sera

Elg(X,Y)] = /_Oo /_Oo o(e,y) () dedy | (6.44)
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Exercice 21 :

Montrer que :
(a) Sicestune constante, alors

E(cX)=cE(X) et E(X+c¢)=EX)+c.
(b) SiX etY sontdes variables aléatoires quelconques, alors
E(X+Y)=EX)+E(®).
(c) SiX etY sontdes variables aléatoires indépendantes, alors
E(XY)=E(X)E(Y).
Définition : Lavariancede la variable aléatoir& est :
Var(X) = B[(X — pux)?) . (6.45)

C’est un nombre non négatif dont la racine positive est kggdé&cart-type notéesx . On a donc, pour une
variable aléatoire discréte :

Var(X) = 0% = > (¢ — ux)*f(x) (6.46)
zeJ
et pour une variable aléatoire continue :
Var(X) = 0% = / (x — px)? f(x)dx . (6.47)

L'écart-type caractérise la dispersion des valeurs dati@ble aléatoire autour de la valeur moyenne.

Exercice 22 :

Montrer que :
(@) 0% = BE(X?) — [E(X)]2.
(b) Sic estune constante, alors
Var(cX) = ¢® Var(X) .

(c) SiX etY sontdes variables aléatoires indépendantes, alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) .

Définition : Soit X une variable aléatoire de moyenpe= ux et d'écart-typesr = ox. La variable
aléatoire 'eduite X r est définie par

X —
Xp = i (6.48)
g
Par constructionf(X ) = 0 etVar(Xgr) = 1.
6.2.4 Moments et fonctions gnératrices.
Définition: Pourr = 0,1,2,..., on appellemoment d’'ordrer relatif & la moyennede la variable

aléatoireX la grandeur
pr = E(X — ux)"] .
En particuliery = 1, u1 = 0 etpus = o%.
De méme, on appelimoment d’ordre- relatif & I'origine de la variable aléatoir& la grandeur

fir = E[X"].
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Exercice 23 :

Etablir la relation entréi,. et u,-. Plus précisément :
(a) Exprimeru, entermes de§ji }.
(b) Exprimerf,. en termes de§uy}.

Le calcul des moments est facilité par I'introduction déoliaction gerératrice des moments

Mx(t) = Elexp(tX)] . (6.49)
En effet :
_ d"Mx(1)
fir = o (6.50)
t=0
Exercice 24 :

(a) Etablir le résultat (6.50) ci-dessus.
(b) Montrer que pour des constantestb,

MaX+b(t) = ethX(at) .
(c) Montrer que siX etY sont des variables aléatoires indépendantes, alors

Mx+y :MxMy.

Exercice 25 :

La densité de probabilité de la variable aléatofrest

2e7%  six >0,
fx) =

0 siz < 0.

Trouver la fonction génératrice des moments et calcekeglatre premiers moments relatifs a I'origine.

6.2.5 Variance des distributions jointes. Covariance.

SoientX etY deux variables aléatoires continues de densité de pildbabinte f. Les espérances et
variances deX etY sont respectivement :

iy = /_O:O/_O:Oxf(m,y)dxdy, (6.51)
= [ utewasay, (6.52)
= [ - uxrreadsd. (6.53)
ot = | [ - wrrada. (6.54)
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Définition : On appellecovariancda grandeur

Covx,¥) =axy = [ [ @)y~ ) (e didy (6.55)

Exercice 26 :

Montrer les relations suivantes :
(@) oxy = E(XY) — uxpy-
(b) Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y).
() |loxy| < oxoy.
(d) SiX etY sontindépendantes, aldfev(X,Y) = 0.

6.2.6 Inégalite de Chebychev.
Soit X une variable aléatoire (discréte ou continue) de moygretevariancer?. Alors pour tout > 0,
0.2
P(X-pl2e)<5 . (6.56)
Exercice 27 :

Soit X la variable aléatoire de I'exercice 25. EvaluB(|X — | > 1) et appliquer l'inégalité de
Chebychev pour obtenir une borne supérieure. Compardelesrésultats.

6.2.7 Laloi des grands nombres.

Théoreme 7 : Soient X, X,,... des variables aléatoires mutuellement indépendantes,
chacune de moyenneet variancer? finies et soit

Su = Xi. (6.57)
=1
Alors, pour touts > 0,
lim P(&—u’25>20. (6.58)
n—oo n

Donc, la probabilité pour que la moyenne arithmétidgiy¢n s'écarte deu de plus des tend vers zéro
lorsquen — co.
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6.3 Quelques distributions de probabilig particulieres.
Un certain nombre de distributions se rencontrent souvephgsique. Les principales sont :

6.3.1 Ladistribution binomiale.

Soientw; etws, les deux résultats possibles qui peuvent se réaliserlaggurobabilités respectives
etq = 1 — p au cours d’'une expérience. Si le résultatestnous dirons que I'expérience est suc@set
si le résultat est», nous dirons que I'expérience est@&chec

Considérons alors la variable aléatoiereprésentant le nombre de succeés au cours egpériences
successives. L'espace d’échantillonnage est alors itomstes suites da nombres) ou 1 représentant
respectivement I'échec ou le succes de chacune desienpés etX prend les valeur8, 1,2,...,n cor-
respondant au nombre dedans la suite. La fonction de probabilité est alors dorpee

!
f(x):P(X:z):ﬁpx(l—p)”fx, pourz =0,1,...,n, (6.59)

On dit que la variable aléatoi®¥ suit unedistribution binomiale En effet, les valeurs d¢ pourx =

0,1,2,...,n correspondent aux termes successifs du développemenmt@ud(p + (1 — p))".

Exercice 28 :

Montrer que la distribution binomiale jouit des propeigsuivantes :
(&) Samoyenneest:

nw=mp. (6.60)
(b) Savariance est (avgc=1—p):
o =npq. (6.61)
(c) Safonction génératrice est :
M(t) = (¢ + pexp(t)" - (6.62)

(d) Dessiner la fonction de probabiliféepour

{yn=10, p=0.75, (i) n=10, p=0.25, (i) n=5, p=0.25.

Exercice 29 :

Une asymeétrie gauche-droite a &té mesurée dans umgienpé dans laquell&” événements ont été
accumulés (dond/ est fixé, pas aléatoire). Sd@itet D les nombres d'événements respectivement & gauche
ou a droite (avedV = G + D). L'asymétrie a pour définition

~G-D 2G

= == 1.
G+D N

€

En considérantG comme la moyenne d’une variable aléatoffe trouvez la variance de la variable
aleatoiref = 24 — 1.

Exercice 30 :

Une piéce de monnaie est lanc&60 fois. Soit X le nombre de fois ou pile a été ob-
tenu. Pour quelles valeurs d& est-il “plausible” de dire que la piece n'est pas truquéedur
cela, vous devez d'abord imaginer un critere permettandide si une piéce est truquée ou non.
Qu’en est-il si on lance la pied®000 fois ?
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6.3.2 La distribution multinomiale.

Soientws,...,w; les k résultats possibles qui peuvent se réaliser avec lesapildbs respec-
tivespy,...,pr (@vecp; + ... + pr = 1) au cours d'une expérience. i, ..., X, sont les variables
aléatoires qui donnent respectivement le nombre de faisugu. . ., wy se réalisent sur un nombre total
den essais, alors la fonction de probabilité jointe padr, . . ., X, est :

n!

P(Xi=x1,Xo=22,...,Xp =a)) = ——— pI'D5>...pp" . (6.63)
z1! ol !
On a, comme pour la distribution binomiale :
pourtouti =1,... k. (6.64)

Exercice 31 :

Un sondage effectué auprés d®)0 personnes donne le résultat suivant :
Voterait pour le candidat A:  43%.
Voterait pour le candidatB:  39%.
Voterait pour un autre candidat8%.
Donner les incertitudes sur ces pourcentages (ce que ngfoats les journaux qui publient ce genre de
sondages).

6.3.3 Ladistribution de Poisson.

Soit X une variable aléatoire discrete pouvant prendre lesivsle1, 2, . . . et soitA > 0 une constante
donnée. Cette variable suit udistribution de Poisson de parastre A si :

2\ 67/\
fla)=P(X =2x) = . (6.65)

Exercice 32 :

Montrer que la distribution de Poisson jouit des proms&tlivantes :
(a) Samoyenne est :

w=A. (6.66)
(b) Savariance est:
o2 =\. (6.67)
(c) Safonction génératrice est :
M(t) = exp[Mexpt — 1)] . (6.68)
(d) Dessinez la fonction de probabilifgpour
HArA=05, (i) x=2, (i) A=8.

Exercice 33 :

Montrer que dans la limite — oo, p — 0 tel quenp = X fixé, la distribution binomiale tend vers celle
de Poisson.
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Exercice 34 :
La probabilité d’une réaction allergique a un traitetngonné est d6.001. Trouver la probabilité pour
gue parmR000 personnes :
(a) Exactement aient des problémes.
(b) Plus de2 personnes aient des problemes.

Exercice 35 :
Supposons une source radioactive de particuldsnt I'activité (intensité) est constante durant3@s
heures d'une expérience pendant laguelle on obs&A@) particulesy.
(a) Déterminer le nombre moyen de particulesbservées par intervalle d’'une minute.
(b) Calculer la probabilité d’observer respectivement et 6 particules par intervalle de temps. En

déduire le nombre d'intervalles dans lesquels on s’atéetnduver respectivemeft 1 et6 particules.
6.3.4 Ladistribution normale.

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dRn€ette variable suit undistribution normaleou
distribution de Gausde moyenng: et d’écart-typer si sa densité de probabilité est :

fz) =

202

1
V2o
Comme la distribution normale posséde deux parameéteesioyenne: et la variancer?, il est commode

d'utiliser la notation\ (1, %) pour cette distribution.
La variable aléatoire réduite/ = % est distribuée selon lalistribution normale eduite

(notéeN(0,1)) :
1 22
f(z)= N exp [— ?1 . (6.70)
La fonction de répartition correspondante est, pour 0 :

F(z)=P(Z<2)= \/%/ exp[ ;] du = \/_/ expl 1du.

La fonction qui est usuellement tabulée est la fonctidrdéfinie comme :

erf(z / exp du , pourz > 0. (6.71)

(voir la page 77 pour des valeurs numériques de cette famcti
Quelques valeurs importantes :

N2
exp [ u] pour—oo < x < 0o . (6.69)

P(-1<Z<1) = 0.6827,
P(-2< Z<2) = 0.9545 (6.72)
P(—3<Z<3) = 0.9973.

Exercice 36 :
Montrer que la fonction génératrice de la distributiommale est :

M(t) = exp <,ut + ¥> . (6.73)

Indication: Calculer d’abord la fonction génératrice de la disttibo normale réduite et utiliser I'exer-
cice 24 pour le cas général.
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Exercice 37 :

Calculer leskewnesst lekurtosisde la distribution normale. lls sont définis par :

Skewness : 71::J§L
/2
Ho
Kurtosis : V2 = M—;l -3.
Ha
Y N
Valeurs de erf(z) = —/ e /2 du
V2r Jo
0 z

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | .0000 .0040 .0080 .0120 .0160.0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 | .0398 .0438 .0478 .0517 .0557.0596 .0636 .0675 .0714 .075%
0.2 | .0793 .0832 .0871 .0910 .0948.0987 1026 .1064 .1103 .1141
0.3 | .1179 1217 1255 .1293 .1331.1368 .1406 .1443 .1480 .151F
0.4 | 1554 1591 .1628 .1664 .170p.1736 1772 .1808 .1844 .1879
05| .1915 .1950 .1985 .2019 .2054.2088 .2123 2157 .2190 .2224
0.6 | .2258 .2291 .2324 2357 .2380.2422 2454 2486 .2518 .2549
0.7 | 2580 .2612 .2642 2673 .2704.2734 2764 2794 2823 .285Q
0.8 | .2881 .2910 .2939 .2967 .2996.3023 .3051 .3078 .3106 .313B
0.9 | .3159 .3186 .3212 .3238 .3264.3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 | .3413 .3438 .3461 .3485 .3508.3531 .3554 .3577 .3599 .362L
1.1 | .3643 .3665 .3686 .3708 .3729.3749 3770 3790 .3810 .383D
1.2 | .3849 .3869 .3888 .3907 .3925.3944 3962 .3980 .3997 .4015
1.3 | 4032 4049 4066 .4082 .4090 4115 4131 4147 4162 .417)
1.4 | 4192 4207 4222 4236 .425(1.4265 4279 4292 4306 4319
15| 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4440
1.6 | 4452 4463 4474 4484 4495 .4505 4515 4525 4535 4545
1.7 | 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 .463B3
1.8 | 4641 4649 4656 4664 .467{L 4678 4686 4693 4699 .470B
1.9 | 4713 4719 4726 4732 473B.4744 4750 4756 .AT61 4767
2.0 | 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 .4808 .4812 .481F
2.1 | 4821 4826 4830 4834 .4838.4842 4846 .4850 .4854 4857
2.2 | 4861 .4864 4868 4871 4875 .4878 4881 4884 4887 .489D
2.3 | 4893 4896 4898 4901 .4904.4906 4909 4911 4913  .491B
2.4 | 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 .493p
25| .4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 495D
2.6 | 4953 4955 4956 4957 .4950.4960 4961 4962 4963 .496¢
2.7 | 4965 4966 4967 4968 4960 4970 4971 4972 4973 .497h
2.8 | 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 .4981
2.9 | 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 .498B
3.0 | 4987 4987 4987 .4988  .4988.4989 4980 4989 4990 .499D
3.1 | 4990 4991 4991 4991 .499P 4992 4992 4992 4993  .4993
3.2 | 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 4995
3.3 | 4995 4995 4995 4996 .4996.4996 4996 4996 .4996  .4997
3.4 | 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998
35| 4998 4998 4998 4998 .4998.4998 4998 .4998 .4998  .4998
3.6 | 4998 4998 4999 .4999  .4999.4999 4999 4999  .4999  .4999
3.7 | 4999 4999 4999 4999  .4990.4999 4999  .4999  .4999  .4999
3.8 | 4999 4999 4999 4999  .4999.4999 4999 4999 4999  .4999
3.9 | 5000 5000 .5000 .5000 .5000.5000 .5000 5000 .5000 .500D

77
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Exercice 38 :

Montrer que la demi-largeur & mi-hautedir/@) d’une gaussiennd/(0, o?) est égale a/2In20 ~

1.180.

o
Q |-

N ]
I

Exercice 39:

Le temps de vie d'un tube électronique est distribué suivae distribution gaussienne de moyepne
1000 heures. Quelle est la valeur maximale que peut premgrée temps de vie du tube dépag986 heures
dans90% des cas ?

Exercice 40 :

Soit des variables aléatoirgs,, . .., Xy indépendantes et normalement distribuées avec moyenne
et variancer?. Montrer que toutes les combinaisons linéaires Xiesont aussi normalement distribuées.

Exercice 41 :
Trois résistance®:, Rs et R3 (avecu; = 5[Q], u2 = 8[Q), uz = 12[Q] eto? = 0.5 [Q?] pouri =
1,2, 3) sont choisies et connectées en série.
(a) Quelle est la probabilité que; + R2 + Rs > 26 [Q] ?
(b) Quelle est la probabilité qu3 Q)] < Ry + Rz + R3 < 26[Q]?

Exercice 42 :

On fait livrer des sacs de ciment par un camion. Le poids deuwhaac est distribué suivant une
distribution gaussienne de moyenme- 100 [Kg| et d’écart-typer = 5 [Kg]. Si la charge maximale de ce
camion est000 [Kg], combien peut-on transporter de sacs si I'on veut que laghitte que la charge du
camion dépass#)00 [Kg] reste inférieure &% ?

Exercice 43 :

Un professeur doit corriger les examens écrits d’une eldssdix éleves. Il sait par expérience que le
temps nécessaire pour corriger une copie est distribuérgwne distribution normale de moyenrigmin]
et d'écart-type8 [min]. Ce jour-13, il veut regarder le match de foot a la te0&00.

(&) S’il commence a travailler a 19h00 et s’arréte a ZDBtimer le nombre de copies corrigées.

(b) A quelle heure doit-il commencer ses corrections ptner€ir 00% d’avoir corrigé toutes les copies
pour 20h00 ?
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6.3.5 La distribution khi-carr & x2.

Soient X, X5, X3,..., X, des variables aléatoires indépendantes normalemetibdées de
moyenne) et variancel. Soit :

=) X7, (6.74)
i=1
alors : . ”
P 2 < - - (v/2)—1 —u/2d 6.75
(X y) 2V/2F(V/2) /0 u € U Y ( )

ouv estle nombre de degrés de libert&'da fonction gamma qui obéit la relation de récurrefice+ 1) =
2D (x) avecl'(1) = 1 etI'(1/2) = /7.
La densité de probabilité correspondante est :

1
R (7R P S T
73 U e ,

fluy = 2PTW/2) (6.76)
0 siu < 0.

On dit quey? suit unedistribution en khi-caré a v degiés de liberé. Voici quelques distributions di? :

f
v=1
0.5 1
0.4 |
0.2 1 v=3
i v=4
0.1
v=>5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 u

On remarque que powr> 2, le maximum def est atteinten: = v — 2.

Exercice 44 :

Soit X une variable aléatoire réduite normalement distribivéentrer queX ? est distribuée en? avec
un degré de liberté. (Indication : calculBf X? < y) poury € RR).

Exercice 45 :

Montrer que la distribution en khi-carr&adegrés de liberté jouit des propriétés suivantes :
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(a) Safonction génératrice est :

M(t)y=(1-2t)""/2,  pourt<1i. (6.77)
(b) Sa moyenneest:
L=1U. (6.78)
(c) Savariance est:
o =2u. (6.79)
(d) Son skewness est :
2
1 =24/ (6.80)
1%
(e) Son kurtosis est :
12
Yo =—. (6.81)
v
Exercice 46 :
Une variable aléatoir& estexponentielle egativesi
P(X > b) = exp(—ab) pourb > 0. (6.82)

Le parametrex > 0 s'interprete comme un “taux d’annihilation’X{ pourrait &tre le chemin parcouru,
jusgu’a annihilation, par une particule ionisée danslindage protecteur).

(@) Quel est le domaine de définition &e?
(b) Quelle est la densitgy ?

(c) Trouverux eto.

(d) Calculer la probabilité conditionnelle

PX>b+c|X>D).

pourb, c > 0.

Exercice 47 :

Idéalement, un générateur de “nombres aléatoiredlisifes valeurs prises par des variables aléatoires
successiveX1, Xo, ... qui sont indépendantes et kbé uniforme sur0, 1], c’est-a-dire que pour chacune,
la densité est

1 site]o,1],
f(t) =

0 sinon

On génere aindi000 nombres au hasard. Le plus petit d’entre eux se comporte edevariable aléatoire
M = min{Xl, s ;X1000} .

(a) Que vautP(M > 2/1000) ? Donner une approximation exponentielle.
(b) Tirer plus généralement de I'expression pour

P(M>t):/t far(u) du

la densitéf ;.
(c) Calculeryy,.
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6.3.6 Le theoreme de la limite centrale.

Théoreme 8 (Treoreme de la limite centrale) : Soient X1, X5, X3,... des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuéesld moyenne: et la variancer? sont finies. Soit :

S, = ixi , (6.83)

alors:
) Sn —np 1 /b u?
lim Pla —— <b | = — exp| — — | du, 6.84
(e St o) = g el 650
c'est-a-dire, la variable aléatoire rédufts, — nu)/+/no est asymptotiquement normale.

Remargue La condition “identiquement distribuées” peut étrearde.

Exercice 48 :

Soit X une variable aléatoire suivant la distribution binomialeec parametres et p. X peut étre
considérée comme une somme de variables aléatoires :

X=X +...+X,,

ou X; est associée a I'issue dieme tirage. Veérifier le théoréme de la limite centradeipX , en montrant
gue la distribution binomiale tend vers la distributionmaite lorsque: — oc.
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6.4 Elements de statistique.

Vu le temps imparti, nous ne traiterons que de quelques &spaxticuliers de statistique. Il s’agit donc
d’'une introduction trés imcompléte.

6.4.1 Theorie de I'echantillonnage.

Le probleme de base est essentiellement le suivant. On aama groupe d’objets (une population)
que I'on veut étudier. On aimerait déduire les progséade la "population” en n’étudiant qu’une partie de
celle-ci, soit uréchantillon Le premier probleme est celui déchantillonnagele second est le procédé de
l'inférence statistique

Un probleme difficile est celui du choix d’'un échantill@présentatif. Une possibilité consiste a donner
a chaque élément de la population une chance égale. @ngbarsd’échantillon aléatoire.

Ceci est typiquement le cas dans la physique expérimentala population consiste de tous les ob-
servations possibles pour une expérience. Chaque foisdgoia repéte I'expérience on tire de maniere
aléatoire une observation de la population. Le but estethiidé des propriétés de la population & partir
d’'un échantillon de taille fini.

Une population est considérée comme connue lorsque Bonait la distribution de probabilité(x)
de la variable aléatoire retenue.

Exemple :X =taille (ou poids) des membres d’une population.

Statistique d’échantillonnage.

Un échantillon de taillen peut-étre décrit par les valeurs, z-,--- ,z, des variables aléatoires
X1, X, -+, X,. Toute grandeur obtenue a partir d’'un échantillon dankuled’estimer un parametre
d’'une population est dit ungtatistique d’échantillonnagene statistique d’échantillonnage peut donc étre
considérée comme une fonction des variables aléatdifies(s, - - - , X,, et est donc aussi une fonction
aléatoire. Il y a beaucoup de maniéres de former un éitloarde taillen. On peut donc considérer tous les
échantillons possibles de tailteet calculer la statistique pour chacun d’eux. On obtiergiainedistribu-
tion d'échantillonnagpour laquelle nous pouvons calculer les divers moments émuogy, variance,...).

Distribution d’échantillonnage des moyennes.

Soit f (z) la distribution de probabilité d’'une population donn@atnous tirons un échantillon de taille
n. Nous voulons trouver une approximation pour la moyennaadistribution. L'approche est toujours la
méme : il faut définir une statistique relié a la quantitintéret. Dans le cas de la moyenne de la population,
une possibilité est la moyenne arithmétique dede I'echantillon :

1 n
X=- Z X;
=1
Alors les résultats suivants sont vrais :

1.) La moyenne de la distribution d’échantillonnage deyenoes, est égale a la moyennele la
population (alorsX est une statistiqueon-biai€ de ).

E(X)=p (6.85)

2.) Si la population est infinie, de varianeg, alors la variance de la distribution des moyennes vaut :
2

ok = . (6.86)
3.) Si la population est de taill&/, alors la variance de la distribution des moyennes devient :
2
2 =L ( Non ) 6.87
X \NZ1 (6.87)
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4.) Si la population est normalement distribuée (moyeang, variancez?2), alors la moyenne de
. . . . - . 2
I'échantillon est normalement distribuée avec une maggnet une variancé--.

Distribution d’échantillonnage des fréquences.

Soit une population infinie normalement distribuée et gddt probabilité pour un membre de la popu-
lation de présenter ou non une propriété donnée.

Considérons tous les échantillons de taillextraits de cette population et considérons la statistiqu
relative & la proportion de succeés. Ceci correspond douge distribution binomiale. La moyenne de la
distribution d’échantillonnage des fréquences estsalor

pp =p (6.88)
et sa variance :

0% = pl=p) (6.89)

n

Distribution d’échantillonnage des sommes et difféesnc

Soient deux populations.

Soit S; une statistique pour chaque échantillon de tailletiré de la premiére, de moyenne, et
d’écart-typess, . De méme poubs.

Alors, en prenant toutes les combinaisons possibles dectes(fillons nous pouvons obtenir une distri-
bution des différences diwdistribution d’échantillonnage des différenckea moyenne et I'écart-type sont
alors:

HS1 -8y = 1Sy — HS, (690)

08-S, = @/0%1 + 0'?52 (6.92)

SiI'on considére la somme, nous obtenondiktribution d’échantillonnage des somnegs

et:

WS14Sy = s, T[S, (692)

0S1+82 = \/ 0-%'1 + 0%2 (693)

Distribution d’échantillonnage des variances.

et:

En prenant tous les échantillons aléatoires possiblaitle & d’'une population et en calculant la va-
riance de chacun d’eux, nous obtenons la distributiontdiatllonnage des variances. Alors la variable
aléatoire :

S? X1 — X2+ (Xo =X+ 4+ (X, - X)?

o2 o2

est distribuée en chi-carré avée — 1) degrés de liberté. La statistiq# définie ci-dessus n’est pas un
estimateur non-biaisé pour la variance de la populatidnsi la moyenne est inconnue et est aussi dérivée
par les données. La raison est qu'il faut estimer deux dfissitla moyenne et la variance. Un estimateur
non-biasé est alors donné par

- 1 n _
5% = — § (X; — X)% (6.95)
=1

(Si la difference est importante il vaut probablement mire pas se fier trop aux résultats!)
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Exercice 49 :

500 billes ont un poids moyen de 5.02 grammes et un écaetelgD.30 g. Trouver la probabilité pour
gu’un échantillon aléatoire de 100 billes ait un poidsitot

1) compris entre 496 et 500 g.

2) supérieur a 510 g.

Exercice 50 :

Un candidat aux élections a recueilli% des votes. Quelle est la probabilité pour qu’un groupe de :
1) 200 personnes
2) 1000 personnes choisies au hasard lui ait donné uneité&jor

Exercice 51 :

Deux fabricants differents produisent des ampoulesiédges.

a) Les “A’ ont une durée de vie moyenne de 1400 heures avecant-fype de 200 heures.

b) Les “B” ont une durée de vie moyenne de 1200 heures avecant-fype de 100 heures.

SiI'on teste des échantillons aléatoires de 125 amppglesle est la probabilité pour que les ampoules
“A’ aient une durée moyenne de vie :

1). au moins supérieure de 160 heures aux ampoules de B ?

2). au moins supérieure de 250 heures aux ampoules de B ?

Exercice 52 :

Un échantillon de 6 observations est constitué aléatoént a partir d'une population de densité de
probabilité f (x). Quelle est la probabilité pour que les deux dernieregiasions soient inférieures aux
quatres premieres ?

6.4.2 Theorie de I'estimation.

L'estimation d’un parametre de population donnée paruaieur unique est dite estimation ponctuelle.
Si I'estimation est comprise entre deux valeurs, on pastimation par intervalle

Estimation par intervalle de confiance.

Soientugs et og la moyenne et I'écart-type de la distribution d’échdatihage d’'une statistique. Si
la taille de I'échantillon est assez grande (plus que 3@)sdh distribution d’échantillonnage de sera
approximativement gaussienne (a cause du théoremedidatiacentrale). On peut espérer trouvedans
les intervallesis+mo g avec probabilit&8, 27%, 95,45% et99, 73% respectivementpoun = 1,2, 3. Le
pourcentange de confiance est aussi appelé niveau de aenfipcorrespond une valeur dg (argument
de la fonctiorerf) donnée, appelée coefficient de confiance ou valeur get{goir table).

Intervalles de confiance des moyennes.

Si I'on considére la statistique de la moyenne d’échiamti{de taillen > 30), X, alors les limites de
confiance de la moyenne d’'une population (pour un niveau déawe donné) sont :

X422 (6.96)

Exercice 53 :

On mesure le diameétre des billes d’'un échantillon de 286qs. La moyenne est de 8,24 mm pour un
écart-type de 0.42 mm. Evaluer les limites de confian@&/aet 99% pour le diamétre moyen des billes.
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Exercice 54 :

Pour qu’une mine d’or soit rentable il faut que 100g d’or sbiproduit par tonne de minerai. Avant
d’acheter le terrain, vous faites quelques tests. Quatrardillons ont fourni 126g, 137g, 104g et 93g.

a) En supposant = 20g, peut-on exclure une moyenne de 100g (et alors toutes lgemmes plus
petites) avec un niveau de confiancedd§; ? Combien d’échantillons faut-il considérer pour exelune
moyenne de 100g avec un niveau de confianc&de?

b) Considérez-vous la mine toujours rentable (avec unanivie confiance d@0%) si la variance est
inconnue ?

Intervalles de confiance des fréquences.

Si I'on consideére la statistique qui représente le pontage de réussite dans un échantillon de taille
n > 30, tiré d'une population binomiale op est la probabilité de réussite, alors les limites de cocfa
pourp sont données par :

P =£z.0, (6.97)

Exercice 55 :

Un échantillon de 100 électeurs choisis aléatoiremansdine population indique q&8% a voté pour
Dupont. Evaluer les limites de confianc@&%, 99%, 99,73% pour la fréquence de toute la population
en faveur de ce candidat.

Intervalles de confiance des differences et des sommes.

Si S et Sy sont deux statistiques d’échantillonnage avec des bligioins normales, les limites de
confiance pour les difféerences de parametres représpatS; et .S, sont :

Sl - SQ + 2c0S;—Ss (698)

et dans le cas d’'une somme :
S1 4+ S2 £ 2.08,+5, (6.99)

Exercice 56 :

La force électromotrice d’accumulateurs est de 45.1 V pougcart-type de 0.04 V. On monte 4 accu-
mulateurs en série. Calculer les limites de confiane®&’a, 50% pour la force électromotrice totale.

Intervalles de confiance des variances.

Le fait quenS?/o? ait une distribution eny? an — 1 degrés de liberté permet d’obtenir les limites de
confiance pout? eto.

6.4.3 Utilisation du khi-carré : Ajustement de courbes.

Nous disposons dé& points expérimentauxz;, yi, 0;), tels quez; est une variabléndépendante
connueet y; est la quantite mesurée avec une errel@viagtion standarjlo;. Si I'on porte les mesures
sur un diagramméz, y), il est alors souvent possible de mettre en évidence undeaontinue suivant
approximativement les données. C'esttaurbe d'ajustemente but est d’obtenir I'expression dgs en
fonction desz;. Cette opération d’estimation s’appelle urégressionll se peut que plusieurs courbes
représentent le méme ensemble de données : droite,gbaralr. Il faut alors choisir leneilleure courbe
ou le sens de “meilleur” reste & déterminer.

On suppose que leg; sont desvariables akatoires normalement distribesavec variancer? et
moyennep(z;; ¢), oup(x;; ¢) est une fonction des; et der parametreg = (c1,. .., ¢.).
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Pour cesV points, on définit

N
X2 _ Z [yz — p(ﬂﬁi;g)]Q (6.100)

et on cherche a déterminerrzeilleureestimationc* des parametres
Puisque leg); sont normalement distribuées, 'équation (6.100) sigihtune distribution ery? avecr
degrés de liberté : Si on part @€ points expérimentaux et deparametres,

v=N-—r. (6.101)

Dans cette approche, on doit considérer deux opératlmsw@ament distinctes :

Calcul de la meilleure estimation des pararatres c*.
Pour cela on cherche les valeursadgui minimisent I'équation (6.100), c’est-a-dire, onaak
ox?

=0 pourk=1,...,r. (6.102)
8Ck

c=c*

On a donc autant d’équations que de parametres.

Test de I'hypothése avec un niveau de confiance.

On doit vérifier que I'nypothésg; = p(z;;c) est bonne. Pour cela on se sert de la valeur que prend
I'équation (6.100) au minimuni,e. quandc = c*, soit x2,;.(c*), que I'on compare avec la valep{&a
déterminée par laiveau de confiance (en généraly = 5%) :

o0
o= fo(u) du (6.103)
X2, o
et obtenue a I'aide d'une table numérique (voir page 88).

On a deux possibilités :

— six2,;,(c*) < x2 . on accepte I'hypothese,

— six2(c*) > x2 4, On rejette 'hypothese.

fo

a= fo(u) du
X7,
ACCEPTATION X5.a REJET u

Une quantité & connaitre aussi est I'erreursuiPour cela, faisons un développementduautour de
sa valeur minimale. On obtient

(cj—cj)ek —ci)+ ...

. 1 T T 82X2
(= +52.0 5o

c=c =1 k=1

T 8)(2
2 2 *

Or d’apres I'équation (6.102), le deuxieme terme deeetbppement est nul. Il reste donc

?(c) = Xinin(c") + lii "X
X Xmin (€ 2 Oc;0cy,

j=1k=1

(cj—ci)ex —cg) + ... (6.104)

c=c*
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Ceci est I'equation d'un paraboloide er- 1 dimensions si I'on néglige les termes d’ordse2 ou dans le
cas d'un fit linéairei(e. quandp(z;; ¢) est une fonction linéaire af).
Considérons la matricexr suivante

82y 2 82y 2
c? Oc10c,
H(c*) = % : : . (6.105)
52y 2 52y 2
Oc,0cy oc2

Lamatrice d'erreur) qui définit les variances?(c;,) et les covarianceSov(c}, cj.) est donnée par

2(e;) - Covlel,el)
V= : : = {H(c)} . (6.106)
Cov(ct,cf) - o?(ck)

T

Remarquons que la matriteest symétrique.
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Table des valeurg? , pour la loi de khi-carré avee degrés de liberté :

fv

0.995

0.990

0.975

0.950 0.900

0.750

0.500

0.250 0.100 0.050r50 0.010 0.005 0.001

©O©oo~NO O A WN P

0.00004 0.00016 0.00098 0.00393 0.01579 0.1015 0.4549 31.2706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.83
2773 4.6801 7.378 9.210 10.60
4.108 6.29157 9.348 11.34

0.0100
0.0717
0.2070

0.4117
0.6757
0.9893
1.344
1.735

0.0201
0.1148
0.2971

0.5543
0.8721
1.239
1.646
2.088

0.0506
0.2158
0.4844

0.8312
1.2373
1.690
2.180
2.700

0.1026 0.2107 0.5754 1.385
0.3518 0.5844 1.213

0.7107 1.064

1.145
1.635
2.167
2.733
3.325

1.610
2.204
2.833
3.490
4.168

1.923

2.675
3.455
4.255
5.071
5.899

2.366
3.357

4.351
5.348
6.346
7.344
8.343

9.342
10.34
11.34
12.34
13.34

5.385 7.77488911.14

6.626 9.23871112.83
10.64691214.45

7.841

9.037
10.22
11.39

98.65

12.02
13.36
14.68

85.53
96.58
107.6

13.28

15.09
16.81
141601 18.48
15.31531 20.09
16.92021 21.67

18.81482 23.21
19.64822 24.72
21.63342 26.22
22.36742 27.69
23.68122 29.14

25.00492 30.58
26.80852 32.00
27.99193 33.41
28.87533 34.81
30.24853 36.19

31.41173 37.57
32.67483 38.93
33.82783 40.29
35.87083 41.64
36.92363 42.98

37.6%654 44.31
38.8024 45.64
40.81194 46.96
41.34464 48.28
42.56724 49.59

43.8084 50.89
55.96345 63.69
67.30427 76.15
79.88308 88.38

90.53029100.4
10108.61 112.3
11318.11 124.1

109.1 1185 12429.61 135.8

12.84
14.86

16.75
18.55
20.28
21.96
23.59

104.2
116.3
128.3
140.2

13.82
16.27
18.47

20.52
22.46
24.32
26.12
27.88
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Fit a un parametre.
Quand on n'a qu’un seul paramétid’équation (6.100) devient
2 lyi — p(zi;c)]?
=) o2 :
i=1 g

On obtientc*, la meilleure estimation du parametre, a I'aide de (6)102

dx? o~ yi — plaise) dp(wisc)
0= 2 =_9 6.107
de | _,- ; o? de . ( )
On obtient la variance suf a l'aide de (6.106) :
1 d2y2 -1
20 *\ __
o’(c*) = {5 72 C_C*} . (6.108)
Dans ce cas particulier, I'équation (6.104) s’écrit
1 d?x?
2 2 *\ *\2 2/ x\1—1 *\2
O =) = {555 -2 =l e-er.
SiI'on évalue I'équation précédente au paint ¢* £+ o(c¢*) ona
(e £ 0(e) — xm(e) = 1. (6.109)

On peut donc trouver* eto(c*) a partir du graphique dg? en fonction de:. Au pointc*, la fonction est
minimale, tandis qu’au point* + o(c*) la fonction vauty? ;. (c*) + 1.

min
Exercice 57 :

On dispose de deux balances, dont 'uig)(est plus précise que I'autré3(). On dispose aussi de
pieces de monnaie deFr. des années 1964 et 1970. On pese ces pieces sur lesalanges. Les résultats
sont tabulés et I'on obtient les valeurs suivantes poumniegenneg(By) et leurs erreurs(B,) correspon-
dant aux deux balances :

année | y(Bi1) | o(B1) | y(B2) | o(B2)

1964 || 3.0733| 0.0205| 3.0806| 0.0080
1970 || 3.0968| 0.0183| 3.1045| 0.0059

Tester 'hypothés@igs4(Br) = y1970(Be) = pu S€parément pour les mesures faites avec les deux balances

Fit a plusieurs parametres.

La méthode est la méme que précédemment, mais ici oedius tenir compte de la corrélation entre
les estimations qui est donnée par les termes non-diagateala matrice d’erreur (6.106).
Ici nous allons traiter en détail fé d’'une droite

Exercice 58 :

Montrer que si toutes les mesures expérimentales sowrtadfes avec la méme précision, les meilleures
estimations des parameétrestb de la droite d’ajustement

y=a-+bx, (6.110)
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(B () () ()
Nzl:acf — (; xi)Q
* Nzijxiyi - (z; l’z) (zj: yj)
b — : . (6.112)
Nzl:xf — (; :ci)
Exercice 59 :

Si la précision des mesures est différente, I'équatfohq0) devient

N
N il Ch ) iy (6.113)

=
Montrer que la meilleure estimation des paraméiresb, donnée par (6.102), est

CD — AFE

. BE — AC
ou I'on a défini les constantes suivantes :
N . N o4 N "
-3 B=Y c-3 %
=1 "t =1 ! =1 1
(6.116)
N $2 N Tiyi N y2
D = L = LI = ZL
Z o?’ E Z o d Z o?
i=1 ? i=1 g i=1
De méme, montrer que la matrice d’errdudéfinie par (6.106) est donnée par
-1
B A 1 D -A
V= (A D) ~BD- A (A B) | (6117

Exercice 60 :

On considere les six points expérimentaux suivants :

T 0 1 2 3 4 5
vyi | 0.92 415 9.78 1446 17.26 21.90
o; | 050 100 075 125 1.00 1.50

Trouver I'équation de la droite d’ajustement, détermiees erreurs sur les estimations et vérifier que I'hy-
pothese du fit linéaire est raisonnable (niveau de cordiane 5%).
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Exercice 61 :
On veut ajuster les donnégs;, y;) avec une parabole d’équation :

y=a+br+cz?. (6.118)

Montrer que si toutes les mesures expérimentales sortte#fes avec la méme précision, les meilleures
valeurs des parameétres sont données par les conditions :

Doy = ANy wi+c Yy al, (6.119)

zy; = a* xz; +b° z? + c* z3 (6.120)
2 2w ) wtre )

Zx?yz = a*Zz?er*szJrc*Zx?. (6.121)

Lin éarisation des probEmes non lireaires.

Quelquefois, quand on rencontre les problemes ou lardipee des mesurgsn’est pas une fonction
linéaire des parametres, on peut faire une transformégovariables; = ¢(y;) pour linéariser le probleme.
Considérons par exemple la fonction

y(x;01,02) = 61 exp(—ba2) ,
oud; etf, sont des parametres. On prend
z=lny=1In6; —Ox =c1 + cax .
Doncz est linéaire er = (¢1,c2) = (In by, —067).

On doit faire la remarque suivante : les erreurs statisigles variables; = g(y;) n'ont pas la méme
distribution que celles deg. Il faut utiliser la formule de propagation d’erreur pouiréde calcul :

2
0% (z) ~ (gzz) o?(y:) pouri=1,..., N. (6.122)
Yi

Exercice 62 :

Une source radioactivedy noyaux au temps= 0. Elle se désintegre suivant la loi suivante :

N(t) = N exp(— ;) .

On effectue les mesures suivantes :

essai numéro| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempst; 0O 15 30 45 60 75 90 105 120 135
#coups/15[sec] 106 80 98 75 74 73 49 38 37 2]

PO

Lerreur sur le nombre de coups est égal &/N. Déterminer la meilleure estimation du paramétret
son erreur, a l'aide d'un fit linéaire.
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6.4.4 Inference Bayesienne
Regles de base

Les regles de base du calcul Bayesien découlent desatsspitobabilistes suivants que nous avons vus
auparavant. SoiemX’ et Y deux variables aléatoires. Nous écrivdP&e) pour la fonction de probabilité
P(X = z). Alors

(a) Regle du produit (voir Eq. (6.4) et Eq. (6.39))
P(z,y) = P(x)P(ylx) = P(y)P(xly) (6.123)
(b) Marginalisation : (voir Eq. (6.21))

P(y)= Y P(x,y) (6.124)

€Ty

Ici nous remplacons — @ (les parametres) gt — D (les données). Nous introduisons en plus le modéle
M. La premiére regle peut alors &tre re-écrite sous lméodel’ équation de Bayes
P(D|6, M)P(0|M)

P(DIM)

PO|D,M) = (6.125)

Chaque expression dans cette équation a un nom spécifique :

— P(0|D, M) est laprobabilite posérieure C’est la fonction de probabilité pour les parameétres du
modele et donc le résultat recherché.

— P(DJ0, M) est lelikelihood, et est souvent écrit en fonction des parameétres coiffig C'est la
probabilité d’observer les donné&spour un modeleM et avec les parametrésdonnés. Ceci est
déterminé par I'expérience. Pour des données tiraggdsariable aléatoire normale comme décrit
dans I'Eq. (6.100) le likelihood est proportionnet&p(—x2/2) et normalisé tel que 'intégrale sur
lesy; donnel.

— P(6]M) est laprobabilite a priori des parametres, donc la probabilité avant de faire Eepce.
Cela s'apelle souvemrior. En I'absence de connaissances sur les parametres, itHaisir cette
expression de maniére a ce que leur contenu d’'informatidminimal. Les deux exemples typiques
sont les parameétres de location a¥g@|.M ) constant et les parametres d’échelleféd| M) o 1/6.

— P(D|M) estimportant pour comparer des modeles difféerents ed afbons discuter ce facteur plus
tard. Toutefois il est constant pour un modele et des demfiges et n’'influence pas la probabilité
postérieure.

Avec I'équation de Bayes nous pouvons donc dériver la @iodibeé postérieure des parametres. Si

nous ne somme pas intéressé par certains des paranm@wespouvons les marginaliser en les intégrant.
L'exemple suivant illustre explicitement tous ces consept

Exemple : Inférence Bayesienne de la moyenne et variance pour une distution normale

Nous avons présenté plus tot les deux differents estima pour la variance§ et S. Nous allons
maintenant les dériver par inféerence Bayesienne. Cetiemeévidence une des difféerences principales
entre I'approche fréquentiste et I'approche BayesieDa@s la premiére, il faut construire des estimateurs
et évaluer leurs propriétés, ce qui est un processuséfiai.dSouvent ces estimateurs découlent de maniere
naturelle d’'un calcul Bayesien.

Alors soient{z;}" , des données tirées d’une distribution norm&léu, o) avecy et o inconnus. Il
nous faut des probabilités a priori pour ces paramétres.absence d'autres informations il faut choisir
des priors non-informatifs. La moyenne est clairement uampatre de location, avec une reparamétrisation
naturellex, — 1 + ¢, son prior est alors plat. La variance est toujours posigte’est son échelle qui est
inconnue. Donc son prior e$fo. Ces priors sont impropres, mais la distribution normaeégularise de
maniere suffisante. Toutefois, il est possible de défias priors propres au prix de compliquer les calculs.
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Nous allons toutefois introduire un facteur consteft,, qui décrit la largeur du prior syr, mais qui peut
étre arbitrairement petit.
Le likelihood est le produit d’'une distribution normale p@haquer; pouro et connus et constants,

P({zi}tisilp o) = WGXP{Z(QTH)} (6.126)
=1
_=\2 2
- Gemmer] - (6.127)

Doncz et S (ou S) suffisent pour décrire cette situation. La probabilivstgrieure est alors

Q=

1 exp {7 n(p—x)24nS? } 1
(2mo2)n/2 202 Ay
Plp,ol{x;}y) = (6.128)
( |{ 1}1 1) P({xz};l:l)
Cette fonction décrit nos connaissances st o pour des données et priors données. Il est possible de
calculer les parametres qui maximisent le postérieemmsi ce n'a pas d’'importance particuliere dans le
calcul Bayesien. Dans la bagg,In o} les priors sont plats et le maximum du postérieur est le engue
le maximum du likelihood. Le maximum du likelihood esf& o = S}.

Exercice 63 :

Calculer la distribution postérieure poursi o est connu. Démontrer gu’elle est proportionelle & une
distribution normale autour deavec un écart-type de/\/n.

La prochaine question est : Avec les données et les priaranformatifs, quel est ? La différence
est que nous cherchons la réponse poup.unconnu et indéterminé. Il faut donc marginaliser guilLa
probabilitée postérieure pourpeut étre écrite comme

Plol{w)ry) = PUZ im0 P(@). (6.129)

P({zi}is)

Pour trouverP ({z;}1, |o) il fautintégrer sup, P({z;}?_,|0) = [ P({z;}!|u, o) P(w)dp. PourP(u)
constant c’est une intégrale Gaussienne qu’on peut despet on trouve

In P({z;}7,|0) = —nIn(v270) — Z—Sj +In M , (6.130)
g I

ou A, est la taille du prior sup, P (). Les deux premiéeres expressions sont le logarithme dliHed,

et la troisieme est souvent appelée le facteur de “Occam’pgnalise les modeles trop généraux (avec
grandA,,). Pour trouver le maximum de la probabilité postérieusarn, nous pouvons différencier cet
expression pat, et le facteur //n additionel fait que le maximum n’est plusSamais a

§2= " g2 (6.131)
n—1

La question finale porte sur I'exercice 55(b) : Quel ggtour des données connues, si on ne connais
pasc ?
Exercice 64 :

a) Marginaliser sug pour obtenir la distribution “Student’s t”,

P(u|D) x 1/ (n(u — 7?2+ (n— 1)5*2)"/2 . (6.132)

C’est la distribution correcte a utiliser pour trouver layenney si la variance est inconnue.
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b) Utiliser la variablet = (z — )/(S/+/n) et le fait que la fonction de probabilit(y|D) doit étre
normalisé comme fonction de pour calculer la valeur delimite pour un niveau de confiance de
90% etn =4 (doncff“o‘z P(t)dt = 0.9), et démontrer qu& 9 ~ 1.64. Revisiter ensuite la question
(b) de I'exercise 55.

¢) Quelle serait I'approche Bayesienne pour 55(b) ? Qustltaaifference a la réponse trouvé par (b)
ci-dessus ? La difference est-elle importante dans ce cas ?

Exercice 65 :

Il'y a 11 récipients dénombrés pare {0,1,2,...,10}. Chacun contient 10 boules, domtoirs et
10 — w blanches. Fred choisit un récipient de maniere aléatitire10 boules (en les remettant dans le
récipient). Bill voit qu’il a tiré 3 boules noires.

a) Quelle est (pour Bill) la probabilité que Fred ait chblsirécipientu ?

b) Quelle est la probabilité que la prochaine boule soite®i

¢) Quelle serait la réponse a la question (b) selon I'agipedréquentiste ?

Comparaison de moeles

La quantité nécessaire pour comparer des modeles estialglité pour le modela1 avec des données
D, c'est-a-direP(M|D). Avec la formule de Bayes nous pouvons voir que c’est

P(DIM)P(M)

P(M|D) = 50)

(6.133)

NormalementP (D) et P(M) sont des constantes, telles qi¢D|M) «x P(M|D). Pour calculer
P(D|M) nous utilisons Eq. (6.125) et le fait qu&6|D, M) est normalisé/ d0P(6|D, M) = 1. Nous
avons donc

P(D|M) = /d@P(D|9,M)P(9|M). (6.134)

Exercice 66 :

Apparu dans “Guardian” du 4 Janvier 2002 :

When spun on edge 250 times, a Belgian one-euro coin cameads id0 times and tails 110 times. ‘It
looks very suspicious to me’, said Barry Blight, a statstecturer at the London School of Economics. ‘If
the coin were unbiased the chance of getting a result asragtes that would be less than 7%'.

Quel est votre avis ? Considérez deux hypothéses ou emdeél, : la piece n'est pas truquée—= 1/2 et
M, iy a un biais arbitrairep € [0, 1] de maniére uniforme. Vous pouvez utilisier que

nlm!

m pour n,m € N. (6135)

1
/ dpp" (1 —p)™ =
0
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Chapitre 7

Elements de la tleorie des groupes

7.1 Deéfinition d’'un groupe

La notion de groupe est un concept important pour la physigpécialement en relation avec des
considérations de symétrie. C'est ainsi parce qu'undjraambre de groupes apparait tout naturellement,
p.ex.le groupe des translations de I'espace, le groupe desangate groupe formé des transformations de
Lorentz en relativité, les groupes cristallographiqdesiiés des transformations de symétrie des structures
cristallines). Les groupes susmentionnés sont tougrepes de transformations.-a-d. des ensembles
dont les éléments sont des transformations de certaie$sotu espaces; ces ensembles ont une loi de
composition interne, donnée par I'exécution succesddgetransformations. En général, un groupe est un
ensemble abstrait muni d’'une loi de composition ayant oersapropriétés.

Définition :

(a) Ungroupeest un ensemblé& muni d’une loi de composition (c’est & dire associant & chaque couple
ordonn&a, b) d’éléments de&7 un autre éléement- b) qui satisfait les conditions suivantes :

(0)ao-b € G pourtouta, b € G,

(1) elle estassociative  (aeb)ec=a-(boc) pourtouta,b,c € G,

(2) il existe unélement neutre : ace=eca=a pourtouts € G,

(3) achaquex € G est associé un élemeat! € G satisfaisantica™! = a=loa = e ; a~! est appelé
I'inversedea.

(b) G est ungroupe finis'il ne contient qu’'un nombre fini d’éléments.

(c) Un sous-groupé&=, d’'un groupe’ est une collection non-vide d’éléements@ejui est un groupe pour

la loi de composition induite pas.

(Donca,b € Gy = a-b € Gy eta™! € Gy ; en particuliere € G ete est également I'élement neutre
deG()).

Gy est un sous-groupgmoprede G s'il est different deG et de{e} (le groupe formé par le seul éléemet
Remargue |l est usuel d'écrire simplement pour le composé - b. Il ne faut pas confondre cette no-
tation avec une multiplication; pour certains groupes cetsc(par exemple des groupes de matrices) la
composition est effectivement une multiplication, dareuti’es cas cela peut étre par exemple une addition.

Exercice 1

GL(n,IR) est défini comme I'ensemble des matrices réelles: non-singuliéresSL(n,IR) comme le
sous-ensemble des matrices unimodulaitesdéterminant égal &). Montrer queGL(n, R) est un groupe
et queSL(n, R) est un sous-groupe d&L(n, R). Ces groupes sont-ils finis ou non ?

Définition : Une transformation d’'un ensembbd den éléments s’appelle une permutation.
Le groupe de toutes les permutations de I'ensenillede n €léments s’appelle le groupe symétrique
(groupe de permutations),.

97
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Le nombre d’éléments d'un groupe fini s’appellerire du groupe.

Théoreme : Tout groupe fini d’ordre: est isomorphe & un sous-groupe du groupe de permutajons
(Démonstration : On peut comprendre un groupe d’ordcemme un groupe de permutations sur ses

propres éléments.)

Exercice 2

Nous considéronS;, M = {1,2,3},
e=1(1,2,3) = (1,2,3)], a=1(1,2,3)—(2,3,1)], b=][(1,2,3)— (3,1,2)],
c=101,2,3)—(1,3,2)], d=1[(1,2,3)—(3,2,1)], f=1][(1,2,3)—(2,1,3)].

— Remplir la table de multiplication suivante et vérifieregts est un groupe (die groupe syratrique
de 3élementy:

@

S

c

d

f

— Ce groupe est-il commutatif 2( ab = ba Va, b, € S3)

— Déterminer au moins un sous-groupe propré&geMontrer que lesranspositiongéchanges de deux
éléments) ne forment pas un sous-groupe.

— Qu’est-ce qu'estl'ordre d6; ? Qu’est-ce qu’est I'ordre d€,, ?

7.2 Représentations

Un groupe est un ensemble abstrait ou souvent un ensemhidegoEiéments sont des transforma-
tions de certains objets physiques (groupes de transfamnsatieurs éléments agissent sur des objets phy-
siques ou des appareils de mesprex.rotation d’'un champ magnétique, déplacement d’'un détey. Pour
décrire les phénomenes physiques ou les états destsysiphysiques, on utilise @space mamatique
(p.ex.l'espace de phase en mécanique, un espace de Hilbert oaylessrd’'un espace de Hilbert en
mécanique quantique). Il faut donc bien distinguer enéggphce physique (I'espace dans lequel ont lieu
les phénomenes physiques — soudBritou I'espace-tempBi) et I'espace mathématique servant & décrire
ces phénomenes.

A chaque transformation du systeme physique doit corredgoune transformation dans I'espace
mathématique (la description mathématique du changedi&sat sous cette transformation). Donc chaque
transformation du systeme physique sera représentéengaapplication de I'espace mathématique dans
lui-méme; le produit (composé) de deux transformatiara seprésenté par la composition des deux ap-
plications correspondantes de I'espace mathématiqoekEatd’autres termes I'ensemble de ces applica-
tions sera lui-méme un groupe, on parle d’'ueprésentationdu groupe de transformations dans I'es-
pace mathématique. Dans la majorité des situationsd@spnathématique est un espace vectoriel et I'on
considere deseprésentations lidaires c.-a-d. des représentations par des applicationaitie dans cet
espace vectoriel.

Définition :
(a) Unereprésentatiord’'un groupeG est un homomorphisme d& dans I'ensemble des applications in-
versibles d’'un espack.
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(b) Unereprésentation ligaire d’'un groupeG est un homomorphisme de dans I'ensemble des applica-
tions linéaires inversibles d’'un espace vectofiel

(c) Une représentation eftele si cet homomorphisme est injectif, c.-a-d. si a toute gaii€lements
differents de correspondent deux applications difféerentegde

(d) Ladimension d’'une refasentation lieaire est définie comme la dimension de I'espace vectdiel

Commentaires Pour définir une représentation d’'un groupgedans un espacg, on doit donc associer
a chaque élément de G une applicationD(a) de E dansE, et cette correspondanee— D(a) doit
préserver la structure de groupe, c.-a-d. doit étre tglie

D(e) =1 D(ab) = D(a)D(b) pourtouta,b € G
(loi de composition interne dé & gauche, composition des applicationg#ia droite). On aura alors
D(a™")D(a) = D(a"ta) = D(e) = 1

et de méme
D(a)D(a™ ") =1,

donc chaque applicatioB(a) posséde un invers®(a)]~!, et cet inverse est égalia(a~!) :
[D(a)]_l =D(a™ ).

Si D est une représentation linéaire dans un espace vectordel dimension finie, aprés le choix d'une
base dan#’, D(a) peut &tre représenté par une matriee:, our = dim F est la dimension d&.

La famille d’applicationg D(a) | « € G} forme également un groupe ; si la représentation esefidel
groupe est isomorphe au grou@e

Dans la suite nous ne considérons que des représentitieases

Exercice 3

Soit les matrices :

100 100
Te)= [0 1 0 Te)=[0 0 1
00 1 01 0
010 00 1
T@ =0 0 1 Td)={0 1 0
100 100
00 1 010
T =1 0 0 T(f)=|[1 0 0
01 0 00 1

— Montrer que ces matrices définissent une représentateaire3-dimensionnelle du group$;.

Etant donnée une représentation linédirfg=) d’un groupeG dans I'espacd”, on dit qu’'un sous-
espacer’ de E estinvariantsousD(G) si, quels que soient € F etg € G,

D(g)z e F.

L'espaceF lui-méme et I'espace constitué du seul vecteur nul sosisdes-espaces invariants triviaux.
Une représentation est diteductibles’il existe au moins un sous-espace invariant non trivibe &st
dite irr @ductibledans le cas contraire.
— Montrer que la représentation de ci-dessus est réductible en trouvant le sous-espaceanvaon
trivial.
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Les matrices xr de la forme

AW

ou les blocsA” sont des matrices xr; et les éléments en dehors des blocs sont tous nuls, sosieagp
somme directele matrices.

Une représentation linéair® d’'un groupeG dans un espacé est appeléesomme directe de
representation®™) ..., DY) si dans une base convenable de I'espacehaqueD(g) est somme directe
deDW(g),...,DWN)(g):

DM (g)

D®)(g)
D(g) = _ pour toutg € G.

DW)(g)

On écrit alors
D=DYDgeD?Pg...o DI .

— Montrer que la représentation ci-dessusSgipeut se mettre sous la forme de somme directe de deux
représentation® = D) @ D), Trouver la base convenable.

7.3 Groupes et algbres de Lie

Grosso modo umgroupe de Lieest un groupe dont les €léments peuvent étre indexésrpaertain
nombre de parametres réels (continus) indépendanés eti¢ la loi de composition et le passage a I'in-
verse dépendent continllment (en fait analytiqguemengeteparametres. Le groupe forme une variété
differentiable. Un exemple de groupe de Lie est le groupe parametre proposé dans I'Exercice 4, ainsi
gue les matrices orthogonales avec déterminant 1, SO@s)exkrcises 5 et 6, et les matrices unitaires avec
déterminant 1, SU(N). Le nombre de parameétres nécessast ladimensiondu groupe de Lie. Chaque
groupe de Lie détermine une algebre de Lie de méme dimengui correspond formellement a I'espace
tangent a 'origine (élément neutre du groupe). La disi@mde SO(3) et SU(2) est trois. Comme variété
differentiable le groupe SU(2) est la sph&re(voir exercice 7 b), deuxieme point) et SO(2) le ceigle

Définition : Unealgebre de LiesurR est un espace vectori€lde dimension finie suR muni d’une loi
de composition interne notée-] et satisfaisant

[aX + BY, Z] = o[ X, Z] + A[Y, Z] pour toute, 6 € R, X, Y, Z € L, (1)
[X.,Y] =-[Y, X] pour toutX,Y € £ (2)

et
(X,[Y,Z]] + [V, [Z.X]] + [Z,[X,Y]] =0  pourtoutX,Y,Z € L. (3)

Nous utilisons les lettreX, Y, Z pour désigner des éléements de L'opération|-, -] est appelée le
crochetde LigetI'eléemen{ X, Y] de L est appelé Iproduit de Liede X etY ou lecommutateude X etY
(le crochet-, -] posséde les mémes propriétés que I'opération de cdatio d’opérateurs). (2) exprime
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I'antisymeétrie du crochet de Lie, (1) et (2) donnent san@#rité. La relation (3) est appel@entite de
Jacobi Clairement on a
[X,X]=0 pour toutX € L.

Les vecteurs de bage" de cet espace vectoriel s'appellent les générateursaipgrde Lie associé. La
structure de l'algebre (et donc aussi du groupe) est @éear les relations de commutation
[Ta, Tb] — fngC

(sommation implicite sur I'index!). Les constanteg?® s’apellent leconstantes de structureomme ils
détérminent la structure de I'algebre (en effet ils smivent appelé “I'algébre” du groupe de Lie associé).

Le lien entre I'algébre de Lie et son groupe de Lie est dqguard’'application exponentielle. Pour des
représentations matricielles d’un groupe de Lie (et ndakloms considérer que celles-1a), ceci veut dire
gu’on peut écrire une élémendtdu groupe comme

A({sq}) = exp (s, T%) = Z ni saT)"

ou less, sont les parametres du groupe, et les générateurs sssitdes matrices. Proche de I'élément
neutre (c'est-a-dire pour des parameétres} infinitesimales), ceci peut étre considéré comme

A({sa}) = 1+ s,T°

Souvent les physiciens ajoutent un factepour que des générateurs hermitiens donnentlieu a decesa
A unitaires. Pour calculer les générateurs on utilise

b _ dA({sd})
T == -

L'ensemble des générateurs de tout groupe de Lie formalgabre de Lie avec le commutateur comme
crochet de Lie. Il est usuel de notgt'algebre de Lie associée au grouge Comme en général I'algebre
de Lie correspond a I'espace tangent du groupe de Lie (vunmwariété differentiable) a I'elément neutre,
I'application exponentielle ne donne accés qu’'a un vaige connexe de I'élement neutre.

Exercice 4
Soit I'ensemble des matric@x 2 définies par :

oo n

st 1 0
A(s) = exp(sos) = Z 15 seR, o3= (0 _1> .
n=0 "

(a) Montrer queA(s) est la matricex2
A(s) = Lcosh(s) + o3 sinh(s) .

(b) Montrer queA(s)A(t) = A(s +t), que 'ensemble de ces matrices forme un groupe (groupe a un
parametre) et que I'application— A(s) est infiniment différentiable.

(c) Calculer la dérivée

dA(s)

X =
ds

s=0
X est appelé lgérérateurdu groupe{ A(s) } ser.-

Exercice 5 : Le groupe de rotation en deux dimensions

Considérons les rotations d’angeautour de I'origine dani>.
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— Donner I'expression des vecteurs image’s ¢, } d’une base orthonormé&e;, e2} par ces rotations.
En déduire une représentatidadimensionnelle du groupe continu des rotations dans

— Montrer que cette représentation est isomorphe au grdepenatrices spéciales orthogonales de
dimensiore :

SO(2) = {R € Maxa(R) : R'TR=1, det(R) = +1} .

— Donner la dimension dé0(2), c’est-a-dire, le nombre de paramétres indépendarasi&aisant ce
groupe. Quel est le générateur de I'algebre ?

— Montrer que la représentation ainsi construite, intetg® comme agissant dafl$, est réductible.
Calculer sa decomposition en somme directe de représmrgdrréductibles.

Exercice 6 : Le groupe de rotation en trois dimensions

Soit le groupe des rotations spatiales (B).

— En vous inspirant de I'exercice précédent, donner upeeesentation matricielle de dimensidnles
rotations d’angles, ¢ ete, respectivement, autour des trois axes d’une base orthareodeR>.

— Vérifier que ces matrices appartienneist@(3). Donner la dimension d8O(3).

— Calculer les générateurs de ce groupe, ainsi que leur algebre (les relations de cdatimn pour
les générateurs).

— Soit Ry (), une rotation infinitésimale d’angbe);, autour de I'axe &”. Exprimer en fonction des
générateurs d80O(3)

n—oo

On pourra posepy, = n - 0.

— Donner I'expressio? de la somme des carrés des générateurs. En netdpit+ 1) ses valeurs
propres, en déduire ce que I'on désigne par “spide la représentation irréductible.

— Montrer que ces générateurs peuvent étre vus comm@plsadions linéaires d&* dans lui-méme.
En déduire que sous une rotation des vecteurs de baBé de

ceux-ci se transforment comme
J, = R™'JyR.

Exprimer.J;, en fonction des/; pour une rotation particuliere. Justifier 'emploi du terfivectoriel”
pour désigner ces générateurs.

— Comme vous vous souvenez parfaitement du cours sur lesisnsous savez qu’une maniére cano-
nigue d’'introduire une base tensorielle des tenseurs dg2rant

eij = €; X ej.

Comment se transforme cette base sous I'action des ragdfity de SO(3) ?
Montrer que tout tenseuy; peut s’exprimer comme la somme d’une quantité scalairneqtimnnelle
ad;;, d'un tenseur antisymétrique, et d’'un tenseur symétride trace nulle. Donner le nombre de
composantes indépendantes de chacun de ces termeseNdofis que tout tenseur antisymétrique
(resp. symeétrique) conserve cette propriété sousdactes rotations (vous venez de caractériser la
décomposition irréductible d’'une représentation teietle deSO(3)). Donner le “spin” de chacune
de ces représentations irréductibles.

— Lorsque I'on résout les équations d’Einstein linézess on peut montrer qu’une onde gravitationnelle
se propageant dans la directignest décrite par un tenseur de polarisation dont les compesaont
données par

0 O 0
hij =0 hy hx
0 hx —hy

Quel “spin” pourrait-étre associé aux ondes gravitatelles (spin du graviton)? Comment cette
matrice se transforme-t-elle sous une rotation d’afi@atour dee; ?
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Exercice 7 : Le groupe SU(2)

Soitoy = 1 la matrice identit& x 2 eto, k = 1,2, 3 les matrices de Pauli :

/01 (0 =i /10
91=1\1 0)> 27\ o) 37 \o-1)"

Sia € €3, onposea - o = ZL arok. La relation

3
00K = 5jk00 +1 E €jk1O1
=1

implique que poua,b € C3
(a-o)(b-0)=(a-b)og+i(aAb)-o, (5.1)

ou (a . b) = Zi:l arbg.
(a) Toute matric@ x 2 complexeA est une combinaison linéaire dg, 01, 02 etos :

A =agog+ia-o

avecag € C,a € C3, le facteuri étant mis par commodité. Montrer qdet A = aZ + a? et vérifier
que siA est inversible, alors
I
det A

apog —ia- o).

(b) Le groupe SU(2) est formé des matri@es 2 complexes, unitairesA* = A= A~1) et unimo-
dulaires (et A = 1).
— Montrer qu'il s'agit bien d’un groupe (muni de la loi de miplication des matrices).
— Montrer qued = agoy + ia - o appartient a SU(2) si et seulementsi a,, € R eta? +a = 1.
ConséquenceSU(2) est un groupe de Lie de dimensin

(c) Soitn € IR* avecn? = 1. Poury € R posons

U(n,p) =exp (%gp n- O’) .

— Montrer que U(n, ¢) = cos (§) oo — isin (£) n - o (utiliser (5.1)).
— Veérifier que{U(n,p) |0 < ¢ < 4m,nfixé} forme un sous-groupe a 1 parametre de SU(2).
CalculerU (n, 27) ainsi quelim, 4. U(n, ).

— Calculer le générateudf (n) = %‘;“’) ]@:0 de ce sous-groupe.

(d) Montrer que chaque matricé # +1 de SU(2) détermine de fagon unique un vecteue R?
de normel et uny € (0,27) tels queA = U(n, ) : le groupe SU(2) peut étre identifié avec les
matrices de la formé& (n, ¢), n € R* n? = 1 et0 < ¢ < 27 (pourp = 0 oup = 2w, le vecteur
n est quelconque).

(e) Montrer que le commutateur entre deux générat&rs) et X (n’) est donné par

[X(n),X(n)]=(nAn') X

o0UX = (X1, Xo, X3) et X, = X (ex) est le générateur pour = e (le k '®MEvecteur de la base
orthonormée diR?).

— Considérer en particulier le cas= e;, n’ = e;. Déterminer également le commutateur entre les
matrices/J, = iX. Comparer avec les relations de commutation des génisate SO(3).
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(f) L'algebre de Lie su(2) du groupe SU(2) est I'espace oget réel 3-dimensionnel engendré par
X1, Xs et X3, ceux-ci formant une base de su(2), le crochet de Lie épsbinmutateur entre
matrices de su(2). Montrer que su(2) est une algebre de Lie.

Indication: Remarquer que pour tonte IR?, su(2)> n- X = X (n).

(9) SiA =U(n, ) € SU(2) (cf Exercice 5(d)), soib(A4) € SO(3) la matric& x 3 décrivant la rotation
dansR® par un angley € [0, 27] et d’axen. Ceci définit une représentation du groupe SU(2) dans
l'espaceF = IR* (un homomorphisme SU(2): SO(3)). Veérifier que cette représentation n’est pas
fidele : siA € SU(2), la rotationD(A) associée & est identique a celle déterminée pad. Ainsi
SU(2) est une sorte de dédoublement du groupe des rotatiopges SO(3).

Exercice 8 : Le groupe de Lorentz

Considérons Espace de MinkowsHil, en d'autres termes I'espace-temps de la physique redttjvi
formé des quadri-vecteuts= (z¢, z1, z2, x3) oz, € R pour(s = 0, 1,2, 3). Cet ensemble est muni de
la forme bilinéaire

Ty = —xoYo + T1Y1 + T2y2 + x3y3 = My, , (6.1)

ouz® = —xg, 2! = 1, 22 = z, etz? = x3. La convention de sommation d’Einstein est toujours sous-
entendue dans ce qui suit. Utransformation de LorentA est une application linéaifldl—IM laissant
cette forme bilinéaire invariante, c.-a-d. telle que

(Az)*(Ay), = ="y, pourtoutr,y € IM . (6.2)

Nous considérond comme une matricéx 4. Introduisons encore lenseur rétriqueg :

-1 0 0 O
) 0 1 0 0
0 0 0 1

Alors z# = ¢g"x, etx, = g.,x”. En désignant les éléements de la matricearA,,”, (6.2) peut &tre écrit
comme

gM)ApgxcrA,quv = 9" %Yy Ve,y € M.

On doit donc avoirg"?A,7 A" = ¢¥7 (pour toutes les valeurs des indices librest o), ou de fagon
équivalente :
ATgh=g. (6.4)

(a) Montrer que pour une transformation de Loredtz,A = +1 oudet A = —1.
(b) Veérifier que
Al =gATyg (6.5)

et que
ghgATg =g . (6.6)

(c) Montrer que {Ag%)2 = 1+ 327 (Ay?)? (utiliser (6.6) écrit avec les indices).

(d) Veérifier queP : (zg,x;) — (zo, —2;), T : (x0,2;) — (—xzo,2;) €t PT sont des transformations
de Lorentz.

(e) Veérifier que I'ensemble des matricés4 satisfaisant (6.4) est un groupe, la loi de composition
étant la multiplication des matrices. Ce groupe egirteipe de LorentZ.

(f) Une transformation de Lorentz est divethochronesi A, > 0. Montrer que cette condition est
nécessaire et suffisante pour qu’un vectedu genre temps (c.-a-d. tel quer < 0), pointant vers
le futur (o > 0) soit transformé en un vecteur du méme type.

(g) Montrer que le produit de deux transformations de Larenthochrones est orthochrone.
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(h) Le groupe de Lorentz proprest I'ensemble des transformations orthochrones amétant+1,
notéLy. Lo U PL, est appelé Igroupe de Lorentz orthochronklontrer que

LoUPLy = {A|A()O > 0}

etqueLy etLy U PLy sont bien des sous-groupes du groupe de Lorentz.
(i) Désignons par O(3) le groupe des matrices réedlle8 orthogonales. Considérer I'ensemble des
transformations de Lorentz de la forme

1 0
=0 %)

ou R € O(3). Montrer que cet ensemble est un sous-groupe du grauperentz.

() Le groupe de Poinca(ougroupe de Lorentzinhomége P est formé de toutes les transformations
IM—1IM laissant invariant la grande(r — y)-(x — y) pour tout couple de quadri-vecteursy. Les
élements déP sont des coupleg\, a), ou A est une transformation de Lorentzeeest un quadri-
vecteur décrivant une translation ddkis: Vz € IM

Aa)z=Az+a, c-ad.  [(Aa)z], =AM +ay . (6.7)
— Dériver la loi de composition d :
(A a)(N',a') = (AN, a+ Ad") (6.8)

et vérifier queP est un groupe.

— Montrer que le groupe de Lorentz est isomorphe a un souggrdeP (que I'on note “abusive-
ment” L).

— De méme se convaincre quai®upe des translatior® (constitué des éléments de la forfdea))
est un sous-groupe deisomorphe au groupe addifit?, note(R*, +).

— Veérifier queP est leproduit semi-directle ces deux sous-groupes, c.-a-d. que
(i) 7 est un sous-groupe invariant. Un sous-groGpele G est ditinvariantsi

gGog ' Cc Gy  pourtoutg € G,

(i) 7 N £ ne contient que I'élément neutre e
(iii) chaque élément d® possede une décomposition unique en un produit d’'unété de7 et
un élément de€.
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Chapitre 8

Espaces de Hilbert et ograteurs
lineaires

8.1 Une courte introductiona I'int égrale de Lebesgue

8.1.1 Intervalles et mesures
Intervalles sur R”

Un intervalle surR™ est un produit de: intervalles sufR. Autrement dit, Sia; < by, as < b, ...,
an, < b, OUa; eth; sont des nombres réels oy, un intervallel deR™ est 'ensemble de@e1, 22, . .., )
veérifiant les inégalités; < x; < b;, pourtouti € {1,2...,n}:

I= {(xl,...,xn)’xi € (ai,bi>,i1,...,n},

I peut étre ouvert ou fermé sur un, ou plusieurs de ses ks®fis) que les inégalités respectives sont strictes
ou non et {” et “)” signifient ici “[" ou “]”. Il est borné&, ou non borné, si ses bormg®u b; sont des réels
finis ou infinis.I est 'ensemble vide s'il ne contient aucun éléeméns () ; ou dégénéré a un point s’iln’en
contient qu’un seul.

Exemples: [0,1], ]0,al, ]a,a[=0, [a,a] = {a}, [a,+o], ...

Fonctions d’intervalle

Définitions: SoitX" I'ensemble des intervalles bornésie. Unefonction d’intervallex surX™ est une
application dex™ dansR :
pe X — R,

— u estditemonotonesi VI; € X", VI, € X" :
I C Iy = p(l) < p(l2).

— p est diteadditivesiVi; € X", VI, € X" avech NI, =0 et Ul, € X"
w(li U L) = u(l) + p(lz).

Mesures

Définition :  Unemesuresur X" est une fonction d’intervalle monotone et dont I'addiiviist étendue a

tout ensemble dénombrable d'intervalles I, C X", tels quel; N I; = 0, Vi # j.
p=1

107
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Propriétés : Par additivité appliquée a I'ensemble vide, une meseréie ;.(()) = 0. On en déduit par
monotonie qu&'l € X", u(I) > 0.

Définition :  Une mesureg: est diteexérieurementégulieresi Ve > 0 etVI € X", il existe un intervalle
I*telquel C I* et

p(I) < p(I*) < p) + e
soit, de maniere équivalente(/) = inf {M(I*) ] IC I*,I*ouvert}.

Une mesureg: est diteintérieurementégulieresi Ve > 0 etV € X", il existe un intervalle fermé* tel
quel* C et

u(I) — e < p(I7) < p(l),

soit, de maniére équivalente(l) = sup {N(I*) ] I*C1, I*ouvert}.

Examples: Pourl = (a1,b1) X - -+ X {an, b,) € X", on définit la fonction d'intervalle telle que

n

v(I) = b - ai).

i=1

Exercice 1 :

Montrer quev est une mesure réguliére. Cette mesure est appelée lagrdsLebesgue sur les inter-
valles.

Exercice 2 :

Soit N C R" un ensemble sans point d'accumulatidhgst un point d’accumulation d’'un ensemble
S si tout voisinage de P inclut un élément Sl@utre queP). A chaque pointk € N on associe un poids
m(x) > 0. Soit la fonction d’intervalle

w3 — R
I— Z m(x).

xeINN

Montrer queu est une mesure réguliére. Ceci est une distribution desendiscrete, ou mesure atomique,
que I'on note habituellement = _\ m(x)dx, avecd, la mesure de Dirac :

5 () = 1 sixel,
0 sixé I

Exercice 3 :

Soit ;1; une mesure réguliere shY et s, surx?. Pourl € YPtetelquel = I} x I oUul; € XP et
I, € 34, montrer que la fonction d’intervalle

p(I) = pa (1) pa(I2),

est une mesure réguliéere sor+a,
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Ensembles regligeables et notion de “presque partout”

Définition :  Un ensemblél/ C R™ est ditu—négligeablesi Ve > 0, il existe un ensemble d’intervalles
{Ii} tel que

Gfk D) M,
k=1

Zu(fk) <e.
k=1

Exercice 4 :

Montrer que tout ensemble dénombrableRie est v—négligeablej.e. négligeable par rapport a la
mesure de Lebesgue.
Montrer que toute union dénombrable d’ensempleségligeables egi—négligeable.

Définition :  Une fonction est dite.—définie suiR™ si elle est définie sur un ensemiié \ M ou M est
u—négligeable.

Par additivitt dénombrable de la mesure, il est toujowssible de trouver un ensembhld pu—
négligeable commun & toute suite de fonctiprséfinies.

Définition :  Deux fonctionsf et g sont ditesu—&gales (ou presque partout égale) s'il existe un engembl
M, u—négligeable, tel que

f(x)=g(x), VxeR"\M.
On écrit alorsf = g. Les relations de.—ordre sont définies de manieres équivalentes et ngtées; et
Iz Iz
f > g. De maniére générale, une condition sera satisfaitestpre partout” si elle est satisfaite &t\ M,
I
ou M estu—négligeable.
Exercice 5:
Soit I'applicationf deR dansR définie par

f:R—R

1 sizeqQ,
xTr +— X
0 sizeR\Q.

Montrer quef est presque partout nullee. f = 0, avecr la mesure de Lebesgue.
v

Définition:  Une suite{ f;} de fonction suR™ est diteu—convergente verg, i.e. presque partout conver-
gente verd, s'il existe un ensemblé/, u—négligeable, tel que

lem fe(x) jf(x), Vx € R"\ M.

On admettra également dans cette définition les suitesrtgions{ f;.} qui ne sont définies que sur
R™\ M, pourvu quelM soit négligeable.
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8.1.2 Intégration
Fonctions en escalier

Définition : Une fonctions : R® — R est en escalier suR™ s'il existe des intervalles bornés
Ii,...,I, € R” tel que la restriction de a chacun de ces intervalles soit une fonction constante, et
nulle ailleurs.

S|]]. = aj e R, VXEI]',

s(x) = 0, Vx ¢ ‘L:Jlfj.

On notera que I'ensemble de ces fonctions est un espacerieéc®) (R™), engendré par les fonctions
caractéristiques d’intervalle borné : R™ — {0, 1} définies par

(x) 1 sixel,

X pry

X 0 six¢l.

Si f, g appartiennent &, (R™) alors il en est de méme def + g, inf(f, g), sup(f, g), | f|-

Exercice 6 :

Montrer que sif € S,(R") etg € S,(R™) alorsfg € S, (R™).

Intégrale de Lebesgue

Définition :  Si f € S,(R™) est une fonction en escalier SRF, non nulle sur un ensemble d’intervalles
Ii,...,I, avec
fl; =¢j €R,

I'intégrale de Lebesgue dépar rapport a la mesuyeest définie par

/fdu = iﬂ(lj)cj-

Exercice 7 :
Montrer que les propriétés “classiques” de l'integredat vérifiees :
—f<g= [ fdp< [ gdp.

- ‘/fdu‘ < [1r1an

— Lapplication deS, (R™) dansR qui a f associe| fdu estlinéaire.

Théoreme : Si pour une suitecroissantede fonctions en escalieff;} de S, (R™), les valeurs des
intégrales restertornées dans leur ensemblee.

JAER|VEk €N, /fkdugA,
alors la suite{ f,} convergepresque partouters une fonction finig : R* — R

lim fg f f

k—o0



8.1. UNE COURTE INTRODUCTIOM L'INT EGRALE DE LEBESGUE 111

Définition: On appelle class&, (R™) I'ensemble des fonctions qui sont des limiteesque partoytde
suitescroissanteq f; } de fonctions en escalier d& (R™).

On peut alors étendre I'intégrale de Lebesgue a cetteali@classe de fonctions par passage a la limite
de l'intégrale de Lebesgue définie siy(R™). On notera ques, (R™) n’est pas un espace vectoriel (en
général sif € S, (R™), — f n’appartient pas forcément® (R™)).

Définition :  Si f est une fonction appartenansa(R™), son intégrale est définie par
/ fdu= klim / frdp.

Exercice 8 :

Montrer que cette limite est indépendante du choix de e sie fonction{ f.}. On utilisera le lemme
suivant :

Lemme : Pour toute suite de fonctions en escalier qui tarmhotoniquementers zérgoresque partoyt
la suite des valeurs des integrales tend aussi vers zéro.

Définitions :  On appelleS, (R™) 'ensemble des fonctiorommablesobtenu en formaries diferences
des fonctions appartenaats, (R™)

S,(R") = {f:g—h’gESI(R"),hESI(R")}.

Il en résulte ques, (R™) est un espace vectoriel réel. Lintégrale de Lebesgu€sR™) est définie par

[ tau= [ oan- [ hap,

pour f € S,(R"™) telle quef = g — h, avecg € S, (R™) eth € S, (R™). On notera que les propriétés de
l'intégrale surS, (R™) se prolongent suf, (R™).
Fonctions mesurables

La classe de fonctioS§, (R™) permet de définir des fonctiosemmables partir de la limite de suites
croissantes de fonctions en escaliesjéR™). Cependant, il existe certainement des suites de fonations
escalier convergentes presque partout mais dont la lirét pas sommable.

Définition: Une fonctionf est ditemesurablesi elle est la limitgpresque partoud’une suite de fonctions
escalier{ sy}

lim s = f.
— 00 12

Définition :  Pour un intervallel et une fonction mesurable f tel qug - f est sommable on définit

l'intégrale de f surl par
[ tdn= [ sau.
I

Ici x; est, de nouveau, la fonction charactéristique sur I'vehe 7.
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Théoreme de Lebesgue : Lorsque les fonctiond fi}, supposéesommablessur un intervallel,
convergenpresque partouters une fonctioryf, et que de plus, il existe une fonctisommable; telle
que

| ful < g,VEk,
alors la fonctionf est ausssommablest

kh_{go/fkdli:/fdﬂ-

8.1.3 Espaced? de Lebesgue

Définition : SoitﬁP(R",M) I'espace des fonctiong : R™ — C telles que f|” soit u.—sommable. Pour
une fonctionf € L*(R™, 1) aussi la partie réelle et la partie imaginairefdgont sommables et on définit

[ fan= [)duri a0 dn
On définit une relation d’équivalence stf(R”, ;1) par
frgef=g, Vfge 'R p).

L'ensemble des classes d’équivalentedes fonctions dé&?(R", 1) est noteL? (R™, 1).

Théoréme de Fubini: SoitR™ = RP x R? ety et uy des mesures (dénombrablement fiRdesur 7 et
3¢ respectivement. Sojt : R™ — C une fonctionu; x pus sommable, alors :
— Vx € RP\ M ou M estu;—négligeable, la fonction

fx R — Ca
y — f(X,¥),

estus—sommable.

— La fonction
F:RP\ M —C,

x| fx(y)dps,

estu;—sommable.
— De plus on a I'égalité

/ Fdpy = [ fdp.
RP R™

/” Jdn= /JI;J < n%q f(X’Y)d“2> dus,

et les intégrales siR™ peuvent étre réduites a des intégralesiur

Ceci justifie la notation

Exercice 9 :
Soit f etg des fonctions dé.?(R", v). Montrer que l'intégrale

/}fg}dy<oo

existe. Montrer qué.?(R™, v) est un espace vectoriel complexe ol

(f9) = [ Foan

défini un produit scalaire.

1. Il existe une partition denombrable B& formée d’ensemble de mesure finie.
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Théoréme de Riesz-Fischer : Si{f.} une suite de Cauchy de fonctions B&R", 11),

i [Ifi= =0, avee (17l =1/ [ 1A an

alors il existe une fonctioff € L?(R", 1), u—définie, telle que
lim fk = f
k—oo "

En conséquencé,?(R™, ;1) est un espace de Hilbert.

Exercice 10 : Soit f,,(x) = nz™ définie sur l'intervalle[0, 1]. Montrer quelim,,_., f, = 0 presque
partout. Montrer que
1 o1
/ fo(z)de <1 et lim fa(z)dz=1.
0

n—oo 0

Ceci est un exemple d'une suite de fonctions avec intégtalenés mais

1 1
0= / lim f,(x)dz # lim fo(x)dz =1.
0 n—oo n—oo 0

Montrer que la suitef,, n'est pas majorée par une fonctigrsommable, c’est-a-dire qu'il n’existe pas de
fonctiong sommable tel quéfy| < g presque partout.
Indication : Pour toutn € N trouver unz,, € [0, 1] tel quef,(z) > n — 1 pourz > .

Les démonstrations des théoremes ci-dessus et beaph@mipeut étre trouvé dans les ouvrages sui-
vants :
F. Riesz et B. NagylL econs d'analyse fonctionnelle’Gauthier-villars, Paris 1960.
A. N. Kolmogorov and S. V. FomirfMeasure, Lebesgues integrals and Hilbert Spacestademic
Press, NY 1961.
H. Kestelman;Modern Theories of Integration,’Dover Publications, NY 1960.
W. Rudin,"Analyse réelle et complexeMasson, Paris 1978.

8.2 Definition et exemples d’espaces de Hilbert

Un espace de Hilbeft est un espace vectoriel linéaire complexe, muni d’un pitedalaire hermitien,
et qui est complet. Plus précisément, un espace de Hébedéfini par les trois axiomes suivants :

(I) H est un espace vectoriel ligaire sur le corpsC :
a chaque couplgp,iy} d’éléments dé+ est associé un autre éléementideappelép + ¢, et a chaque
couple{a,p}, a € C, p € H est associé un élémenf de’H, et ces associations ont les propriétés
suivantes (oW, € H, eta,3 € C) :
(a) commutativite o + 1 = + ¢
(b) associativité o + (11 + 1) = (p +41) + 2, a(Bp) = (af)y
(c) distributivité :a(p + ¥) =ap +avp  , (a+ B)Y =ap + By
(d) existence elementneuttec C:1-p = .
De plus il existe un élément uniqlec H (appelé le vecteur zéro) tel que

O+p=¢p , 0-¢=0 VypecH?

2. 0désigne le nombre complexe= 0. Les élements de{ sont appelés des vecteurs.
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(I1) 1l existe dans’ un produit scalaire strictement positif :
a chaque couplép,y} de vecteurs d@{ est associé un nombre complexei)) et cette association
possede les propriétés suivantes :
(a) hermiticité (p[y) = (¥[p) = ((¥[w)* VYo,¢ € H
(b) linearité (|1 + ae) = (pli1) + alplps) Va € C,Vp,p; € H 3
(c) norme induite {|¢|| = [(¢|©)]'/2 >0 saufsip =0.

(1) "H est complet:
toute suite de Cauchy (en norme) danpossede une limite dafgé. En d’autres termes, $ip,, } est
une suite d’éléments de telle que
lim ||(Pn - SDmH =0 , 4
o0

m,n—

alors il existe un élément (unique)de ™ tel quelim,, . || — ¢n|| = 0.

Les espaces de Hilbert utilisés en mécanique quantiqud®as séparables, c.-a-d. ils ont une base
finie ou déenombrablement infinie. Wispace de Hilbert&parableest donc un espadé vérifiant, en
plus des axiomes (I)-(11), 'axiome suivant :

(IV) base orthonormée cenombrable:
il existe une base orthonormée dénombrablé{de.-a-d. une suite finie ou infiniey1, x2, x3, .-}
de vecteurs dé{ telle que

(X lxi) = 0k
et telle que tout vecteup de’H peut s’écrire comme combinaison linéaire{da, x2, x3, -} -

LadimensiordeH est alors définie comme le nombre de vecteurs d’une telle (edle peut étre finie
ou infinie).

Inégalites importantes dans un espace de Hilbert

Inégalitt de Cauchy-Schwarz

(el < llell - [1¥]] (8.1)

Inégalite du triangle:
le+vll < el + Il (8.2)
lo+ull” < 2lell” +2 ||vl’ (8.3)

Déemonstration : sip = 1, (8.1) est évident(o|e) = ||¢||*).
Sip # 1, supposons p.ex. que=£ 0. Alors, poura € C :

0< llp +ayll” = (o + avleo + ay) = |lol” + alely) +a™ (lp) + |af* [J9]]*.

En choisissant: = —([¢))/ ||1]]* , on obtient

1

TG el

0<|le®l] -

ce qui implique (8.1) en multipliant paiy||* .

3. Contrairement aux mathématiciens, les physiciensaae le produit scalaire linéaire dans le deuxieme aeguirat anti-

linéaire dans le premier(z1 + avz|p) = (Y1 + arhe) = (plh1) + a*(plb2) = (Y1le) + a* (P2le).
4. c.-a-d. pour tou¢ > 0 il existe un nombreV = N () tel que||pn — pm|| < eSin,m > N.
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Pour (8.2), on peut prendre=1:

le+vl> = [lell” + (elv) + @le) + [[vl (8.4)
< el + [el)| + @le) + [[9])?
< el + 2 llell - [l + 11wl

(1l + [lpl)?

Pour (8.3), remarquons que

lle = oII* = llell” = (el — (@le) + [l¥II®

d’'ol
(plw) + @le) < llell” +1¢II” -
En insérant cette inégalité dans I'équation (8.4), btiemt (8.3).

Exercice 10 (Lespace de HilbertC") :

Désignons pa€” un espace vectoriel linéaire de dimensiosur le corps des nombres complef&s
oun = 1,2, ... est un nombre naturel (fini). Désignons gar), ... des vecteurs d€™ . Veérifier queC™
est un espace de Hilbert séparable.

Indications:

(i) Utiliser la notationp = (a1, ...,a,),% = (B1,...,0,), pour les vecteurs d&€” , avecay, B €
C.

(i) Exprimer le produit scalaire entrgeety en termes des composanteset 3y, .

(i) Donnern vecteursy, xa, - - -, X» deC™ qui forment une base orthonormée@e.

(iv) Lanorme d'unvecteup deC™ est définie pafp|| = +/(p|¢) . Exprimer la norme de en termes
de composantes;, dey.
(V) Soity1, v2, ... une suite d’éléments dé qui est Cauchy, c.-a-d. telle que

lim [ — k|| =0.

m,k— o0

Montrer que cette suite possede une limite dans.-a-d. qu’il existe un vecteys de C™ tel que la
suite{y } converge verg en norme, c.-a-dimy_.o ||¢ — prl| =0.

Exercice 11 (Lespace de Hilbert?) :

Formellement I'espac# est obtenu en posant = oo dans I'Exercice 10. Ce sera donc un espace
vectoriel linéaire sur le corp€ de dimension infinie. Ses éléments sont des suites infitéasombres
complexes

v = (a1,a2,as,...). (8.5)
Mais pour pouvoir définir la norme (finie) d’une telle suitgil faut imposer la condition supplémentaire
suivante :

lell = ([ D lowl* < o0 (8.6)
k=1

Donci? est formé de toutes les suites (8.5) vérifiant la condit®6).
(@) Est-ce que les suites suivantes définissent des atémie/? ou non :

o1=(1,-1/vV2,1/V3,-1/V4,..) @y =(1,i/2,1/3,i/4,1/5,..) 7



116 CHAPITRE 8. ESPACES DE HILBERT ET GFRATEURS LINEAIRES

(b) Montrer que I'ensemblé& des suitesy vérifiant la condition (8.6) forme un espace de Hilbert
séparable, plus précisement que
(i) 12 est un espace vectoriel linéaire €ur
(i) 12 peut tre muni d’un produit scalaire strictement positif,
(iii ) 1% est un espace complet,
(iv) il existe un ensemble dénombralle;, x2, x3, . . .} d’éléments dé? qui forme une base ortho-
normée dé?, c.-a-d. tel quéy;|xx) = d, et tel que chaque élemeptlel? est combinaison linéaire

dexl, X2
(c) D’aprés (b,iv) tout élement de? est combinaison linéaire de;, x», ... . En général c’est une
combinaison linéaire d’'un nombre infini parmi les vecteyrsya, . . . , qui doit alors &tre interprétée

comme limite d’'une suite de combinaisons linéaires finladifite étant par rapport a la norme
de?). Pour rendre cela explicite, sait = (a1, as,as,...) un vecteur dé?, montrer qu'il existe
une suite{p,} (n = 1,2,...) de vecteurs dé& telle que chaque»,, est combinaison linéaire d’'un
nombre fini seulement des vecteyrs x2, . . . ettelle qud|y — ¢, || — 0 lorsquen — oo (8.6).

Exercice 12 (Lespace de HilbertZ?((a, b)) :

On peut envisager cet espace comme suit : on se place daespéxconsidéré dans I'Exercice 11 et
on interpréte un élement de I'espacé? comme une fonction a valeurs complexes définie sur les nesnb
naturelsN = {1,2, 3, ...} . On remplace I'argument discret [c.-a#d< N] par une variable continue (z
varie sur un intervalléa, b) . Donc on considére des fonctions a valeurs complexesidéfur un intervalle
(a,b) satisfaisant 'analogue de la condition (8.6), @8av

b
ol = /meM<m5 (8.7)

En utilisant cette définition il faut se rappeler qlié est isomorphe & et peut alors &tre &crit aussi en
utilisant un argument discret (c’est un espace de Hilbepggible). Pour la définition formelle voir la
section 8.1.3.
(a) Montrer que I'ensemble de ces fonctignest un espace vectoriel linéaire sur le catps
(b) Montrer qu'on peut définir un produit scalaif¢ ) dans I'ensemble des fonctions vérifiant (8.7) tel
que||¢||® = (¢|e) . Est-ce que I'axiome (I1) est satisfait ?

Définition : on désigne paf.?((a,b)) I'espace des classes d’équivalence des fonctjomérifiant
(8.7), deux fonctions étant équivalentes si elles sgatds presque partout (par exemple pour tout x
sauf un ensemble fini de pointg)?(a, b)) est un espace de Hilbert séparable.

(c) Soit(a,b) = (0,1). Est-ce que la fonctiop(z) = ¢*** (ou k est un nombre réel fixé) appartient a
L?((a, b)) ? Pour quelles valeurs de la constante réella fonctiony(z) = 2~ définit un élément
deL?((a,b))?

(d) Soit @, b) = R = (—oc, +00) . Est-ce que la fonctiop(z) = ¢*** (ol k est un nombre réel fixe)
appartient aL(R) ? Pour quelles valeurs de la constante réella fonctionwy(z) = (1 + |z|)~®
définit un élement dé&?(R) ?

(e) Soit(a,b) = (—m,+n). Donner une base orthonormeéeldd (a, b)) [Indication : séries de Fourier].
Montrer queL?((a, b)) estisomorphe &.

(f) Déterminer la dimension dB?((a, b)) .

(g) Donner une fonction continug(x) appartenant &2((0, c0)) mais qui ne converge pas vers zero
lorsquer — .

(h) Soit(a,b) = (—1,+1) ety la fonction définie patp(x) = 0si -1 < x < 0 etp(z) = 1 si
0 < z < 1. Montrer qu’il existe une suitdy,,} de fonctions continues syr1,+1) telle que
I — pall = 0.

5. En Analyse la normfl|| est parfois désignée pHrp||, .
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Remarques :

(i) Les fonctionsp(x) = e*** sont trés importantes en mécanique quantique ol elleapmelées des
ondes planes

(i) Les vecteurs de I'espace de Hilbdit((a, b)) sont des fonctions (plus précisement des classes
d’équivalence de fonctions.?((a, b)) est un espace dont les éléments sont des fonctionsj.ana-
espace de fonctions. Ce type d'espaces est courant en@aealauvent utilisé en physique.

(iii) Il existe des classes d’équivalence ne contenant auam@ién continue ou continue par mor-
ceaux. Dans des applications pratiques on a affaire a desgidos continues, et normalement on
fait comme si les élements d&*((a, b)) étaient des fonctions individuelles et non pas des classes
d’équivalence.

(iv) Lintégrale dans (8.7) est une intégrale de Riemann lisssep est continue par morceaux. Pour
d’autres fonctionsp il faut utiliser la définition plus générale de l'intéde (intégrale de Lebesgue)
de la section précédente.

8.3 Differents types de sous-ensembles d’'un espace de Hilbgft

Sous-ensembles denses

Soit H un espace de Hilbert € un sous-ensemble d€. On dit queD est dense dan¥ si, étant
donnéy € H ete > 0, il existe un éléemenp € D tel que

[l =l <e.

Vari étés linéaires et sous-espaces

Soit M un sous-ensemble linéaire d'un espace de Hilbgft.-a-d.p, ) € Meta € C = ¢ + o
appartient également. & ; en d’autres termes, toutes les combinaisons linéairesfinl’élements de m
appartiennent encore/® . Un tel ensembleM sera appelé uneariét lineairedansH .

Une variété linéaire\t dansH est clairement un espace vectoriel linéaire complexe mumi produit
scalaire (ce dernier étant donné par le produit scalaéfeniddans?, c.-a-d. sip,v» € M, alors leur
produit scalairgy|y) p¢dansM est simplemeniy|v) , leur produit scalaire dari¥ ). En généralM ne
sera pas complet par rapport & la noring c.-a-d. la limite d’'une suite de CaucHy,, } avecy, € M
n’appartiendra pas &1 mais seulement & . Si M est complet (c.-a-d. sM vérifie lui-méme tous les
axiomes | & 1V), on dira qua est unsous-espacdeH .

Attention : Laterminologie concernant les sous-ensembles lingaiest pas uniforme : certains auteurs
utilisent le terme "sous-espace” ou "sous-espace vettpoer une variété linéaire.

Complément orthogonal

Deux vecteurs, ¢» de H sont ditsorthogonauxe L ) si (¢|) = 0. Une suite{y1, @2, @3, ...} de
vecteurs dé< est diteorthonormeesi (¢;|ox) = ;i .

Soit A/ un sous-ensemble d¢. On définit sorcompEment orthogonalt dansH comme étant I'en-
semble des vecteurs @& qui sont orthogonaux a chaque vecteuNde

Nt ={peH|{elY) =0 VieN}. (8.8)

6. C.a.d.les vecteuns de la formey = fozl apYy , avecog € C ¢, € MetN < co.
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Théoreme de &composition :

Soit M un sous-espace d¢, M=+ son complément orthogonal. Alors tout vectgude H peut étre
décomposé de fagon unique en

V=1 +1y, avecy; € Mety € M- . (8.9)

[La démonstration est donnée dans I'annexe, 8.8].

Remarque : Dans la situation du theéoreme de décomposition, onuhit’g est lasomme directele M

et M+, et on écritH = M @ M- . Dans la suite il est sous-entendu que toute décompositi@omme
directe est une décompositiorthogonale

Exercice 13 (Sous-ensembles d#) :

(a) Soit M, 'ensemble des éléments @& qui n’ont qu’un nombre fini de composantes non-nulles
[c.-a-d.¢o = (a1, a2, a3, ...) appartient @M Si a, = 0 & I'exception d’un nombre fini de valeurs
dek].

- Montrer queM; est dense dari$.
- M est-il une variété linéaire dans?
- M est-il un sous-espace e?
(b) SoitM, I'ensemble des éléemengsde(? tels quen; = 0.
- M, est-il dense dang ?
- M, est-il une variété linéaire dans?
- My est-il un sous-espace e?
- Montrer queM, est isomorphe &.

(c) Soit M3 I'ensemble des € M, qui n’ont qu’un nombre fini de composantes non-nulles.

- M3 est-il dense dang ?
- M3 est-il dense dans1, ?
- Déterminer le complément orthogoneds de M .

(d) Soit M, I'ensemble degp € M; tels quea; = a3 = a5 = a7 = g
'ensemble des combinaisons linéaifedesdes vecteurgs, x4, X6, X85 - - -

- Déterminer le complément orthogoned; de M, .

- Déterminer le plus petit sous-espat€, del? qui contientM, .

- Veérifier qu'on a la décomposition suivante teen la somme directe de deux sous-espaces dont
chacun est isomorpheatout entier 1> = M, ® M.

... = 0 [c.-a-d.

Remarque : M, est appelé hdherencede M, ou lafermeturede M., .

Exercice 14 (Compeément orthogonal) :

Soit H un espace de Hilbert €t un sous-ensemble quelconque’e Montrer que le complément
orthogonal\V+ de NV est un sous-espace #é.

Exercice 15 (Sous-espaces d€&((a,b))) :

(@) Indiquer un sous-espace de dimension 1 et un sous-edpai@ension 2 dé?((—, +7)) .

(b) Soita; < as < by < by . Montrer queL?((az,bs)) peut &tre identifie de fagon naturelle avec
un sous-espace de*((a1,b;)) [établir un isomorphisme entrB?((az, b2)) €t un sous-espace de
L?((a1,b1))].

(c) Soita < b < c. Montrer queL?((a,c)) est la somme directe d&*((a,b)) et de L?((b,c)) :
L*((a,¢) = L*((a,b)) & L2((b,¢).
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(d) Désignons paM, I'ensemble des fonctions paires dab%((—a,a)) [a > 0] et parM_ I'en-
semble des fonctions impaires:€ M sip(x) = p(—z) et € M_ sip(x) = —p(—x) pour
toutz € (—a,a).

(i) Montrer quep, L p_Sipy € M etp_ € M_.

(i) Montrer que chaque € L?((—a,a)) peut étre écrit comme = ¢, +v_ avecy, € M et
Yo e M_.

(iii) Déduire des résultats précédents due et M _ sont des sous-espacesid (—a, a)) et que
My dM_ = L*((—a,a)).

8.4 Applications linéaires

Une application linéaire d’'un espace vectoriel linédirésur le corpsC) dans lui-méme est une cor-
respondance — Ap qui associe a chaque élémente )V un autre élémently deV et qui vérifie la
condition de linéarité

ap+ 19— Alap + ) =a- Ap + A Vo, € V,Va e C.

SiV est un espace de Hilbekt, on parle d’uropérateur linéaire plutdt que d’'une application linéaire.
Sidim H = n < oo, un opérateur linéaire peut étre donné (dans une basedis?{) sous forme d’'une
matricen x n:

A= {a;i} Jk=1,...n.

Sidim H = oo, il est peu commode d'utiliser le langage matriciel. Etaoigé une matriceo x oo,
celle-ci ne correspond en général pas a une applicatiéaite deH dansH . Ceci sera expliqué en relation
avec I'Exercice 19 qui se trouve un peu plus loin.

Un opérateur linkaire borré A est une application di dansH telle que

Alp+a) = Ap+ a - Ay Yo, € H,Va e C

et

[|A]|= sup Al <00 (8.10)
o£pen |l

(8.10) définit lanorme||.A|| de I'opérateur.A [a ne pas confondre avec la norfi|| d’un vecteur) !
L'éq. (8.10) définit la norme del en termes de la norme daksde certains vecteurs]. (8.10) implique que

Mgl <IIAllllell  Vee™r. (8.11)

Sidim H = oo, la donnée d’'un opérateur linéaire est équivalente@ohnée d’'une matrice x n et
la finitude deA (la condition (8.10)) est automatiquement vraiedBi’H = oo, le supremum dans (8.10)
n'est pas nécessairement fini, voir 'Exercice 19.

L adjoint.A* d'un opérateur linéaire borné est une applicationdirede’{ dansH telle que

(plAY) = (A%ply) Vo eH. (8.12)
(SidimH = n < oo, l'adjoint de A est donné par la matrice adjointé = AT). L'existence et I'unicité
de A* seront démontrées plus loin.

Un opérateur linéaire borné est appaléoadjointsi A* = A, en d’autres termes si

(plAY) = (Aply) Vo, b € H. (8.13)

Exercice 16 (Operateurs linéaires borrés) :
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(a) L'opérateur identié 1 est défini par
To=9¢p Yo eH.

Vérifier quel est un opérateur linéaire borné autoadjoint et cal@derorme.

(b) Faire de méme pourdpérateur £ro 0 définipar0 o = 0.

(c) Soit{x1,x2,X3,---} la base orthonormée dé introduite dans I'Exercice 11 (b,iv). Un opérateur
linéaire borné est entierement défini si on connalieion sur chacun des vecteyss. Par exemple,
soitC un opérateur linéaire tel que

Cy, = Xk k=1,2,...;

sip =12, arxr = (a1, a2, a3,...) estun vecteur d&, on doit avoir

= 1 ] 1
Cgp = ;akCXk = <7;O[1, 50@,%0&3, ZOL4,. ) .

Montrer que cet opérateut est borné, et déterminer sa norme et son adjéint Donner une
représentation matricielle deet deC*.
(d) SoitA et5 des opérateurs linéaires bornéset C.
(i) Montrer queA + a8 et AB sont également des opérateurs linéaires bornés.
ii) Montrer que(AB)* = B*A*.
(ii ) Montrer qued** = (A*)* = A.
(iv) Supposons4 et B autoadjoints. Sous quelles conditiods+ a3 ou AB sont-ils également
autoadjoints ?

8.5 Le dual d'un espace de Hilbert

Le dual’* d’'un espace de Hilbeftl est par définition 'ensemble des fonctionnelles linésibornées
surH, c.-a-d. I'ensemble des applicatiofis H — C telles que

flet+av) = fle)+af(y)  linearite

et
fI <cllgll v eH, fbornée

ou ¢ est une constante (indépendante/de
L'espace* est un espace vectoriel linéaire (la somme de deux fonutites linéaires bornées p.ex.
est encore une fonctionnelle linéaire bornée}{etest également normé, avec norme

lf ()]
. = . 8.14

Chaque vecteup de’H détermine un élémerf, de’*, en posant

fol) = (pl¥) (ouv varie surH) . (8.15)
En effet, le produit scalaire (pouyrfixé) est linéaire en, et
()]
follyg
Welbe = o oe, ol
< sup w (utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz (8.1))
o£per ||Vl

= llell -
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En faiton a
1 follye = lleol| (8.16)
puisque le supremum est atteint pQue ¢ :
(ple) _ llell” _
= = llel] -
lell el

Nous avons ainsi montré que chaque vecteuk{deeut &tre identifié avec un élément de I'espace dual
H*. Il S'avere que le contraire est également vrai (on peatddentifierH* etH ) :

Proposition (Lemme de Riesz) :

Soit H un espace de Hilberff une fonctionnelle linéaire bornée stf. Alors il existe un (unique)
vecteurp deH tel que

W) =(ely)  VpeH. (8.17)

En particulier :
17 = [l = Tl - (8.18)

(La démonstration de cette proposition est donnée enxary8es.)

Corollaire : Existence de I'adjoint .A* d’'un opérateur linéaire borné .4

Soit A un opérateur linéaire borné. Sqgitun vecteur fixé dg{. En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz (8.1) et (8.11), on obtient :

(el A < Ml A < [lelH AN = e (11

Commec,, est fini, le produit scalairép|.Ay) (considéré comme fonction de) définit une fonctionnelle
linéaire bornée suk . Donc d'apres le Lemme de Riesz il existe un unique vectéuiqui dépend de)
tel que

(plAY) = (¢*) VP EH. (8.19)
On définitA*p = ¢* . Comme chaque de’H détermine de fagon unique un vectetirdansH , on obtient
ainsi (en faisant variep sur) une applicationd* de’H dansH.

Vérifions que c’est bien un opérateur linéaitd™ (1 + ayp2) est 'unique vecteufy + aps)* tel que
(p1 + | AY) = ((p1 + ap2)*|¢h) Vip € H. Or

p1|AY) + a{pa| AV)

e1lv) + alpslY)

A 1Y) + a(A*pa|t)

A* o1 + aA” pa|)) Vi e H .

(1 + apa| Ar)

o~ o~~~

Donc on doit avoir{p; + aps)* = A*¢1 + ad*pa, c.-a-d.A* (01 + aps) = A*p1 + aA* s, Ce qui
exprime la linéarité ded* .

Exercice 17 (Norme de I'oerateur adjoint) :

Soit.A un opérateur linéaire borné.
(i) Montrer que son adjointl* est borné et qupA*|| < ||A]] -
(if) Montrer ensuite qug.A|| < ||.A*|| donc [aveci)] qu'on a en faif||.A*|| = ||A]|.
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Bras et kets ("Notations de Dirac”, utilisées par les physiciens)

Les vecteurs de I'espace de Hilbert sont appelékeiset désignés par un crochét)” dans lequel on
met une lettre qui spécifie le vecteur (plus généralemétdten mécanique quantique). Donc un vecteur
¢ de’H est notgy) .

Les vecteurs de I'espace dukl* sont appelés ddsras et désignés par un crochet ”. D'aprés la
Proposition qui précéde, chagyede H détermine un brdy| et chaque bra est de la fornje| pour
un certain vecteup de 7 . [Lutilisation de ces notations sera poussée plus loirt@urs de mécanique
quantique.]

En mettant un brdy| et un ket|i)) ensemble on obtient I'objefp|i)) le produit scalaire entre les
vecteursp ety (la valeur de la fonctionnellg, (voir (8.15)) "au point™) de’) ,. En mettant les mots bra
et ket ensemble, on obtient le mwaket(bracket est le mot anglais pour "crochet”).

Regle: Lorsqu’un bra se trouve a gauche d’un ket, ils se contragieur donner un nombre :

(D () = (ele) -

Si A est un opérateur linéaire borné datiety € H, alors.Aiy est un vecteur dg , donc il correspond
un ket|.41) & ce vecteur. On écrit

|A) = Alp) , (8.20)

c.-a-d. les opérateurs sont considérés comme agissals kets.
Le vecteurdy détermine également un bra. On écrit

(AY[ = [p) A", (8.21)

c.-a-d.les ogerateurs agissent sur les brasgaucheet lorsqu’on sort un opérateur d’un bra, cet opérateur
doit étrerempla@ par son adjointCeci est logique, puisqu’on a en termes du produit scalaire

(plAY) = (A ¢ly) . (8.22)
On utilise la notation suivante pour le produit scalairesigh?2?2) :

(ol Az)

(el Aly) . (8.23)

Exercice 18 (Braa droite d'un ket) :

Regardons I'expression
Atﬂltﬂz = |901><902| (824)

oU 1, 2 sont deux vecteurs de .

(i) Montrer que cette expression définit un opérateur IneédansH (agir avecA,, ,, sur un ket) ).

(i) Calculer la norme de cet opératelpf || - ||¢2]]) -

(iii) Vérifier que, sip1 = 2 = p et||p|| = 1 alorsA,,, est leprojecteur orthogonal sur le sous-espace
uni-dimensionnel engengélipar ¢, c.-a-d. queA,,, appliqué & un multiple du vecteyrle laisse invariant,
tandis que tout vecteur orthogonal &y est appliqué sub par.A.,.

(iv) Soit x1, x2, - - - un ensemble de vecteurs orthonorniés|xx) = ;% . Quelle est la signification

géomeétrique de I'opérateur
ol 7
k

Discuter le cas particulier ou les vecteyrsforment une base orthonormée®e
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8.6 Opérateurs non-bornés

La théorie des opérateurs dans un espace vectoriel dengiiomeinfinie fait apparaitre de nouveaux
probléemes :
() un opérateur dans un espace de dimension infinie peutétrdorre (cela arrive en mécanique quan-
tique pour des observables décrivant des grandeurs plessigi peuvent prendre des valeurs arbitrairement
grandes — par exemple la position d’une particule dansdesmfini, le moment cinétique d’une particule) ;
(i) un opérateur dans un espace de dimension infinie n'estgEEssairement défini sur tous les vecteurs
(souvent on a une expression formelle pour un opérateus, efla n’a pas de sens sur certains vecteurs —
un exemple est une matrice x co, comme on verra dans I'Exercice 19, ou I'opérateur fordyel: qui
n'a un sens que sur des fonctions d’onde différentiables).

Exercice 19 (Domaine d’'une application lirgaire) :

a) Considérons la matrice suivante

b

I
— = e = e
OO OO o -
SO OO O
OO OO o -

En se référant a la base orthonorni&e, x2, xs, - . .} del? de I'Exercice 11 (b,iv), calculer I'action
de A sur chacun des vecteuys, x2, X3, - - - - Pour quels: le vecteur imagedy, appartient-il encore
ar?
Conclusion: Dans un espace de Hilbett de dimension infinie, un opérateur linéaire n'est pas
nécessairement défini sur tous les vecteuf] d®n appellelomainele I'opérateur le sous-ensemble
deH sur lequel I'opérateur est défini.

(b) Dans la baséx1, x2, X3, - ..} utilisée déja dans (a), déterminer le domaine maxinoakible de
I'opérateur linéairds défini par

Bxi =kxi k=12,...

[donc, sip = >"p7; arxk = (a1, a2, as, . ..) estun vecteur d# , on doit avoir

By = Z kapxr = (lag, 209, 3as, 4ay, . . )] .
k=1

Montrer que ce domaine [désigné pa¢3)] est une variété linéaire daig et queD(B) est dense
dansi?. Quelle serait la matrice qui représente cet opérateur ?
(c) Faire de méme pour I'opératetidéfini par

_ Ak
CXk:(kl:) Xk k=1,2,...

Exercice 20 (Ogerateurs de multiplication dans L?((a, b))) :

Soit (a,b) un intervalle dar® . Si 6 est une fonction de (a,b) dafis on peut lui associer un opérateur
A dansL?((a, b)) en posant

(Ap)(z) = 0(z)p(x)  pourp € L*((a,b)) .

En d’autres termes la fonction imagkr de sousA est obtenue a partir de la fonctigren multiplianty
par la fonctiord. Un opérateur de ce type est appeléparateur de multiplication

7. Sans se soucier d'éventuels problémes de domaineefpsihts (a), (b) et (c).
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(a) Montrer queA est un opérateur linéaire.

(b) Montrer queA* est également un opérateur de multiplication, c.-atdil @xiste une fonction
p: (a,b) — Ctelle que

(A*)(z) = p(z)p(z) .
Quelle est la relation entygx) etf(x) ?

(c) SoitB un deuxiéme opérateur de multiplicatiofBy)(z) = B(x)e(x) ou g : (a,b) — C est une
fonction fixée. Montrer que le produ#tB est également un opérateur de multiplication et caldaler
commutateufA, B] = AB — BA.

(d) Quelle condition faut-il imposer a la foncti@rpour que I'opérateur soit
(i) borné
(i) autoadjoint
(iii) unitaire [c.-a-d. tel quel* A = AA* = 1]

(iv) un projecteur [c.-a-d. tel qud* = A = A2]? Dans le casi], quelle serait la norme dd (en
termes de la fonctiofi que I'on supposera continue) ?.

(e) SiA estnon-borné, quel est son domaine ?

(f) Considérer le cas particulier g, b) = (0,1) etf(z) = (e + )=, olle > 0 est une constante.
Montrer que I'opérateud est borné et autoadjoint. Déterminer ses valeurs prpoasia définition
ci-dessous) et sa norme.

(g) Qu’est-ce qui change si on met 0 dans I'exemple précédent?

8.7 Spectre d’'un ogerateur

Soit A un opérateur linéaire dans un espace de HilbertUn nombre complexe est appelé&aleur
proprede A s'il existe un vecteun) # 0 dansH tel que Ay = zv [ est alors appelé wecteur proprale
Al.

Sidim H < oo et A est autoadjoint, il existe une base orthonormég{dermée de vecteurs propres
de A, et les valeurs propres dé sont toutes réelles (diagonalisation d’'une matrice hggmmen x n). Si
dimH = oo, il se peut qued ne possede aucune valeur propre. Pour couvrir ces cagroddiit la notion
de "spectre”. Un nombre complexeappartient aspectrede 4 s'il existe une suitq ¢, } de vecteurs de
'H [plus préciséement dans le domaiRéA)] telle que

[lenll=1 Vn et lim |[(A—2)en|| =0. (8.25)

n—oo

Donc lespectres(.A) de. A est 'ensemble des nombres complex@®ur lesquels on peut trouver une telle
suite{p, } .

La notion de spectre est une généralisation de la notioakdeir propre. En effet, gi est valeur propre
de A, alorsz appartient au spectre dé : il suffit de poserp,, = ¢ pour toutn, oU est un vecteur propre
de A pour la valeur propre (||¢|]| =1, (A — z)p = 0). Mais la définition (8.25) est plus générale; il se
peut qu'il existe une suitgp,, } vérifiant (8.25) sans quesoit valeur propre del . (8.25) veut dire que
est "presque” valeur propre : pour taut> 0 il existe un vecteut) tel que||y|| = 1 et Ay ~ z1 dans le
sens qué|(A — 2)y|| < e.

Il est facile a montrer que le spectre d’'un opérateur aljbdat est réel [voir 'annex§8.8]. Il se peut
que le spectre ne consiste qu’en des valeurs propres éppsbectre purement discreh physique). Dans
le cas ou I'opérateur n'a aucune valeur propre, on pais dpectre purement continfvoir I'exercice
suivant pour des exempl®s En général un opérateur possédespactre mixtgc.-a-d. un certain nombre
de valeurs propres (mais I'ensemble de tous les vecteupsgem’engendre pas I'espace de Hilbert mais
seulement un sous-espacefdeainsi que du spectre continu.

Exercice 21 (Spectre d'un ograteur autoadjoint) :

SoitH = L?((a, b)) et soitA I'opérateur de multiplication par la variable X.Av)(x) = zv(x) .

8. Le spectre continu est un sous-ensembl® égant la puissance du continu, p.ex. un intervalle.
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(&) Quelles sont les valeurs propresAi@ [Indication : Exercice 20 (f)].
(b) Soitz un nombre complexe n’appartenant pas a l'intervallé] . Montrer que, sid désigne la
distance de a l'intervalle[a, b] , on a pour tout vecteus :

b
A=)l = [ (o= ) do > Pl

Conclure gue le spectre déest contenu dans, b] .

(c) Soitz € [a,b]. Montrer quez appartient au spectre d& en construisant une sui{eo,, } vérifiant
(8.25). Conclusion : le spectre de A est identique a I'ivedle [a, b] .

(d) Soit(Ap)(z) = 0(x)e(x) comme dans I'Exercice 20, @lest une fonction continue et réelle (donc
A est autoadjoint). Quel est le spectred@ Sous quelles conditions I'opératedipossede-t-il des
valeurs propres ?

Exercice 22 (Spectre de I'oprateur d’'impulsion) :

Formellement I'opérateur d’'impulsion pour une particeteune dimension (avdc= 1) est donné par
I'expressionP = —id/ dxz. Son domaine ne peut contenir que des fonctions diffeablets (avec dérivée
de carré intégrable).

(a) Considérons une particule confinée dans un intenidlfip.ex.Z = (—a, +a).

(i) Montrer que I'opérateurid/ dz: n'est pas autoadjoint [trouver des fonctions difféereita pour
lesquelles (8.13) n’est pas satisfait].

(if) Pour associer un opérateur autoadjointid/ dz, il faut prendre comme domaine @eun sous-
ensemble des fonctions différentiables en imposant deditons a la limite aux extrémités de.
Exemple : on n'admet que des fonctions d’ongdeatisfaisanto(+a) = ¢(—a) . Montrer que, sip
et satisfont cette condition, alors (8.13) est satisfait.

(iii) Déterminer les valeurs propres Be(avec comme domaine celui indiqué dainy (

(b) Considérons une particule ddhsDans ce cas on n’a pas besoin d'imposer des conditiongaita |
(a rinfini), car sip ety appartiennent &2(R), on peut montrer assez facilement que:) — 0
lorsquer — +oco.

(i) Quelles sont les valeurs propres®elans ce cas ?
(i) Comparer avec le résultat de (a) lorsque> co.

Exercice 23 (Sous-espace assédi une valeur propre d’un opérateur) :

Soit.A un opérateur linéaire borné dans un espace de Hilpett\ une valeur propre de A. Désignons
par My, 'ensemble des vecteurs propres.dé valeur proprée\, c.-a-d.

M Z{(,DEH’.A(,D:)\(,D}.

Montrer queM,; est un sous-espace @é.

Exercice 24 (Projecteurs) :

Soit M un sous-espace d’un espace de HilertM - son complément orthogonal. Alors tout vecteur
1 de H posséde une décomposition uniqueyen= ; + ¥, avecy; € M, ¥y € ML (d'aprés le
Théoreme de décomposition). La correspondaiee ), définit une application darg , la "projection
orthogonale” sur le sous-espagd . Cette application sera appelée le projectBuy sur le sous-espace
M . [ll serait plus précis d’appelé?, le projecteur orthogonal suv1].
(a) Veérifier queP, a les propriétés suivantes :
(i) P estlinéaire,
(i) Py estborng,
(i) P4 estautoadjoint
(iv) P estidempotentc.-a-d. P, = Pas .
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(b) Déterminer la normgPa4|| d’un projecteur.

(c) Ense plagantdans I'espace de HilBérdonner un exemple d’un projectefls, sur un sous-espace
m de dimensiori . De méme poudim M =0,dim M = 3 ,dim M = .

(d) Soit’H un espace de Hilbert & est une application linéaire d& dans™ ayant les propriétés
suivantes :
P estidempotent, c.-a-®> = P
P est autoadjoint, c.-a-d. on(@|y) = (¢|Pwy), pour toutp, ¢ € H
Montrer queP est un projecteur (orthogonal), c.-a-d. qu'il existe unsespacét de’H tel queP
est identique au projectefy, sur ce sous-espace.

Indications: PrendreM = {y € H]Pgo = p}. Utiliser le résultat de I'Exercice 23 pour voir que

est un sous-espace. Paue H , poseny; = P et = 1p — P et verifier quep; € M ety € M+ .

Exercice 25 (Isongtries et operateurs unitaires) :

Définition : Un opérateur linéaire boridé dans un espace de Hilbéttest appelé unisonétrie (ou un
opérateur isongtriqué si*U = 1.
(a) Montrer qu’une isométrie préserve le produit scalair-a-d. que

Uplthy) = (ely) Yo, eH. (8.26)

(b) Soiti/ une isométrie.
(i) Montrer queF = UU* est un projecteur.
(il) Montrer queF est égal au projectet®, sur le sous-espackt = {ng\gp € H} [l'image de'H
parl{]. (Indication : Tenir compte du résultat de I'Exercice 28.(
(iii ) Montrer quedim M = dim H .

Définition : Une isométrie est appelée opérateur unitairesi le sous-espac#1 dans (b) est égal a
H , en d’autres termes i = 1. Donc un opérateur linéaire borné est unitaire si

Uu=1 etud* =1. (8.27)

(c) Montrer que, silimH < oo, tout opérateur isométrique est unitaire (donc la pezenéquation
dans (8.27) implique la deuxiéme dans ce cas).
Indication: Utiliser (b.iii).

Remarque :SidimH = oo, il existe des sous-espaces strictdflde dimension infinie, donc il existe des
isométries qui ne sont pas unitaires. En physique lesatgérs unitaires sont particulierement importants
et il faut exiger les deux conditions dans (8.27) pour s’esguel{ soit unitaire.

8.8 ANNEXE

8.8.1 [Emonstration du Theoreme de &ecomposition
Nous utiliserons l'identité suivante : 8ietn sont des vecteurs dafs, alors

16 +0l* + 118 =all* = {[1611” + (nl6) + 161"} + {1611 — (Bln) — (nl6) + |Inl|*}
= 2[|6]]* +2(n]|” . (8.28)

Nous désignons patla distance de) a M , c.-a-d.
= inf - ¢ .
d= inf ||v— ¢l

(a) Montrons d’abord qu’il existe un unique vecteyy € M tel qued = || — pol| .
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() Existence choisissons une suil{eok|k =1,2,...} dansM telle que
lim (9 — gyl = d.

Prenond = (¢ — ¢;)/2 etn = (¢ — ¢x)/2 dans (8.28). Nous obtenons que

2 2

1 1 1 1
H?%—%)ZQW—%W+yW—%W+V—ﬂ%+W)

Commeyp; + ¢ € M || — 4 (p; + gak)||2 > d?. Donc

2 2 1 2 .
Z||<Pj—<Pk|| <§||¢—<Pj|| +§||¢—<Pk|| —d> =0 lorsquej, k — oo .

Donc{yx} est une suite de Cauchy (deH3. Désignons sa limite pas, . On apy € M, puisqueM est
un sous-espace fermé. Do — || > d . D’autre part
1 = oll < |l = @xll + [lon — @ol| = d+0=d.
Ceci montre quélv — ¢ol| = d.
(i) Unicité : Supposons gu'il existe deux vecteupg) etcp(Q) dansM tels que

o=l = e -7l = a-

En prenant = (v — ga(l))/Q etn = (¢ — ¢(2))/2 dans (8.28), on obtient comme dansque

2 1 2
RS e Sy )

Donel [ — i || =0, c-audigf’) = el

(b) Pour démontrer (8.9), prenotts = ¢, . Doncyy = 1 — g, et il faut montrer que, € M=+, en
d’'autres termes qué|y2) = 0 pour chaque € M. Soit doncp # 0 un vecteur fixé deM , et posons
a = (pl)2) . Soit

PVt R

Clairementp € M, donc||y) — ¢|| > d . Ainsi

a
W —oll® = (Y2— T Hgﬂlw o ||2/)>
2
2 |a| 2
= |2l = —= (plY2) — —= (2lp) + — = Il
||P|| ||P|| lpll
2
> la® o lal”
= ||1P2|| - 3 ) )
ell™  lell™ el
2 2
= el - -
Il Irdi

Comme||yp — <p||2 > d? (voir plus haut), nous pouvons conclure gue: 0.
Montrons encore l'unicité de la décomposition (8.9). Segpns que;, 7. € M, 01,0, € M+ et

m + 01 =mn2+0;.
Nous devons montrer qug = 1. etf, = 05. Or
0 = [I0]]* = [jm + 61 — (2 + 62)[”
= [(m —m) + (01 — 62)|I°
= [l —mall* + 1161 — 62,
car(n; —n2|61 — 62) = 0. Donc||m — n2|| = ||61 — 62]| = 0, et par conséquent ong = 12 etd; = 5.
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8.8.2 Demonstration du Lemme de Riesz

(a) Soit M I'ensemble des vecteuts € H tels quef(y) = 0. Montrons queM est un sous-espace
fermé:

) Y1, e M,a € C= f(Yr +are) = f(1) + af(2) =0+0=0,

(i) si {¢on} € M etlimpy, n—oo ||¥Ym — ¥nl|| = 0, alors la suite{vy, } posséde une limit¢) dansH
(c.-a-d.yp € H), etil faut montrer que> appartient aVt (compktudede M), c.-a-d. que ) = 0. Or

LFO)] = 1f () = thn +bn)| = [F (0 = tbn) + F ()] < |[f ]y [0 — Ul -

Comme||y) — ¢, || — 0 pourn — oo, on doit avoirf(y) = 0.

(b) Sif =0, 0nprendp = 0; on aalors bield = f(¢) = (0]Y) =0 Vi € H.

Si f # 0, il existe un vecteur de H tel quef(x) # 0. On écrity = x1 + x2 avecy; € M et
x2 € M~ (en utilisant le Théoréme de décomposition (§.3). Alors

flx2) = fx—x1)=fx)— flxa) = f(x) #0.

en particulierys # 0 (puisquef(0) = 0).
Si 1) est un vecteur quelconque @€ considérons le vecteyr — f&i}) x2 . On a alors

G IR ()] _
f( —mm)—f@m f(XQ)f(XQ)—O,

donc le vecteur) — ff&/;)) X2 appartient a1 . Commey, L. M, on aura

f(b)

(x2|Y — ) x2) =0,
c.-a-d
F@W)(x2lv) = F()lxal
donc
F() = ﬁfil olt)  WheH.

En posantp = ‘{gﬁ% X2 (ce qui est bien un vecteur @, puisqud|x2|| # 0), on obtient (8.15).

(c) Montrons encore qug est unique. Sp1, 2 sont deux vecteurs tels que

fW) = (i) = (palyp) Vo eH,

alors
(pr—p2l) =0 VY eH.
En particulier, pout) = ¢1 — ¢ : ||o1 — ol |° .
D’apres I'axiome Ill, on doit avoip; — o = 0, C.-a-d.p; = Y2 + 0 = o .

8.8.3 [Emonstration du fait que le spectre d’'un oferateur autoadjoint est reel
On a (utiliser (8.1))
[(@nl(A = 2)en)| < llenll [I(A = 2)en|| = [I(A = 2)enll = 0,

etde méme
(A= 2)pn|on) — 0 lorsquen — oo .
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Donc
lim {{¢n|(A = 2)¢n) — (A= 2)enlen)} =0. (8.29)

n—oo

Or,commed* = A :

(Onl(A = 2)en) = (A" = 2)@nlen) = (A= Z)@nlen) -

En insérant cette identité dans (8.29) et en désignant p@partie imaginaire du nombre complexeon
voit que
. — . . . . 2 .
0= Tim ((z = Z)gn|pn) = lm (2ippn|en) = =2ip- i |lp||” = =2ip,

n—oo

doupu=0.



