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8.2 Définition et exemples d’espaces de Hilbert . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 113
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8.7 Spectre d’un opérateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 124
8.8 ANNEXE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 126



Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Ce cours n’est censé remplacer ni les cours de mathématique, ni les cours de physique. En effet, ce
n’est pas du tout un cours de théorie, l’élément central ´etant les exercices. On va donc essayer de limiter
l’enseignement théorique à une heure de telle sorte que vous ayez deux heures à disposition pour le travail
sur les exercices, avec l’aide des assistants.

Le but de ce cours est de présenter certains outils mathématiques importants pour les cours de physique
de deuxième et troisième année. Aussi, il est fait pour vous mettre en confiance et vous familiariser avec
les calculs, ce qui est plus difficile dans un cours traditionnel. Utilisez alors cette opportunité d’apprendre à
travailler sur des problèmes, et surtout n’hésitez pas àposer des questions aux assistants !

1.2 Evaluation

Votre progrès est évalué par des contrôles continus, cequi veut dire qu’il y a un test de courte durée
(2h à la place d’une séance d’exercices) à la fin de chaque bloc, donc 5 tests en tout. Le but est de voir si
vous avez compris l’essentiel du sujet, l’étudiant (ou l’´etudiante) qui travaille bien pendant les heures du
cours sur les exercices devrait réussir. Vous avez droit aux calculatrices et aux notes du cours, mais les notes
des exercices ne sont pas admises. La note finale est la moyenne arithmétique des quatre meilleures notes.
Si vous êtes absent lors d’un contrôle continu, vous recevez la note “0”. Un contrôle continu est toujours
annoncé au plus tard pendant la session précédente.

Il est cependant possible de passer un examen régulier pendant la session d’examens, qui a lieu après la
fin du cours, à la place des contrôles continus. Toutefois,la participation à deux tests entraı̂ne l’inscription
automatique au contrôle continu. Ceci exclut l’inscription à l’examen. L’échec au contrôle continu compte
comme une tentative à l’évaluation de l’enseignement, etest donc équivalent à l’échec d’un examen.
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3 Calendrier provisoire

Le calendrier provisoire (qui changera fort probablement selon les besoins) est :
22.9.10 Tenseurs 1
29.9.10 Tenseurs 2
6.10.10 Tenseurs 3
13.10.10 Tenseurs 4
20.10.10 Tenseurs 5
27.10.10 Tenseurs 6 etcontrôle continu 1 (tenseurs)
3.11.10 Distributions 1
10.11.10 Distributions 2
17.11.10 Distributions 3
24.11.10 Fonctions de Green 1
1.12.10 Fonctions de Green 2
8.12.10 Fonctions de Green 3
15.12.10 Intégration complexe 1 etcontrôle continu 2 (distributions et fonctions de Green)
22.12.10 Intégration complexe 2
23.2.11 Intégration complexe 3
2.3.11 Intégration complexe 4
9.3.11 Intégration complexe 5 etcontrôle continu 3 (intégration complexe)
16.3.11 Probabilité 1
23.3.11 Probabilité 2
30.3.11 Probabilité 3
6.4.11 Statistique 1
13.4.11 Statistique 2
20.4.1 Statistique 3
4.5.11 Groupes 1 etcontrôle continu 4 (probabilité et statistique)
11.5.11 Groupes 2
18.5.11 Groupes 3
25.5.11 Groupes 4 etcontrôle continu 5 (groupes)
1.6.11 réserve

1.4 Enseignants

nom bureau email
Martin Kunz Ecole de Physique 224 Martin.Kunz@unige.ch
Mathias Albert Sciences I 217
Mona Frommert Sciences I 219

1.5 Remarques sur les notes du cours

Une première version de ce cours a été créée par Werner Amrein (distributions, fonctions de Green,
tenseurs, espaces de Hilbert), Jean-Pierre Imhof (probabilités et statistique) et Henri Ruegg (groupes). Les
notes ont été modifiées et étendues par d’autres enseignants, principalement par Michel Droz, Cathérine
Leluc et Xin Wu (probabilité et statistique), Eugène Sukhorukov (distributions, fonctions de Green), Olivier
Piguet et Michele Maggiore (théorie des groupes) et Ruth Durrer (espaces de Hilbert, fonctions de Green).
Je remercie aussi Umberto Cannella pour la transcription enlatex de certains chapitres, et Mathias Albert
pour son aide avec le chapitre sur l’intégration complexe.



Chapitre 2

Les Tenseurs

On considère un espace géométrique (par exempleIR3, une sphère dansIR3). Grosso modo un tenseur
est un objet associé à cet espace (par exemple une grandeurphysique) qui obéit à une certaine loi de
transformation lorsqu’on change de système de coordonnées (l’expression de cet objet dans le nouveau
système de coordonnées est obtenue à partir de celle dansl’ancien système de coordonnées d’une façon très
spécifique). Le terme “tenseur” fut introduit par le physicien W. Voigt ; le mot vient du fait que l’on peut
représenter les tensions dans un solide par un tenseur.

Du point de vue mathématique, le concept de tenseur est une généralisation de celui de vecteur.

2.1 Vecteurs

Soit V un espace vectoriel réel de dimensionn (n < ∞) 1. Nous désignons parV∗ le dual deV :
V∗ est l’ensembleL(V , IR) des applications linéairesf : V → IR. V∗ est également un espace vectoriel
réel de dimensionn. Si f ∈ V∗, nous utilisons la notation〈f, v〉 pour la valeurf(v) de f appliqué au
vecteurv ∈ V ; donc

〈f, v〉 ≡ f(v) ∈ IR .

Dans la suite nous utiliserons la notationv∗ (plutôt quef ) pour les éléments deV∗. Donc

〈v∗, v〉 ≡ v∗(v) ∈ IR si v∗ ∈ V∗, v ∈ V .

Si {e1, . . . , en} est une base deV nous désignons par{e∗1, . . . , e∗n} la base duale deV∗ :

〈e∗i, ej〉 ≡ e∗i(ej) = δij =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
. (2.1)

Nous utilisons des indices inférieurs pour des vecteurs deV et des indices supérieurs pour des vecteurs
deV∗. La raison pour ce choix deviendra plus claire par la suite.

L’espace vectorielV et son dualV∗ sont isomorphes. Néanmoins, il convient de distinguer entre des
vecteurs appartenant àV et des vecteurs appartenant àV∗. Les premiers sont appelés des vecteurs contra-
variants, les derniers des vecteurs covariants. Cette terminologie reflète le comportement des composantes
des vecteurs dans différentes bases lors du passage d’une base à une autre, comme nous allons l’expliquer
maintenant.

1. Nous ne considérons ici que des espaces vectoriels sur lecorpsIR, car c’est suffisant pour des applications en physique ; les
définitions s’étendent aisément à des espaces vectoriels sur des corpsIK plus généraux.
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8 CHAPITRE 2. LES TENSEURS

2.1.1 Vecteurs covariants

Les élémentsv∗ deV∗ sont appelés desvecteurs covariants. Donc un vecteur covariant est une ap-
plication linéairev∗ : V → IR. Pour expliquer la terminologie, regardons comment se transforment leurs
composantes dans différentes bases lors du passage entre deux bases. Siv∗ ∈ V∗ et{ej} est une base deV ,
on peut exprimerv∗ comme combinaison linéaire desn vecteurse∗1, . . . , e∗n qui forment une base deV∗ :

v∗ =

n∑

k=1

Tke
∗k , (2.2)

oùT1, . . . , Tk sont des nombres réels appelés lescomposantes dev∗ par rapportà la base{ej} (observer
que le développement dans (2.2) est dans la base duale{e∗k}, qui est une base deV∗ ; la base duale est
déterminée de façon univoque par la donnée de la base{ej} de V , donc la terminologie “composantes
de v∗ par rapport à la base{ej}” est raisonnable). En vertu de (2.1), on a l’expression suivante pour les
composantes dev∗ :

Tk = 〈v∗, ek〉 ≡ v∗(ek) .

Prenons maintenant une deuxième base{ẽ1, . . . , ẽn} deV , et désignons la base duale par{ẽ∗1, . . . , ẽ∗n}
(donc〈ẽ∗i, ẽj〉 = δij). Chacun des vecteurs̃ej est une combinaison linéaire dee1, . . . , en, nous pouvons
donc écrire

ẽj =

n∑

k=1

α k
j ek .

Lesn2 nombresα k
j décrivent le changement de base{ej} → {ẽj}, on peut les considérer comme formant

une matricen×n, α ≡ {α k
j } (le premier indicej spécifiant la ligne, le deuxième indicek la colonne de

cette matrice ; leur emplacement, supérieur ou inférieur, sera expliqué ultérieurement).
De façon similaire, chacun des vecteursẽ∗j est une combinaison linéaire dee∗1, . . . , e∗n :

ẽ∗j =
n∑

k=1

βjke
∗k . (2.3)

Comme les bases duales sont déterminées par la donnée desbases deV , il est clair qu’il doit y avoir une
relation entre la matriceβ ≡ {βjk} et la matriceα ≡ {α k

j }.

Exercice 1 :

(a) Montrer que
∑n

k=1 β
i
kα

k
j = δji , ou écrit avec des matrices (en faisant attention à l’ordre des indices

relative à la loi de multiplication de matrices)βαT = I = la matrice identité (doncβ = (αT )−1 est
l’inverse de la transposée de la matriceα).
(b) Si Tk désignent les composantes d’un vecteur covariantv∗ par rapport à la base{ej} et T̃j celles par
rapport à la base{ẽj} (doncv∗ =

∑n
k=1 Tke

∗k =
∑n

k=1 T̃kẽ
∗k), montrer que

T̃j =

n∑

k=1

α k
j Tk . (2.4)

(c) Considérer le cas particulier :

ẽ1 = −3e1 + 5e2 (2.5)

ẽ2 = e1 − e2 (2.6)

et calculer les composantesα k
j de la matrice de changement de base, ainsi que les composantes T̃j du

vecteur covariant dans cette nouvelle base (exprimés comme fonction desTk).
(d) Soit

w∗ = 2e∗1 + e∗2;

trouverT1 etT2 puis calculerT̃1 et T̃2 pour le changement de base de (c).
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Commentaire: La formule (2.4) montre que les composantes d’un vecteur covariant se transforment de
la même façon que les bases deV (c’est-à-dire avec la matriceα), d’où la terminologiecovariant (se
transformercomme les bases). Il ne faut pas oublier dans ce contexte que lescomposantes d’un vecteur
covariant sont définies par rapport à des bases deV∗, tandis que la matriceα détermine un changement de
base dansV .

2.1.2 Vecteurs contravariants

Les élémentsv deV sont appelés desvecteurs contravariants. Ces vecteurs peuvent être développés
dans des bases deV . Si {e1, . . . , en} est une telle base, on aura

v =

n∑

k=1

T kek ,

où T 1, . . . , T n sont des nombres réels appelés lescomposantes dev par rapport à la base{ej}. Ils
sont donnés parT k = 〈e∗k, v〉. Si on désigne par̃T k les composantes dev par rapport à une autre
base{ẽ1, . . . , ẽn} deV (doncv =

∑n
k=1 T

kek =
∑n
k=1 T̃

kẽk), alors

T̃ j =
n∑

k=1

βjkT
k , (2.7)

oùβ ≡ {βjk} est la matriceβ = (αT )−1.

Exercice 2 :

Démontrer la loi de transformation (2.7).

Commentaire: Le terme “vecteurcontravariant” s’explique par le fait que ses composantes se transforment
contrairement aux vecteurs de base (c’est-à-dire comme les vecteurs des bases duales, avec la matrice
β = (αT )−1).

2.2 Tenseurs

2.2.1 Tenseurs covariants d’ordre 2

Soit v∗1 et v∗2 deux vecteurs covariants. On peut leur associer un produit (leur “produit tensoriel”),
désigné parv∗1 ⊗ v∗2, de la façon suivante :v∗1 ⊗ v∗2 est une application deV × V dansIR donnée par

v∗1 ⊗ v∗2(v1, v2) = 〈v∗1, v1〉〈v∗2, v2〉 , (2.8)

où v1, v2 varient surV (tandis quev∗1 et v∗2 sont fixés). Il est clair quev∗1 ⊗ v∗2 définit une application
bilinéaire (linéaire dans le premier argumentv1 ainsi que dans le deuxième argumentv2) deV ×V dansIR.
C’est un cas particulier de tenseur covariant d’ordre 2. En général untenseur covariant d’ordre 2est une
application bilinéaireT : V × V → IR, donc satisfaisant

T (v1 + λ1w1, v2 + λ2w2) = T (v1, v2) + λ2T (v1, w2) +

+λ1T (w1, v2) + λ1λ2T (w1, w2) (2.9)

si vi, wi ∈ V etλi ∈ IR. Nous désignons parT 0
2 l’ensemble des tenseurs covariants d’ordre 2.T 0

2 est un es-
pace vectoriel (on peut additionner des applications bilinéaires, et on peut les multiplier par des constantes).
T 0

2 contient également des applications qui ne sont pas un produit de vecteurs covariants2.

2. Exemple : si{e1, e2} est une base deV , alors l’application bilinéairee∗1 ⊗ e∗1 + e∗2 ⊗ e∗2 n’est pas un produit ; on peut
vérifier que l’hypothèsee∗1 ⊗ e∗1 + e∗2 ⊗ e∗2 = v∗1 ⊗ v∗2 , pour certainsv∗1, v∗2 ∈ V∗, mène à une contradiction.
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La dimension de l’espace vectorielT 0
2 est n2. Pour le voir, soit{e1, . . . en} une base deV ,

{e∗1, . . . , e∗n} la base duale deV∗. Considérons lesn2 éléments deT 0
2 formés par les tenseurs produits

Ejk ≡ e∗j ⊗ e∗k (j, k = 1, . . . , n) ,

doncEjk(v1, v2) = 〈e∗j , v1〉〈e∗k, v2〉. Cesn2 tenseurs{Ejk} forment une base deT 0
2 , comme expliqué

dans l’exercice qui suit :

Exercice 3 :

(a) Vérifier que lesEjk sont linéairement indépendants. Plus précisément : supposer queT ≡∑n
j,k=1 λjkE

jk = 0 ; en calculantT (ei, eℓ), on trouve queλiℓ = 0.
(b) Si T ∈ T 0

2 est un tenseur covariant arbitraire d’ordre 2, montrer qu’il existe des constantesTjk telles
que

T =

n∑

j,k=1

TjkE
jk . (2.10)

Indication: PuisqueT et Ejk sont bilinéaires, il suffit de vérifier l’identité (2.10)sur des vecteurs de la
base{ej}, donc

T (ei, eℓ) =

n∑

j,k=1

TjkE
jk(ei, eℓ) ∀ i, ℓ = 1, . . . , n .

Se convaincre que ceci est satisfait si
Tjk = T (ej, ek) .

Lesn2 nombresTjk sont appelés lescomposantes du tenseurT par rapport à la base{ej}. Par rapport
à une autre base{ẽj} deV , les composantes deT sont les nombres

T̃jk = T (ẽj, ẽk) .

Exercice 4 :

Soit{α k
j } la matrice donnant le changement de base{ej} → {ẽj}, c’est-à-dirẽej =

∑n
k=1 α

k
j ek.

(a) Vérifier la loi de transformation des composantes deT :

T̃jk =

n∑

i,ℓ=1

α i
j α

ℓ
k Tiℓ

(un facteurα •
• pour chacun des deux indices spécifiant les composantes !)

(b) Pourn = 2 considérer le tenseur suivant

T = 2e∗1 ⊗ e∗1 + e∗1 ⊗ e∗2 − 2e∗2 ⊗ e∗1 + 3e∗2 ⊗ e∗2 ;

en utilisant la matrice{α k
j } trouvée dans (1c), calculer̃Tjk .

Exercice 5 :

Soit n = 3 et les vecteurs de baseei forment une base orthonormée “normale” (nous allons voir la
définition précise plus tard, ce n’est pas important ici).L’énergie cinétiqueε d’un système en rotation peut
être écrite commeε = 1/2I(ω, ω) où ω =

∑3
i=1 ω

iei est le vecteur (axial) de la vitesse angulaire, et
I =

∑3
j,k=1 IjkE

jk est le tenseur d’inertie.
(a) Calculerε pourω = γe3 (rotation autour de l’axee3 avec vitesse angulaireα) etI = 2mℓ2(e∗2 ⊗ e∗2 +
e∗3 ⊗ e∗3) (le tenseur d’inertie de deux masses ponctuellesm au points(±ℓ, 0, 0)).
(b) Calculer les composantes deω et I pour le changement de base correspondant à une rotation autour de
l’axe e2 d’un angleϕ.
(c) Calculer explicitement l’énergie cinétiqueε pour le cas (b) et vérifier qu’elle ne dépend pas de l’orien-
tation des vecteurs de base.
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2.2.2 Tenseurs covariants d’ordreq

Les considérations précédentes s’étendent aisémentau concept de tenseur covariant d’ordre généralq
(q ∈ N). Choisissonsq vecteurs covariants, c’est-à-direq éléments deV∗ désignés parv∗1, . . . , v∗q. Leur
produit tensoriel est une application deV × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

q fois

dansIR donnée par

v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗q(v1, . . . , vq) = 〈v∗1, v1〉〈v∗2, v2〉 · · · 〈v∗q, vq〉 , (2.11)

où lesv1, . . . , vq varient surV . Le produitv∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗q définit une application multilinéaire (linéaire
dans chacun desq arguments) deV × · · · × V dansIR. Plus généralement, untenseur covariant d’ordreq
est défini comme une application multilinéaire

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q fois

→ IR ,

satisfaisant donc

T (v1, . . . , vj−1, v + λw, vj+1, . . . , vq) = T (v1, . . . , vj−1, v, vj+1, . . . , vq)

+λT (v1, . . . , vj−1, w, vj+1, . . . , vq) (2.12)

pour chaquej = 1, . . . , q (v, w, vi ∈ V , λ ∈ IR).
Nous désignons parT 0

q l’ensemble des tenseurs covariants d’ordreq. (Pourq = 1 on obtient les vecteurs
covariants, doncT 0

1 = V∗).T 0
q est un espace vectoriel (on peut additionner des tenseurs covariants dumême

ordreq, et on peut les multiplier par des constantes). On peut introduire une base deT 0
q , en commençant par

une base{ej} deV et en prenant tous les tenseurs qui sont un produit deq vecteurs de la base duale{e∗i}.
Plus précisément, soit

Ei1···iq = e∗i1 ⊗ · · · ⊗ e∗iq (i1, . . . , iq = 1, . . . , n) (2.13)

le produit (au sens tensoriel) des vecteurse∗i1 , . . . , e∗iq (à noter que le même vecteur de la base duale{e∗j}
peut apparaı̂tre plusieurs fois dans (2.13)). DoncEi1···iq est une application multilinéaireV ×· · ·×V → IR
donnée par

Ei1···iq(v1, . . . , vq) = 〈e∗i1 , v1〉〈e∗i2 , v2〉 · · · 〈e∗iq , vq〉 .
En répétant les arguments de l’Exercice 3 (avecq facteurs au lieu de 2 facteurs), on voit que lesnq ten-
seurs{Ei1···iq} forment une base deT 0

q . Donc siT ∈ T 0
q est un tenseur covariant d’ordreq, on peut l’écrire

comme combinaison linéaire desEi1···iq :

T =

n∑

i1,...,iq=1

Ti1···iqE
i1···iq ,

les nombresTi1···iq étant donnés par

Ti1···iq = T (ei1 , . . . , eiq) . (2.14)

Ce sont lescomposantes du tenseurT par rapport à la base{ei}.

Exercice 6 :

Déterminer la loi de transformation des composantes d’un tenseurT covariant. Plus précisément :
soit {ẽj} une deuxième base deV (ẽj =

∑n
k=1 α

k
j ek), et soitT̃i1···iq les composantes deT par rapport à

cette base :
T̃i1···iq = T (ẽi1 , . . . , ẽiq) .

Etablir la relation entre les̃Ti1···iq et lesTi1···iq .



12 CHAPITRE 2. LES TENSEURS

Dans (2.8) et (2.11) nous avons introduit la multiplicationde vecteurs covariants. De façon similaire on
peut définir lamultiplication de tenseurscovariants arbitraires (pas nécessairement du même ordre). SiS ∈
T 0
q etT ∈ T 0

s , alors leproduitS ⊗ T est un tenseur covariant d’ordreq + s (c’est-à-direS ⊗ T ∈ T 0
q+s)

défini par
S ⊗ T (v1, . . . , vq+s) = S(v1, . . . , vq)T (vq+1, . . . , vq+s) . (2.15)

Pourq = s = 1, (2.15) est identique avec (2.8).

Exercice 7 :

(a) Vérifier que la formule (2.15) définit bien un tenseur (c’est-à-dire une application multilinéaire).
(b) Est-ce que la multiplication de tenseurs est commutative ou non ?
(c) Exprimer les composantes du produitS ⊗ T en termes des composantes deS et deT .

2.2.3 Tenseurs contravariants

La théorie des tenseurs contravariants est très semblable à celle des tenseurs covariants, il suffit de
remplacer partout l’espace vectorielV parV∗ (et doncV∗ par (V∗)∗). Ici il faut se rappeler qu’on peut
identifier (V∗)∗ avecV . En effet, chaque vecteurv ∈ V définit une application linéaireV∗ → IR par la
formule

v(v∗) = 〈v∗, v〉 ;

ici v est fixé etv∗ varie surV∗. D’autre partdim(V∗)∗ = dimV∗ = dimV = n ; donc chaque élément
de(V∗)∗ peut être identifié de façon univoque avec un vecteurv deV .

Un vecteur contravariant était défini comme un élémentv de V , c’est donc aussi une application
linéaire V∗ → IR. Un tenseur contravariant d’ordrep (p ∈ N) est une application multilinéaire
T : V∗ × · · · × V∗
︸ ︷︷ ︸

p fois

→ IR, satisfaisant donc

T (v∗1, . . . , v∗j−1, v∗ + λw∗, v∗j+1, . . . , v∗p) = T (v∗1, . . . , v∗j−1, v∗, v∗j+1, . . . , v∗p)

+λT (v∗1, . . . , v∗j−1, w∗, v∗j+1, . . . , v∗p)(2.16)

pourj = 1, . . . , p (v∗, w∗, v∗i ∈ V∗, λ ∈ IR). L’ensemble des tenseurs contravariants d’ordrep est désigné
parT p

0 (T 1
0 ≡ V est l’ensemble des vecteurs contravariants).T p

0 est un espace vectoriel ; une base deT p
0

est donnée par lesnp tenseurs

Ej1···jp = ej1 ⊗ · · · ⊗ ejp (j1, . . . , jp = 1, . . . , n) .

Ej1···jp est le produit, au sens tensoriel, dep vecteurs d’une base{ej} deV . Ses valeurs sont

Ej1···jp(v∗1, . . . , v∗p) = 〈v∗1, ej1〉〈v∗2, ej2〉 · · · 〈v∗p, ejp〉 .

SiT ∈ T p
0 est un tenseur contravariant d’ordrep, il peut être écrit comme combinaison linéaire desEj1···jp :

T =

n∑

j1,...,jp=1

T j1···jpEj1···jp , (2.17)

avec
T j1···jp = T (e∗j1 , . . . , e∗jp) . (2.18)

Les nombresT j1···jp sont appelés lescomposantesdu tenseurT ∈ T p
0 par rapport à la base{ej} (les

indices spécifiant ces composantes sont placés en haut, cequi distingue les tenseurs contravariants des
tenseurs covariants dont les composantes sont écrites avec des indices inférieurs).
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Exercice 8 :

(a) SoitT ∈ T p
0 etp = 2. En procédant comme dans l’Exercice 3(b), vérifier (2.17)-(2.18) dans ce cas.

(b) SoitT ∈ T p
0 , T j1···jp ses composantes par rapport à une base{ej} deV et T̃ j1···jp ses composantes par

rapport à une autre base{ẽj}. En utilisant (2.3), déterminer la loi de transformation de ces composantes
(considérer d’abord le casp = 2, puis le cas général).
(c) Donner la formule pour la multiplication de tenseurs contravariants (siS ∈ T p

0 etT ∈ T r
0 , alorsS ⊗ T

sera un tenseur contravariant d’ordrep+ r).

2.2.4 Tenseurs mixtes

Une combinaison des notions de tenseur covariant et tenseurcontravariant donne celle detenseur mixte.
Un tenseurp fois contravariant etq fois covariant surV est une application multilinéaire (c’est-à-dire
linéaire dans chaque argument)

T : V∗ × · · · × V∗
︸ ︷︷ ︸

p fois

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q fois

→ IR (2.19)

(donc lesp premiers arguments sont des vecteurs deV∗, lesq derniers des vecteurs appartenant àV). Nous

dirons aussi queT est un tenseur du type
[p
q

]
surV . Le nombrep+ q est appelé lerangdu tenseurT .

L’ensemble des tenseurs du type
[
p
q

]
sera désigné parT p

q . Sip = 0, resp.q = 0, on retrouve l’espaceT 0
q

des tenseurs covariants d’ordreq, resp. l’espaceT p
0 des tenseurs contravariants d’ordrep. On définit encore

(pourp = q = 0) les tenseurs deT 0
0 comme étant des constantes ; donc un tenseur du type

[0
0

]
est un

nombre réel, et ces tenseurs sont appelés desscalaires.
Il est clair queT p

q est un espace vectoriel (on peut additionner des tenseurs dumêmetype, et on peut les
multiplier par des scalaires). On peut aussi multiplier deux tenseurs quelconques : SiS ∈ T p

q etT ∈ T r
s ,

leurproduitS ⊗ T est un tenseur du type
[p+ r
q + s

]
donné par

S ⊗ T (v∗1, . . . , v∗p+r, v1, . . . , vq+s) =

S(v∗1, . . . , v∗p, v1, . . . , vq)T (v∗p+1, . . . , v∗p+r , vq+1, . . . , vq+s) . (2.20)

Une base deT p
q peut être construite en prenant lesnp+q produits dep vecteurs d’une base{ej} deV et q

vecteurs de la base duale{e∗j} :

E
j1···jq
i1···ip = ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ · · · ⊗ e∗jq .

Donc
E
j1···jq
i1···ip (v∗1, . . . , v∗p, v1, . . . , vq) = 〈v∗1, ei1〉 · · · 〈v∗p, eip〉〈e∗j1 , v1〉 · · · 〈e∗jq , vq〉 .

Le développement d’un tenseur généralT ∈ T p
q dans cette base est :

T =

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jq=1

T
i1···ip
j1···jqE

j1···jq
i1···ip , (2.21)

où les coefficientsT ij···ipj1···jq (des nombres réels) sont donnés par

T
i1···ip
j1···jq = T (e∗i1 , . . . , e∗ip , ej1 , . . . , ejq) .
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Exercice 9 :

Pour des cristaux anisotropes, la conductivité électriqueσ peut être différente dans certaines directions.
Dans ce cas, la densité de courant estj = σE, où j etE sont des vecteurs etσ est alors un tenseur mixte

du type
[
1
1

]
pour assurer que la densité de courant est une quantité indépendante du choix de base.

(a) Ecrire la loi de transformation des composantesσji du tenseur de conductivité.
(b) Soient dans une base “standard” (orthonormée){e1, e2, e3} (n = 3) les composantes du tenseurσ =∑3
i,j=1 σ

j
iE

i
j :

[σji ] =




1
√

2 0√
2 3 1

0 1 1


 .

Faire une transformation de base

ẽ1 =
1√
6
e1 +

√
3

2
e2 +

1

2
√

3
e3

ẽ2 = − 1√
3
e1 +

√
2

3
e3

ẽ3 =
1√
2
e1 −

1

2
e2 +

1

2
e3.

(Ecrit comme matrice, l’inverse de cette transformation est la matrice transposée.) Quels sont les compo-
santes deσ dans la base{ẽj}? Donnez une interprétation physique du résultat.

Exercice 10 :

(a) SoitS, T ∈ T p
q . Quelles sont les composantes de la sommeS+T en termes de composantes deS etT ?

(b) SoitS ∈ T p
q etT ∈ T r

s . Donner les composantes du produitS ⊗ T en termes de composantes deS et
deT .
(c) Vérifier la loi de transformation des composantes d’un tenseurT ∈ T p

q lors d’un changement de
basẽej =

∑n
k=1 α

k
j ek :

T̃
i1···ip
j1···jq =

n∑

k1,...,kp=1

n∑

ℓ1,...,ℓq=1

βi1k1 · · ·β
ip
kp
α ℓ1
j1

· · ·α ℓq
jq
T
k1···kp

ℓ1···ℓq . (2.22)

Donc chaque composante contravariante se transforme avec la matriceβ = (αT )−1 et chaque composante
covariante avec la matriceα.

Attention : Une matricen×n est une notation commode pour plusieurs objets mathématiques de nature
très différente :a) une collection quelconque den2 valeurs,b) la représentation d’une application linéaire
A : V → V dans une base donnée de cet espace,c) les composantes d’un tenseur de rang2 dans une
base donnée (notons que cette possibilité d’écriture pour un tenseur est très particulière : dès que le rang de
celui-ci est supérieur à2, l’écriture matricielle n’est plus possible). Les matricesα = {α k

j } etβ = {βjk},
faisant partie de la catégorieb) ci-dessus, décrivent le passage entre deux bases et n’ont aucun rapport avec
un tenseur ; les composantes d’un tenseur se réfèrent à une seule base, tandis que lesα k

j et βjk sont des
objets dépendant de deux bases différentes.

2.2.5 Convention de sommation d’Einstein

Dorénavant l’équation (2.22) sera écrite comme suit :

T̃
i1···ip
j1···jq = βi1k1 · · ·β

ip
kp
α ℓ1
j1

· · ·α ℓq
jq
T
k1···kp

ℓ1···ℓq . (2.23)
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Dans (2.23) nous avons omis d’indiquer les opérations de sommation, en utilisant la convention suivante :

Si dans une expression un indice apparaı̂t deux fois (une fois en haut, une fois en bas), il est sous-entendu
qu’on somme sur les valeurs possibles de cet indice (donc de1 àn). Un indice de ce type est appelé un
indice muet.

Un indice apparaissant une seule fois dans une expression est appelé unindice libre.
Exemples: (a) Dans (2.23),i1, . . . , ip, j1, . . . , jq sont des indices libres, ils apparaissent une fois dans le
membre de gauche et une fois dans celui de droite.k1, . . . , kp etℓ1, . . . , ℓq sont des indices muets (comparer
avec (2.22)).
(b) Soitn = 2. Si {Tjk} est une matrice2×2, {Sijk} un ensemble de23 = 8 nombres (i, j, k = 1 ou 2)
eta = (a1, a2) un vecteur, alors la formule

Tjk = Sijka
i (2.24)

est une abréviation pour les quatre équations

T11 =

2∑

i=1

Si11a
i , T12 =

2∑

i=1

Si12a
i , T21 =

2∑

i=1

Si21a
i , T22 =

2∑

i=1

Si22a
i .

Dans l’équation (2.24),i est un indice muet etj, k sont des indices libres.

2.2.6 Terminologie des physiciens

En physique il est usuel d’utiliser le terme “tenseur” pour les composantesT i1···ipj1···jq (et non pour l’appli-
cation multilinéaireT ). Ces composantes ont une signification physique (par rapport à une base d’un espace
vectorielV qui peut être par exemple l’espaceIR3 ou l’espace-temps de Minkowski). Donc les physiciens
considèrent un tenseur comme un objet avec des indices en haut et/ou en bas (indices contravariants res-

pectivement covariants) ; plus précisément, les physiciens appellent tenseur du type
[p
q

]
la donnée,dans

chaque basedeV , d’un arrangement denp+q nombresT i1···ipj1···jq ayant la loi de transformation (2.23) pour
tout changement de base.

2.2.7 Tenseurs et grandeurs avec indices

Etant donné des nombresT i1···ipj1···jq et une base{e1, . . . , en} deV , on peut définir une applicationT :

Vpq → IR par la formule (2.21), donc un tenseur du type
[p
q

]
(comme dans (2.19),Vpq désigne le produit

cartésien dep copies deV∗ et q copies deV). D’autre part, étant donné, pour chaque base{ẽi} deV , un
arrangement denp+q nombresT̃ i1···ipj1···jq , ceci ne définit en général pas un tenseur : pour chaque base{ẽi} on

obtient bien une applicatioñT : Vpq → IR, mais en général ces applications sont différentes l’une de l’autre
(elles sont identiques si et seulement si la loi de transformation (2.22) est satisfaite pour chaque couple{ei},
{ẽi} de bases). Donc la propriété que lesT̃ i1···ipj1···jq soient un tenseur (plus précisément qu’ils définissent les
composantes d’un tenseur dans les différentes bases deV) est une propriété très spéciale.

Exercice 11 :

Soitn = 3.
(a) Dans chaque base deV , on se donne trois nombres comme suit :T = (0, 1, 0) [donc le même arrange-
ment de trois nombres dans chaque base]. Est-ce que ceci définit un vecteur covariant ou non ?
(b) Dans chaque base deV , on se donne neuf nombres par la matrice




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .
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Est-ce que ces nombres définissent un tenseur d’ordre2 covariant (doncTjk = δjk dans chaque base) ?
Un tenseur d’ordre2 contravariant (doncT jk = δjk dans chaque base) ? Un tenseur d’ordre2 mixte
(doncT kj = δkj dans chaque base) ?

Exercice 12 :

Supposons donné dans chaque base d’un espace vectorielV un arrangement den2 nombresb kj ayant la
propriété suivante : pour chaque vecteur covariantS, les nombresTj = b kj Sk se transforment comme les
composantes d’un vecteur covariant. Alorsb kj se transforme nécessairement comme un tenseur.

Ce résultat peut être utile en physique. En mécanique parexemple on a la relationLj = I kj ωk entre
la vitesse angulaireω et le moment cinétiqueL ; comme ce sont deux grandeurs vectorielles (densités
vectorielles de même poids−1, ou ”vecteurs axiaux”),I doit être un tenseur.

2.2.8 L’opération de contraction

La contraction (simple)est une application linéaire deT p
q dansT p−1

q−1 (si p, q > 1). La définition la

plus simple est en termes de composantes. SoitT ∈ T p
q . Les composantesT i1···ipj1···jq deT dans une base{ei}

portentp indices libres contravariants(i1, . . . , ip) et q indices libres covariants(j1, . . . , jq). On choisit une
paire formée d’un indice contravariant et d’un indice covariant et on donne le même nom à ces deux indices ;
ainsi deux indices libres deviennent muets (et il y a une sommation à effectuer). De cette façon on obtient
un arrangement denp+q−2 nombres (p− 1 indices libres contravariants etq − 1 indices libres covariants),

et il s’agit en effet d’un tenseur du type
[
p− 1
q − 1

]
(en effectuant dans chaque base{ẽi} la contraction sur la

même paire d’indices).
Exemple: Choisissons la paire(i1, jq). Les composantes du tenseur contracté serontT

ki2···ip
j1···jq−1k

(k étant un

indice muet, donc de sommation), ou égalementT
i1···ip
j1···jq−1i1

(i1 désignant l’indice de sommation).

Exercice 13 :

(a) SoitS un vecteur contravariant etT un vecteur covariant. Dans une base{ei} on aS = Sjej et

T = Tje
∗j . Les nombresSjTk définissent un tenseur du type

[
1
1

]
. Après contraction on obtient un scalaire

(le “produit scalaire” des vecteursS etT ). Vérifier cela explicitement avec le changement de base de(1c),
S = 2e1 + e2 etT = e∗1 + 2e∗2, c’est-à-dire montrer qu’on ãSkT̃k = SjTj .

(b) SoitT ijkℓ les composantes d’un tenseur du type
[
2
2

]
. Vérifier que la loi de transformation deT ijjℓ est bien

celle d’un tenseur du type
[
1
1

]
. En d’autres termes : sitiℓ = T ijjℓ et t̃iℓ = T̃ ijjℓ , alors on a bieñtiℓ = βikα

r
ℓ t

k
r .

Remarque: On peut itérer l’opération de contraction et définir descontractions multiples. Si m ∈ N
et p, q > m, on peut choisirm paires d’indices différents, chacune formée d’un indicecontravariant et
d’un indice covariant, et effectuer une contraction sur chacune de ces paires. Le résultat est un tenseur du

type
[
p−m
q −m

]
. Exemple(m = 2) : si T ijkℓr sont les composantes d’un tenseur du type

[
2
3

]
, alorsT ijjir est

un vecteur covariant (r est l’indice libre).

2.2.9 Tenseurs syḿetriques et tenseurs antisyḿetriques

Soit q > 2 et 1 6 i < j 6 q. Un tenseurT ∈ T 0
q estsyḿetrique(resp.antisyḿetrique) par rapport à

la paire(i, j) si ses valeurs ne changent pas (resp. changent de signe) souspermutation dui-ème etj-ième
argument, c’est-à-dire si

T (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vq) = T (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vq) (2.25)
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resp.

T (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vq) = −T (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vq) . (2.26)

T estcompl̀etement syḿetrique(resp.compl̀etement antisyḿetrique) si (2.25) (resp. (2.26)) est satisfait pour
toute paire(i, j).

De façon analogue on définit des propriétés de symétrieou d’antisymétrie de tenseurs contravariants.

Exercice 14 :

(a) Utiliser (2.14) pour exprimer la propriété de symétrie ou d’antisymétrie d’un tenseurT ∈ T 0
q en termes

des composantes deT . Si q = 2, les composantesTjk deT peuvent être considérées sous forme de ma-
tricen×n ; quelles sont les propriétés spéciales de cette matricesi T est symétrique ou antisymétrique?
(b) Vérifier que chaque tenseur covariant (ou contravariant) d’ordre 2 possède une décomposition unique
en la somme d’un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymétrique.
(c) SoitS ∈ T 0

2 un tenseur symétrique etT ∈ T 2
0 un tenseur antisymétrique. Montrer queSjkT jk = 0.

Rajoutons que l’ensemble des tenseurs complètement symétriques (q fois covariants) est un sous-espace
de l’espace vectoriel deT 0

q . Il en est de même pour l’ensemble des tenseurs complètement antisymétriques.

2.2.10 Pseudotenseurs

Le terme “pseudotenseur” est utilisé pour certaines grandeurs qui ont une loi de transformation tenso-
rielle pour une classe restreinte de changements de base. Des cas particuliers sont souvent rencontrés en
physique.

Définition : Une densit́e tensorielledu type
[
p
q

]
et de poidsN consiste en la donnée, dans chaque base

deV , denp+q nombresT i1···ipj1···jq se transformant comme suit (comparer avec (2.22)) :

T̃
i1···ip
j1···jq = |α|Nβi1k1 · · ·β

ip
kp
α ℓ1
j1

· · ·α ℓq
jq
T
k1···kp

ℓ1···ℓq , (2.27)

où α = {α k
j } est la matrice qui définit le passage de la base{ei} à la base{ẽi}, |α| = detα est le

déterminant deα, etβ = (αT )−1.
Sous des changements de base avecdetα = 1, (2.27) coı̈ncide avec la loi de transformation d’un

tenseur.
Les densités tensorielles de rangm = 0 (p = q = 0) sont appelées desdensit́es scalaires, celles de

rangm = 1 desdensit́es vectorielles(covariantes ou contravariantes). Parfois on emploie le terme “capacit́e
tensorielle” pour des densités tensorielles de poids négatif(N < 0).

Un tenseur est simplement une densité tensorielle de poidsN = 0. Le produit d’une densité tensorielle
de rangm1 et poidsN1 avec une densité tensorielle de rangm2 et poidsN2 est une densité tensorielle de
rangm1 +m2 et poidsN1 +N2. SiN2 = −N1, ce produit est un tenseur de rangm1 +m2.
Exemple: Le produit d’un tenseur de rangm et d’une densité scalaire de poidsN est une densité tensorielle
de rangm et poidsN .

Exercice 15 (Scalaires et pseudoscalaires) :

(a) Mettre en évidence la différence entre un scalaire et une densité scalaire en considérant leur loi de trans-
formation lors du passage d’une base{e1, . . . , en} à la base{−e1, . . . ,−en} (doncẽi = −ei).
(b) Si Tjk sont les composantes d’un tenseur covariant d’ordre 2, désignons par|T | = det{Tjk} le
déterminant de la matrice{Tjk}. Est-ce que|T | est un tenseur ? ou une densité tensorielle ? Si oui, indiquer
son type et son poids.
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Exercice 16 (Le symboleε de Levi-Civit à) :

Soit d’abordn = 3. On pose

εijk = εijk =





+1 si (i, j, k) est une permutation paire de(1, 2, 3),

−1 si (i, j, k) est une permutation impaire de(1, 2, 3),

0 sinon.

(2.28)

(a) Ecrire explicitement quelques valeurs de ce symbole (choisir quelques valeurs pouri, j, k et écrire la
valeur deεijk)
(b) A chaque base on associe33 = 27 nombresεijk par la définition ci-dessus (donc la définition de
ces 27 nombres est la même dans chaque base : si on désigne par ε̃ijk le symbole de Levi-Cività pour une
base{ẽi}, on aε̃ijk = +1, −1 ou0 sous les conditions spécifiées dans (2.28)).
A montrer : Lesεijk définissent une densité tensorielle covariante d’ordre 3(complètement antisymétrique)
de poidsN = −1 (donc du type capacité), et lesεijk une densité tensorielle contravariante d’ordre3 et
poidsN = +1.
Indications: SiA = {A k

j } est une matrice3×3 (par exempleA = α), posons

τℓrs = εijkA
i
ℓ A

j
r A

k
s . (2.29)

(i) Vérifier queτℓrs est complètement antisymétrique. Par conséquent on doit avoir τℓrs = νεℓrs pour un
nombreν ∈ IR.
(ii) Se convaincre queτ123 = detA. En déduire queν = detA, donc

τℓrs = (detA)εℓrs . (2.30)

(iii) PrendreA = α et déduire de (2.29) et (2.30) la loi de transformation deεijk.
(c) Montrer que le symbole de Levi-Cività se transforme comme un tenseur pour des changements de
base{ej} → {ẽj} dansIR3 donnés par des rotations propres. (Rappel : une rotation deIR3 est décrite par
une matrice orthogonaleO, c’est-à-dire satisfaisantOTO = I = la matrice identité3×3. Une rotation est
propre si elle préserve l’orientation de la triade de base.)

Exercice 17 (Contractions deε) :

Soitn = 3 etε défini comme dans l’exercice précédent.
(a) En utilisant les propriétés des permutations, se convaincre que

εijkε
lmn = δliδ

m
j δ

n
k + δmi δ

n
j δ

l
k + δni δ

l
jδ
m
k − δmi δ

l
jδ
n
k − δliδ

n
j δ

m
k − δni δ

m
j δ

l
k. (2.31)

(b) Calculerεijkεimn (sommation sur indices répétés !).
(c) Calculerεijkεijn.
(d) Calculerεijkεijk.

Exercice 18 (Le symboleε pour la relativit é) :

Le symbole de Levi-Cività peut être considéré enn dimensions pour toutn > 2. ε portera alorsn indices
et sera complètement antisymétrique. Nous considéronsici le casn = 4, en adoptant les notations utilisées
en relativité (voir le§ 3.4) : les indices sont désignés par des lettres grecques et prennent les valeurs0, 1, 2
et3. Donc

εµνρσ = εµνρσ =





+1 si (µ, ν, ρ, σ) est une permutation paire de (0, 1, 2, 3),

−1 si (µ, ν, ρ, σ) est une permutation impaire de(0, 1, 2, 3),

0 sinon.

Comme dans l’Exercice 14,εµνρσ est une densité tensorielle covariante de poidsN = −1 (d’ordre 4),
etεµνρσ une une densité tensorielle contravariante de poidsN = +1.

Calculer le scalaireεµνρσεµνρσ.



2.3. TENSEURS SUR UN ESPACE VECTORIEL MUNI D’UNE ḾETRIQUE 19

2.3 Tenseurs sur un espace vectoriel muni d’une ḿetrique

2.3.1 Tenseur ḿetrique

SoitG une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée surV . DoncG est une application bilinéaireV×
V → IR (c’est-à-dire un tenseur covariant d’ordre 2) telle que

(a) G(v1, v2) = G(v2, v1) ∀ v1, v2 ∈ V , (2.32)

(b) si v ∈ V est tel queG(v, w) = 0 ∀w ∈ V , alorsv = 0 . (2.33)

Si G(v, v) > 0 pour toutv 6= 0, on dit queG estdéfinie positive. SiG(v, v) < 0 pour toutv 6= 0, on dit
queG estdéfinie ńegative. Dans les autres cas (si les valeurs deG peuvent être positives ou négatives), on
dit queG estindéfinie.

Dans une base{ej} deV , les composantesgij ≡ G(ei, ej) deG forment une matricen×n symétrique
non-dégénérée. Cette matrice peut être diagonalisée (voir le cours d’Algèbre I ou le livre de W. Greub
“Linear Algebra”) ; plus précisément il existe une base distinguée dans laquelle la matrice{gij} a la forme




1
1

. . .
1

O

O

−1
. . .

−1
−1







n+




n−

(n+ + n− = n) (2.34)

Le nombren+ d’entrées+1 s’appelle l’indexdeG, la différencen+ − n− est lasignaturedeG.G est une
forme définie si et seulement sin+ = n oun− = n.

En physique on rencontre souvent le cas d’un espace vectoriel V avec une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée distinguée (ayant une interprétation physique ; des exemples seront considérés plus loin).
On parle d’unespace vectoriel muni d’une métrique, et la forme bilinéaire distinguéeG est souvent appelée
la métriquedeV (parfois on parle de pseudo-métrique dans le cas oùG est indéfinie).

Si v1 est un vecteur fixé deV , alorsG(v1, v2) est (en tant que fonction dev2) une application
linéaire V → IR, donc un élément deV∗ que nous appelonsϕ(v1). De cette façon on associe à
chaquev1 ∈ V un élémentϕ(v1) deV∗, avec

G(v1, v2) = 〈ϕ(v1), v2〉 ∀ v1, v2 ∈ V . (2.35)

L’applicationϕ : V → V∗ estlinéaire(puisqueG est bilinéaire) etinjective(siϕ(v1) = ϕ(v′1), alorsG(v1−
v′1, v2) = 0 pour toutv2 ∈ V , et la propriété (2.33) de la métrique mène àv1−v′1 = 0, c’est-à-direv1 = v′1).

Ainsi la donnée d’une métriqueG permet de définir un isomorphismeϕ : V → V∗ satisfaisant (2.35).
Si v∗1, v∗2 sont des vecteurs deV∗, alorsϕ−1(v∗1) etϕ−1(v∗2) appartiennent àV , et on peut définir une
forme bilinéaire symétrique non-dégénéréeG∗ surV∗ en posant

G∗(v∗1, v∗2) = G(ϕ−1(v∗1), ϕ−1(v∗2)) .

Remarque: La forme bilinéaireG∗ introduite ci-dessus est un tenseur 2 fois contravariant, entièrement
déterminé parG ; vice versa,G est entièrement déterminé par la donnée deG∗, car G(v1, v2) =
G∗(ϕ(v1), ϕ(v2)).G etG∗ peuvent être envisagés comme deux réalisations différentes d’une seule entitég.
Ainsi un tenseur ḿetriqueg est un tenseur de rang 2 (symétrique et non-dégénéré),G est son expression
covariante etG∗ son expression contravariante. Par abus la formeG est elle-même appelée tenseur métrique
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Exercice 19 (Composantes du tenseur ḿetrique) :

Soit{e1, . . . , en} une base deV et{e∗1, . . . , e∗n} la base duale. Il est usuel de désigner les composantes
covariantes d’un tenseur métrique pargjk et ses composantes contravariantes pargjk :

gjk = G(ej , ek) , gjk = G∗(e∗j , e∗k) .

(a) Siei est un vecteur de la base deV , alorsϕ(ei) est élément deV∗, donc de la forme

ϕ(ej) = cjke
∗k (sommation surk !)

pour certains nombrescjk. Vérifier quecjk = gjk. Donc

ϕ(ej) = gjke
∗k . (2.36)

(b) Montrer de même que
ϕ−1(e∗j) = gjkek . (2.37)

(c) Déduire de (2.36) et (2.37) que
gjkg

kℓ = δℓj . (2.38)

En termes matricielles :g ≡ {gjk} et g∗ = {gjk} sont des matrices symétriquesn×n, et leur produit est
la matrice identité.

Remarque: Si V est muni d’une métrique, chaque base{e1, . . . , en} deV détermine deux bases deV∗, à
savoir la base duale{e∗1, . . . , e∗n} et la base{ϕ(e1), . . . , ϕ(en)}. En général ce sont deux bases différentes
deV∗. En effet, d’après (2.36), elles sont identiques (c’est-`a-dire on aϕ(ej) = e∗j pourj = 1, . . . , n) si et
seulement sigjk ≡ G(ej , ek) = δjk.

2.3.2 Covariance, contravariance et ḿetrique

Soit V un espace vectoriel muni d’une métrique. Nous avons vu que le tenseur métrique peut être
exprimé sous forme covariante (indices en bas pour les composantes) ou sous forme contravariante (indices
en haut pour les composantes). Plus généralement, la donnée d’une métrique permet (par l’intermédiaire de
l’isomorphismeϕ : V → V∗) d’établir des relations biunivoques entre grandeurs covariantes et grandeurs
contravariantes (nous insistons sur le fait que de telles relations ne sont possibles que siV est muni d’une
métrique).Sur un espace vectorielV muni d’une ḿetrique, un tenseur ǵeńeral peutêtre consid́eré comme
étant une seule entité que l’on peut exprimer sous forme covariante ou sous forme contravariante ou sous
forme mixte.Nous allons expliquer cela en considérant des exemples.
Exemple 1: Vecteurs
Si v ∈ V est un vecteur contravariant, alorsv∗ ≡ ϕ(v) est son expression covariante. En termes des
composantes :

si v = vjej , ϕ(v) = vke
∗k , (2.39)

alors (utiliser (2.36)) :
ϕ(v) = vjϕ(ej) = vjgjke

∗k . (2.40)

Comparaison de (2.39) et (2.40) donne

vk = gjkv
j = gkjv

j .

En combinant ceci avec (2.38), on trouve

gikvk = gikgkjv
j = δijv

j = vi ,

c’est-à-dire
vi = gikvk .
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Donc : les composantes covariantes sont obtenues en termes des composantes contravariantes en multi-
pliant par la matriceg = {gjk}. Les composantes contravariantes sont obtenues à partir des composantes
covariantes en multipliant par la matriceg

∗ = {gjk}. Autrement dit : la matrice{gjk} permet de “baisser”
un indice, la matrice{gjk} de “monter” un indice. Dans la suite, on utilisera la notation vk pourvk.

Exercice 20 :

Supposons que par rapport à une certaine base{ei} deV , les composantes covariantes d’un certain
vecteurv soient les nombres(1, 0, . . . , 0). Trouver les composantes contravariantesvj de ce vecteur par
rapport à la même base.

Exemple 2: Tenseurs de rang 2

SoitT une application bilinéaireV×V → IR (un tenseur du type
[
0
2

]
). Comme nous l’avons fait pour le ten-

seur métrique, on peut l’exprimer sous forme contravariante (c’est-à-dire on peut lui associer un tenseurT ∗

du type
[
2
0

]
) en posant

T ∗(v∗1, v∗2) = T (ϕ−1(v∗1), ϕ−1(v∗2)) .

En termes de composantes par rapport à une base{ej} :

si T = TijE
ij avec Tij = T (ei, ej)

et T ∗ = T ijEij avec T ij = T ∗(e∗i, e∗j) ,

alors (utiliser (2.37)) :

T ij = T (ϕ−1(e∗i), ϕ−1(e∗j)) = T (gikek, g
jℓeℓ) (2.41)

= gikgjℓT (ek, eℓ) = gikgjℓTkℓ . (2.42)

Les composantes contravariantes du tenseurT s’obtiennent à partir de ses composantes covariantes en
montant chaque indice avec une matrice{grs}. Similairement les composantes covariantes se calculent `a
partir des composantes contravariantes en baissant chaqueindice à l’aide d’une matrice{grs} :

Exercice 21 :

(a) Montrer que

Tij = gikgjℓT
kℓ

(doncT̃ij = g̃ikg̃jℓT̃
kℓ dans une autre base{ẽj}).

(b) Expression mixte pourT : un tenseur de rang 2 peut également être exprimé sous forme mixte (on peut
associer àT ∈ T 0

2 un tenseurT ∈ T 1
1 ) :

T (v∗, w) = T (ϕ−1(v∗), w) (v∗ ∈ V∗, w ∈ V) .

En écrivant

T = T ikE
k
i , avecT ik = T (e∗i, ek) ,

montrer que

T ik = gijTjk = gkℓT
iℓ

(un seul indice à monter ou à baisser, donc une seule matrice{grs} ou{grs}). Egalement :

Tjk = gjiT
i
k , T jk = gkℓT jℓ .
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Exemple 3: Tenseurs de rang 3

Soit T une application trilinéaireV × V × V → IR (un tenseur du type
[0
3

]
). On peut lui associer un

tenseurT ∗ du type
[
3
0

]
, ainsi qu’un tenseurT du type

[
1
2

]
et un tenseurT∼ du type

[
2
1

]
par les formules

suivantes :

T ∗(v∗1, v∗2, v∗3) = T (ϕ−1(v∗1), ϕ−1(v∗2), ϕ−1(v∗3)) , (2.43)

T (v∗, v1, v2) = T (ϕ−1(v∗), v1, v2) , (2.44)

T∼(v∗1, v∗2, v) = T (ϕ−1(v∗1), ϕ−1(v∗2), v) , (2.45)

oùv∗, v∗j ∈ V∗ etv, vj ∈ V .

Exercice 22 :

(a) Considérons les composantesTijk deT et les composantesT ijk deT ∗ :

Tijk = T (ei, ej , ek) , T ijk = T ∗(e∗i, e∗j , e∗k) .

Etablir les relations
T ijk = giℓgjrgksTℓrs

et
Tijk = giℓgjrgksT

ℓrs .

(b) Désignons parT ijk resp.T ijk les composantes deT resp.T∼ :

T ijk = T (e∗i, ej , ek) , T ijk = T∼(e∗i, e∗j, ek) .

Etablir les relations entre ces nombres et les composantesTijk deT .

Remarque: Dans le contexte présent , il faut faire attention à bien placer les indices. L’écriture utilisée
parfois au chapitre 2, en mettant des indices supérieurs verticalement au-dessus des indices inférieures
(par exempleT ij , T

i1i2
j1j2

) n’est plus admissible ici. On devrait écrire par exempleT i
j , T i1i2j1j2 ; T i1i2 k

j1
est

obtenu en montant le dernier indice deT i1i2j1j2 : T i1i2 k
j1

= gkj2 T i1i2j1j2 (j2 est un indice muet dans cette
équation).

Dans certaines applications la position d’un indice a une interprétation précise. Par exemple, siI est le
tenseur d’inertie en mécanique, c’est-à-dire le tenseurde proportionnalité entre le moment cinétique et la
vitesse angulaire, alorsIjk (pourj, k fixés) donne la composante du moment cinétique dans la direction j
pour une vitesse angulaireωk = 1 dans la directionk ; donc le premier indice est en relation avec le moment
cinétique et le deuxième avec la vitesse angulaire.

Exercice 23 :

(a) Lors d’une contraction, on peut baisser l’indice de sommation supérieur si l’on monte en même temps
l’indice de sommation inférieur. Montrer par exemple que

T ijkj = T i kjj .

(b) Prenons un tenseurT ijkℓ de rang 4, pour le casn = 2 et dont les composantes sont données par :

T 111
1 = 1 ;T 121

1 = 2 ;T 111
2 = 3 ;T 121

2 = 4

et les autres= 0.
(i) CalculerT ijkj .

(ii) CalculerT i kjℓ avec

gij =

(
1 2
3 4

)

(iii) Démontrer queT ijkj = T i kjj .
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Exercice 24 (Contraction sur des indices du m̂eme type) :

L’existence d’une métrique permet maintenant de définir une opération deT p
q dansT p−2

q ou dansT p
q−2.

Pour ceci, il suffit d’abord de descendre, resp. de monter, undes indices. Par exemple, siT ∈ T 0
2 , vérifier

que

T ii = gikTik

est un scalaire.

2.3.3 L’espace euclidien3-dimensionnelIR3

C’est le cas où la matrice (2.34) est la matrice identité etn = 3 (doncn+ = n = 3, n− = 0). Il existe
donc une base distinguée{e1, e2, e3} (appelée “base canonique”) telle que

gjk = G(ej , ek) = δjk .

Cette métrique est définie positive. Six = xkek ety = ykek sont deux vecteurs (contravariants), on vérifie

que le produit scalairex · y usuel (utilisé depuis le collège) correspond bien à un tenseur du type
[
0
0

]
,

c’est-à-dire à un scalaire. En effet

x · y ≡
3∑

k=1

xkyk = δjkx
jyk = gjkx

jyk ≡ (x, y)

où nous avons utilisé la forme particulière deg dans la base canonique.
Si {e1, e2, e3} est une base deIR3, on trouve alors que

gjk = ej · ek .

Deux vecteursx, y sontorthogonauxsi x · y = 0. Une baseorthonorḿee{e1, e2, e3} est formée de 3
vecteurse1, e2, e3 de norme 1 et deux à deux orthogonaux :ej · ek = δjk (j, k = 1, 2, 3).

Exercice 25 :

(a) La base canonique{e1, e2, e3} est une base orthonormée deIR3. Montrer que la base duale{e∗j} est
identique avec les vecteurs deV∗ obtenus en agissant avecϕ sur les vecteurs de la base canonique :

ϕ(ej) = e∗j (j = 1, 2, 3) .

(b) Ecrire la matrice{gjk} du tenseur métrique (i) dans une base orthonormée arbitraire, (ii) dans la
basee1 = (2, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (1, 0, 3).
(c) Dans une base orthonormée (en particulier dans la base canonique), vérifier que les composantes cova-
riantes d’un vecteurx sont identiques avec ses composantes contravariantes.
(d) Déterminer la matrice{gjk} donnant les composantes contravariantes du tenseur métrique (i) dans une
base orthonormée, (ii) dans la base introduite sous (b,ii).
(e) Interpréter le tenseurTik = xiyk − yixk (x, y étant des vecteurs).

(f) Soit T =




1 0 6
2 7 3
0 5 5


 les composantes covariantes d’un tenseurT d’ordre 2 dans une base ortho-

normée. Déterminer les composantes contravariantes deT par rapport à la même base.
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2.3.4 L’espace de MinkowskiIIM

On prendn = 4 et choisit pour la matrice dans (2.34) la matrice suivante (n+ = 3, n− = 1) :



−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (2.46)

(Certains auteurs préfèrent le négatif de cette matrice). Il est usuel de désigner les indices par des lettres
grecques et les quatre composantes d’un vecteur parx = (x0, x1, x2, x3).

Un espace vectoriel 4-dimensionnel muni de cette (pseudo-)métrique est appeléespace de Minkowskiou
espace-temps. On interprète les composantes covariantesxµ d’un vecteurx commex0 = ct, (x1, x2, x3) =
les coordonnées spatiales d’un événement (c = vitesse de la lumière,t = temps).

Dans l’espace euclidien, les bases orthonormées forment une classe de bases distinguées. L’analogue
ici sont lesbases de Minkowski, c’est-à-dire les bases{e0, e1, e2, e3} dans lesquelles le tenseur métrique
prend la forme (2.46) :

gµν = G(eµ, eν) =





0 si µ 6= ν,

1 si µ = ν = 1, 2 ou3,

−1 si µ = ν = 0.

Dans une base de Minkowski, le produit scalaire de deux vecteursx, y s’écrit

(x, y) = gµνx
µyν = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3 .

Exercice 26 :

(a) Soit{e0, e1, e2, e3} une base de Minkowski. Exprimer les éléments de la base{ϕ(eµ)} en terme de la
base duale{e∗ν} et calculer les composantes contravariantesgµν du tenseur métrique. Etablir la relation
entre les composantes contravariantesxµ et les composantes covariantesxµ d’un vecteurx dans une telle
base.
(b) Soit{e0, e1, e2, e3} et {ẽ0, ẽ1, ẽ2, ẽ3} deux bases de Minkowski. Désignons parΛ = {Λ ν

µ } la matrice
reliant ces deux bases, doncẽµ = Λ ν

µ eν et par conséquent̃xµ = Λ ν
µ xν . Si g est la matrice (2.46) :

g =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

montrer que
ΛgΛT = g , ouΛ µ

ρ Λ ν
σ gµν = gρσ . (2.47)

Les matricesΛ satisfaisant (2.47) sont lestransformations de Lorentz.
A chaquex = (x0, x1, x2, x3) on peut associer un vecteurΛx en posant(Λx)µ = Λ ν

µ xν . Il est clair
que (Λx)µ ≡ x̃µ sont les composantes covariantes du vecteurx dans la base{ẽν} ; en particulier on
a x̃µỹµ = xµy

µ.
Attention : Une matriceΛ = {Λ ν

µ } décrit le passage entre deux bases et ne définit pas un tenseur (voir
page 14).
(c) SoitΛ une transformation de Lorentz. Montrer que

(det Λ)2 = 1 et (Λ 0
0 )2 > 1 .

Ceci donne une classification des transformations de Lorentz :

(1) det Λ = +1 , Λ 0
0 > 1 (2) det Λ = +1 , Λ 0

0 6 −1

(3) det Λ = −1 , Λ 0
0 > 1 (4) det Λ = −1 , Λ 0

0 6 −1
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Pour chaque classe, donner comme exemple une matriceΛ diagonale (les entrées dans la diagonale étant+1
ou−1) et interpréter leur signification dans l’espace-temps.
Déterminer également la classe d’unboost(appelé parfois une “accélération”)

Λ(χ) =




Chχ − Shχ 0 0
− Shχ Chχ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 (χ ∈ IR) .

Poserβ ≡ v/c = Thχ, γ = 1/
√

1 − β2 et calculer l’action deΛ(χ) sur un quadri-vecteur
(x0, x1, x2, x3).
(d) Indiquer commentεµνρσ (Exercice 15) se transforme sous une transformation de Lorentz. Pour quelles
classes de transformations de Lorentz cette loi de transformation coı̈ncide-t-elle avec celle d’un tenseur ?

Classification des vecteurs de l’espace-temps
— vecteurs du genre espace :xµx

µ ≡ −(x0)
2 + (x1)

2 + (x2)
2 + (x3)

2 > 0
— vecteurs du genre temps :xµxµ < 0
— vecteurs du genre lumière :xµxµ = 0.

Si deux événements, caractérisés par des vecteursx ety, sont tels quex−y est du genre lumière, on peut
les relier par un signal de lumière (si par exemplex0 > y0, on peut envoyer un signal au point(y1, y2, y3)
au tempst = y0/c, et celui-ci sera reçu au point(x1, x2, x3) au tempsτ = x0/c).

2.4 Champs de tenseurs

On considère un ensemble de pointsΩ n-dimensionnel (iciΩ sera un sous-ensemble ouvert deIRn, dans
des théories plus générales on prend pourΩ une “variété différentiable” de dimensionn). Essentiellement

un champ de tenseursdu type
[
p
q

]
consiste en la donnée, en chaque pointP deΩ, d’un tenseurT (P ) du

type
[p
q

]
sur un espace vectorielV de la même dimensionn 3. C’est donc une application deΩ dansT p

q .

Nous allons préciser cela à l’aide d’exemples.

Un syst̀eme de coordonńeesK pour Ω est formé d’une origineO et de n vecteurs linéairement
indépendantse1, . . . , en (les représentations graphiques qui suivent sont pourn = 2). Les n vecteurs

forment une base de l’espace vectorielV ≡ IRn. Un pointP dansΩ détermine un vecteur
−−→
OP : les coor-

donnéesx1
P , . . . , x

n
P deP dans le système de coordonnéesK sont les nombres déterminés par la relation

−−→
OP = x1

P e1 + x2
P e2 + · · · + xnP en = xjP ej .

Soit K̃ = (Õ, {ẽi}) un deuxième système de coordonnées pourΩ (origineÕ, base{ẽi}). Alors

−−→̃
OP = x̃1

P ẽ1 + · · · + x̃nP ẽn = x̃jP ẽj ,

les nombres̃x1
P , . . . , x̃

n
P sont les coordonnées du pointP dans le système de coordonnéesK̃.

3. La condition queΩ etV doivent avoir la même dimension est nécessaire (sauf pourdes champs scalaires) puisqu’on exige une
relation entre la loi de transformation tensorielle et les changements de variables entre coordonnées utilisées pour paramétriser les
points deΩ.
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Figure 1
Nous écrivons̃bi pour les coordonnées de l’origineO deK dans le systèmẽK :

−−→̃
OO = b̃iẽi .

Nous désignons parα la matrice donnant le changement de base{ej} → {ẽj} deV : ẽj = α k
j ek.

Calculons la relation entre les nombresxiP et les nombres̃xkP :

−−→̃
OP = x̃iP ẽi =

−−→
ÕO +

−−→
OP = b̃iẽi + xkP ek ,

ou
(x̃iP − b̃i)α k

i ek = xkP ek .

Ainsi
(x̃iP − b̃i)α k

i = xkP

ou, après multiplication par la matriceβ = (αT )−1 :

(x̃iP − b̃i)α k
i β

j
k = βjkx

k
P .

Donc (puisqueα k
i β

j
k = δji ) :

x̃jP = βjkx
k
P + b̃j . (2.48)

A part la constantẽbj (elle ne dépend pas du pointP ), les coordonnées du pointP se transforment comme
les composantes contravariantes d’un vecteur !

Un champ scalairesurΩ est une applicationF : Ω → IR. Si P est un point deΩ, F (P ) est la valeur
de F en P . Dans un système de coordonnéesK pour Ω, P est décrit par les nombresx1

P , . . . , x
n
P , et

on écriraF (P ) = f(x1
P , . . . , x

n
P ) : on peut considérerF comme une fonctionf définie sur une partieΩK

deIRn, oùΩK = {x ∈ IRn | xiei ∈ Ω}. De même, dans un autre système de coordonnéesK̃ pourΩ, on peut
considérerF comme une fonctioñf définie surΩK̃ = {x̃ ∈ IRn | x̃iẽi ∈ Ω} : F (P ) = f̃(x̃1

P , . . . , x̃
n
P ). Il

est clair que l’on doit avoir
f(x1

P , . . . , x
n
P ) = f̃(x̃1

P , . . . , x̃
n
P ) ,

car chaque membre est égal à la valeurF (P ) deF enP .
Il est clair que, six varie surΩK, alorsxiei varie surΩ, c’est-à-dire que chaquex ∈ ΩK décrit un

point P deΩ. Il est donc naturel d’écrire simplementx pour les coordonnées(x1
P , . . . , x

n
P ) deP . Nous

adoptons cette convention pour la suite ; de même, nous écrirons x̃ (x̃ ∈ ΩK̃) pour (x̃1
P , . . . , x̃

n
P ). Avec

cette convention, on aura
f(x) = f̃(x̃) . (2.49)
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Dans (2.49), et dans toutes les équations similaires rencontrées dans la suite, il est sous-entendu quex et x̃
décrivent lemêmepoint deΩ, c’est-à-dire que (cf. (2.48)) :

x̃j = βjkx
k + b̃j . (2.50)

Un champ de vecteurs contravariantssurΩ est décrit par la donnée, dans chaque pointP deΩ, d’un
élémentT (P ) de V . Désignons parT i(P ), resp.T̃ i(P ), les composantes deT (P ) dans la base{ej},
resp.{ẽj} :

T (P ) = T i(P )ei = T̃ j(P )ẽj .

Pouri fixé, T i est une fonctionΩ → IR que l’on peut à nouveau considérer comme une fonction définie
surΩK ; nous désignons cette fonction également parT i, doncT i(P ) = T i(x) ≡ T i(x1

P , . . . , x
n
P ). De

mêmeT̃ i(P ) = T̃ i(x̃) ≡ T̃ i(x̃1
P , . . . , x̃

n
P ), où T̃ i est une fonction définie surΩK̃. Si x et x̃ décrivent le

même point, comme dans (2.50), on aura

T (P ) = T k(x)ek = T̃ i(x̃)ẽi = T̃ i(x̃)α k
i ek ,

donc

T k(x) = T̃ i(x̃)α k
i

ou, après multiplication par la matriceβ :

T̃ j(x̃) = βjkT
k(x) .

Similairement, unchamp de vecteurs covariantssur Ω est, pour chaqueP ∈ Ω, une application
linéaireT (P ) : V ≡ IRn → IR. Comme ci-dessus, on écritTj(x), resp.T̃j(x̃), pour ses composantes
qui satisfont

T̃j(x̃) = α k
j Tk(x) .

Considérons par exemple encore unchamp de tenseurs covariants d’ordre 2: pour chaqueP ∈ Ω on
a une application bilinéaireT (P ) : V × V → IR. On désigne parTjk(P ), resp.T̃jk(P ), ses composantes
dans la base{ej}, resp.{ẽj} :

Tjk(P ) = T (P )(ej , ek) , T̃jk(P ) = T (P )(ẽj , ẽk) .

Donc

T (P ) = Tjk(P )e∗j ⊗ e∗k = T̃jk(P )ẽ∗j ⊗ ẽ∗k (2.51)

= Tjk(x)e
∗j ⊗ e∗k = T̃jk(x̃)ẽ

∗j ⊗ ẽ∗k (2.52)

(à nouveau, pourj etk fixé, on a identifiéTjk(P ) avec une fonctionTjk(x) définie surΩK et T̃jk(P ) avec
une fonctionT̃jk(x̃) définie surΩK̃). Dans ce cas on a la loi de transformation

T̃jk(x̃) = α i
j α

ℓ
k Tiℓ(x)

si x et x̃ décrivent le même point deΩ.
Dorénavant nous supposerons que les composantes des champs de tenseurs soient différentiables (en

tant que fonctions dex, resp.x̃). Nous désignons par

∂k ≡ ∂

∂xk
resp. ∂̃k =

∂

∂x̃k

les opérations de différentiation agissant sur ses composantes.
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Exercice 27 (Gradient d’un champ scalaire) :

(a) SoitF un champ scalaire, donné par la fonctionf (resp.f̃ ) dans le système de coordonnéesK (resp.K̃).
Montrer que les fonctions∂kf se transforment comme les composantes d’un champ de vecteurs covariants,
c’est-à-dire que

(∂̃j f̃)(x̃) ≡ ∂f̃(x̃)

∂x̃j
= α k

j (∂kf)(x) ≡ α k
j

∂f(x)

∂xk
.

=⇒ Les dérivées∂kf définissent, en chaque pointP deΩ, un vecteur covariant qui est souvent désigné
pardF (P ). DoncdF (P ) est une application linéaireV → IR telle que, dans chaque base{ei} deV :

〈dF (P ), v〉 =
∂f(x)

∂xk
vk , si v = vkek

etx désigne les coordonnées du pointP dansK. 〈dF (P ), v〉 représente la “dérivée deF au pointP le long
dev”. Si par exemplev = ei : 〈dF (P ), ei〉 = ∂f(x)/∂xi. LorsqueP varie surΩ, les applicationsdF (P )
définissent un champ de vecteurs covariants que l’on désigne pardF .
(b) Soit F = ΨΦ le produit de deux champs scalairesΨ,Φ sur Ω. Vérifier la règle du produit pour
l’opérationd : T 0

0 (Ω) → T 0
1 (Ω) introduite ci-dessus :

d(ΨΦ) = Ψ ⊗ dΦ + Φ ⊗ dΨ

(produit de tenseurs dans le membre de droite).

Exercice 28 (D́erivée d’un champ de vecteurs. Divergence) :

(a) SoitT un champ de vecteurs contravariants :

T (P ) = T i(x)ei = T̃ i(x̃)ẽi .

Montrer que les dérivéesS k
j = ∂jT

k définissent un champ de tenseurs du type
[1
1

]
(désigné pardT ).

Conséquence: la divergencedeT , c’est-à-dire le champ donné par∂jT j, est un champ scalaire.
(b) SiG est un tenseur métrique surV ≡ IRn, on peut définir l’opération∆ = ∂i∂

i ≡ gik∂i∂k. SiF est un
champ scalaire, décrire les propriétés de∆F (défini par∂i∂if dans le système de coordonnéesK).
Attention: Dans les considérations qui précèdent nous nous sommesrestreints à descoordonńees rectilignes
pourΩ : si on fixe les valeurs den−1 coordonnées et varie les valeurs de la coordonnée non-fix´ee, on obtient
l’intersection deΩ avec une ligne droite, donc leslignes de coordonńeessont des (morceaux de) droites
(voir l’exemple de la droitex1 = a, dans le casn = 2, indiqué dans la Figure 2).

Figure 2
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On peut utiliser des coordonnées pourΩ n’ayant pas cette propriété (coordonńees curvilignes, certaines
– ou toutes – les lignes de coordonnées étant courbes). Comme exemple, considérons dans le casn = 2 des
coordonnées polaires (avec origineO). Les courbesϕ = const. sont toujours des lignes droites, mais les
courbesr = const. sont des cercles. Un champ défini surΩ peut également être considéré comme fonction
de coordonnées curvilignes (une fonction der etϕ dans l’exemple précité).

En coordonnées rectilignes, chaque ligne de coordonnéespassant par un pointP deΩ est une droite
parallèle à la direction définie par un des vecteurs de la base{e1, . . . , en} choisie. Autrement dit, les direc-
tions des vecteurs de base sont déterminées par la direction des lignes de coordonnées enP , et ne dépendent
pas du pointP . En coordonnées curvilignes, les directions des lignes decoordonnées dépendent du pointP
(c’est évident dans l’exemple considéré dans la Figure 2) : on peut introduire unebase locale(une base en
chaqueP ) en prenant des vecteurse1(P ), . . . , en(P ) (dépendant deP ) dont les directions sont déterminées
par les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées au point P (dans la Figure 2 nous avons indiqué des
bases locales correspondant à des coordonnées polaires en deux pointsP etP ′).

Le Jacobien∂x̃j/∂xk pour le changement entre deux systèmes de coordonnées rectilignes est constant
surΩ : ∂x̃j/∂xk = βjk d’après (2.50). En coordonnées curvilignes le Jacobien dépendra du pointP deΩ,
c’est-à-dire les matricesα et β deviennent des fonctions deP . La loi de transformation d’un champ de
tenseurs fait alors intervenir, en chaque pointP deΩ, les matricesα etβ dans ce point ; par exemple pour

un champ de tenseurs du type
[
1
2

]
:

T̃ ijk(x̃) =
∂x̃i

∂xℓ
∂xm

∂x̃j
∂xr

∂x̃k
T ℓmr(x) ,

où à nouveaux et x̃ désignent les coordonnées du même pointP et les Jacobiens∂x̃j/∂xk et∂xj/∂x̃k pour
les changements de coordonnéesx 7→ x̃ (resp.x̃ 7→ x) sont évalués en ce pointP .

En coordonnées curvilignes l’opération de différenciation ∂i n’a plus une loi de transformation tenso-
rielle (parce qu’elle agit également sur les facteursα etβ dans les lois de transformation, et ici les dérivées
de ces facteurs ne s’annulent plus). Donc par exemple siTi sont les composantes d’un champ de vec-
teurs covariants, alors∂kTi ne se transforme pas comme les composantes d’un tenseur. On peut remédier
à cette situation en introduisant une modification de l’op´eration de différenciation, appelée ladérivée co-
variante∇µ. Nous n’entrons pas dans les détails. Rajoutons par contrequ’un problème similaire apparaı̂t
dans un espace vectoriel muni d’une métrique non-constante (donc dépendante deP ), comme c’est le cas
en relativité générale.
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Chapitre 3

La fonction δ de Dirac et les
distributions

3.1 Motivation

En électrostatique une chargee positionnée au pointy = 0 ∈ R3 engendre un potentiel électrostatique

φP (x) =
ke

|x| .

Cela peut être généralisé à une distribution continuede charge,ρ, qui engendre un potentiel

φC(x) = k

∫
d3y

ρ(y)

|x− y| . (3.1)

Si l’on pouvait définir une “fonction”δ avec les deux propriétés suivantes :

δ(x) = 0 si x 6= 0∫

R3

δ(y)f(x− y)d3y = f(x), (3.2)

on aurait l’expression (3.1) avecρ remplacé pareδ pour une charge ponctuelle.
Imaginons donc queδ soit une fonction définie surR qui vaut zéro en tout pointx 6= 0 et infini au

pointx = 0, l’infinité étant si grande que
∫∞
−∞ δ(x)dx = 1. Une telle fonction n’existe pas (c’est pourquoi

nous l’appelons la “fonction”δ). Dans la façon usuelle de définir une intégrale (par exemple l’intégrale de
Lebesgue), sif est une fonction telle quef(x) = 0 ∀x 6= 0, alors

∫∞
−∞ f(x)dx = 0. Pour donner un sens à

un objetδ vérifiant (3.2), il faut généraliser la notion de fonction ; on parle alors defonctions ǵeńeralisées
ou dedistributions.
Conséquences des propriétés (3.2)
(a) Siε > 0, alors ∫ +ε

−ε
δ(x)dx = 1 . (3.3)

(b) Soitf : R → R ouf : R → C. Comme

f(x)δ(x) = f(0)δ(x) ,

on aura ∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0)

∫ ∞

−∞
δ(x)dx = f(0) .

31
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Pour que cela ait un sens, il faut que la valeur def au pointx = 0 soit raisonnablement définie, ce qui est
certainement le cas sif est continue à l’origine. Donc

f continue à l’origine⇒
∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0) . (3.4)

(c) Soita ∈ R fixé. Alors pour toute fonction continuef (en posanty = x− a) :
∫ ∞

−∞
f(x)δ(x − a)dx =

∫ ∞

−∞
f(y + a)δ(y)dy = f(0 + a) = f(a) .

Donc

f continue⇒
∫ ∞

−∞
f(x)δ(x − a)dx = f(a) . (3.5)

L’équation (3.4) montre queδ associe à chaque fonction continue un nombre. Cette idée est à la base
de la théorie des distributions. Pour des raisons qui deviendront claires un peu plus loin, on se limite à
une classe restreinte de fonctions continues, appelées des fonctions test; ce sont des fonctions infiniment
différentiables et convergeant très rapidement vers zéro à l’infini. L’ensemble des fonctions test forme un
espace vectoriel linéaire (sur le corpsR ou C par exemple) qui est muni d’une topologie (une notion de
convergence). Unedistributionest une application linéaire continue de l’espace des fonctions test dansR
ouC ; ainsi une distribution associe à chaque fonction test un nombre (par exemple la distributionδ associe
à chaque fonction testf sa valeurf(0) au pointx = 0). Il est souvent pratique de calculer formellement
avec la “fonction”δ, en utilisant les formules qui seront données dans ce texte; pourtant, si l’on veut donner
des dérivations mathématiquement correctes, il faut se placer dans le cadre de la théorie des distributions.

3.2 L’espace de fonctions testS (espace de Schwartz)

Cet espace est formé de l’ensemble des fonctionsf : R → C telles que
(i) f est infiniment différentiable(≡ f ∈ C∞),
(ii) f est à décroissance rapide, c’est-à-dire pour toutm = 0, 1, 2, . . . , on a

sup
x∈R

|x|m|f(x)| <∞ , (3.6)

(iii) toutes les dérivées def sont à décroissance rapide, c’est-à-dire∀ℓ = 0, 1, 2, . . . et∀m = 0, 1, 2, . . . ,
on a

sup
x∈R

|x|m
∣∣∣∣
dℓf(x)

dxℓ

∣∣∣∣ <∞ . (3.7)

Notion de convergence dansS
Une suite{fn} appartenant àS converge vers zéro dansS si, ∀ℓ = 0, 1, 2, . . . et∀m = 0, 1, 2, . . . , on

a

sup
x∈R

∣∣∣∣xm
dℓfn(x)

dxℓ

∣∣∣∣→ 0 lorsquen→ ∞ (3.8)

(convergence uniforme dexmf (ℓ)
n (x) vers zéro, pour toutℓ,m fixés).

Exercice 1 (Exemples de fonctions test (fonctions gaussiennes)) :

Soitα > 0 eta ∈ R des nombres réels fixés.
(a) Montrer que la fonctionf(x) = exp[−α(x− a)2] appartient àS.

Indication : Montrer par induction que les dérivéesf (ℓ) de f sont de la formef (ℓ)(x) =
Pℓ(x) exp[−α(x− a)2], oùPℓ est un polynôme d’ordre6 ℓ.

(b) Vérifier que la suite{fn} définie parfn(x) = 1/n · exp[−α(x− a)2] converge vers zéro dansS.
(c) Est-ce que la fonctiong(x) = (1 + x2)−25 appartient àS ?
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3.3 Les distributions surS
Les distributions définies surS sont appelées desdistributions temṕerées. L’espace des distributions

temperées est notéS′. (Il est l’espace dual deS.) Comme nous n’allons pas traiter d’autres espaces de
fonctions test, nous les appellerons simplement des distributions. Donc unedistributionT associe à chaque
fonctionf ∈ S un nombre complexeT (f) de telle façon que :
(i) T (α1f1 + α2f2) = α1T (f1) + α2T (f2) si α1, α2 ∈ C etf1, f2 ∈ S , (linéarité)
(ii) si {fn} ∈ S est une suite qui converge vers zéro dansS, alors

lim
n→∞

T (fn) = 0 . (continuit́e)

Certaines distributions particulières (par exemple la distribution de Dirac) seront désignées par un autre
symbole que la lettreT .

Exercice 2 (La distribution δ de Dirac) :

La distributionδ de Dirac est définie parδ(f) = f(0) pour f ∈ S. Montrer que ceci définit bien une
distribution (en d’autres termes vérifier la linéarité et la continuité deδ).

Exercice 3 (Fonctions interpŕetées comme distributions) :

Si θ : R → C est une fonction raisonnable, on peut lui associer une distribution Tθ en posant, pour
f ∈ S :

Tθ(f) =

∫ ∞

−∞
f(x)θ(x)dx . (3.9)

Montrer que ceci définit bien une distribution en supposantqueθ soit continue (ou continue par morceaux.
Cette hypothèse est faite seulement afin de pouvoir interpréter l’intégrale dans (3.9) dans le sens de Rie-
mann.) et queθ ne croisse pas trop vite à l’infini, plus précisément qu’il existe des constantesc > 0 et
M ∈ R telles que

|θ(x)| 6 c(1 + |x|)M ∀x ∈ R . (3.10)

3.4 Oṕerations sur les distributions I

(a) Addition de distributions
Si T1, T2 sont des distributions, leur sommeT1 + T2 est la distribution définie par

(T1 + T2)(f) = T1(f) + T2(f) ∀f ∈ S .

(b) Limite d’une suite de distributions
Si {Tn} est une suite de distributions, on dit queTn converge versT au sens des distributionssi

lim
n→∞

Tn(f) = T (f) ∀f ∈ S . (3.11)

D’autres opérations intéressantes seront traitées plus loin.

Exercice 4 (Convergence de fonctions) :

(a) Soit{θn} une suite de fonctions continues, bornées telle quelimn→∞ θn(x) = θ(x) uniformément en
x (ce qui entraı̂ne queθ est continue et bornée). Montrer quelimn→∞ Tθn(f) = Tθ(f) pour toutf ∈ S,
c’est-à-dire que la suite{θn} converge versθ également au sens des distributions.
Remarque: On peut montrer quelimn→∞ Tθn(f) = Tθ(f) sous des hypothèses plus faibles que la conver-
gence uniforme des fonctionsθn versθ. La suite{θn} traitée dans l’exemple suivant ne satisfait pas ces
hypothèses mais possède néanmoins une limite au sens desdistributions ; cette limite est une distribution
mais pas une fonction (c’est-à-dire elle n’est pas de la formeTθ avecθ une fonction).



34 CHAPITRE 3. LA FONCTIONδ DE DIRAC ET LES DISTRIBUTIONS

(b) Soit{θn} la suite donnée par

θn(x) =

{
n/2 si −1/n 6 x 6 1/n,
0 si |x| > 1/n,

tels que
∫∞
−∞ θn(x)dx = 1 pour toutn = 1, 2, 3, . . .

(i) Montrer queθn(x) possède une limite (finie ou infinie) pour toutx fixé, et déterminer cette limite. En ne
considérant pas le pointx = 0, est-ce que la convergence est uniforme ou non ?
(ii) Désignons parθ(x) la limite deθn(x). Si Tθ est défini par (3.9), montrer queTθ est la distribution
identiquement nulle, c’est-à-direTθ(f) = 0 pour toutf ∈ S.
(iii) Montrer quelimn→∞ Tθn(f) = f(0) pour toutf ∈ S.
Conclusion: La suite{Tθn} converge (au sens des distributions) vers la distribution de Dirac et non pas
vers la distribution nulle !

Exercice 5 (Suites de Dirac) :

L’exercice précédent montre que la distribution de Diracpeut être interprétée comme limite (au sens
des distributions !) d’une suite de fonctions. Une suite de fonctions qui converge (au sens des distributions)
versδ est appelée unesuite de Dirac;

Une autre suite de Dirac souvent utilisée est celle obtenueen prenant

θn(x) =
n√
2π

e−(nx)2/2 .

C’est une suite de Dirac gaussienne :

-3
 -2
 -1
 0
 1
 2
 3

0


1

n=7


n=5


n=3


n=1


 

 


Le but du présent exercice est de généraliser l’idée de suites de Dirac.
(a) Soitθ1:R → R une fonction satisfaisantθ1(x) > 0 pour toutx∈R et

∫∞
−∞θ1(x)dx = 1. Soitθn défini

parθn(x) = nθ1(nx).
(i) Vérifier que

∫∞
−∞ θn(x)dx = 1 pour toutn et que

lim
n→∞

∫ ε

−ε
θn(x)dx = 1 pour toutε > 0

(doncθn est concentrée au voisinage du pointx = 0 lorsquen est grand).
(ii) Montrer que{θn} est une suite de Dirac, en d’autres termes que

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(x)θn(x)dx = f(0) ∀f ∈ S . (3.12)
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Remarque: La relation (3.12) est souvent exprimée formellement comme suit :

lim
n→∞

θn(x) = δ(x) .

(b) Montrer que

δ(x) = lim
ε→+0

1

π

ε

x2 + ε2
. (3.13)

Indication: Se ramener à une suite de Dirac en posantε = 1/n.

Exercice 6 (Propriétés de la distribution de Dirac) :

Quelques propriétés utiles de la “fonction”δ peuvent être obtenues en la considérant comme la limite
d’une suite de Dirac. On utilisera la distributionδ translatéeδ(x− a), définie comme

δ(x− a) = lim
n→∞

θn(x − a) .

(a) Montrer que, sia ∈ R, a 6= 0, alors

δ(ax) =
1

|a|δ(x) . (3.14)

Plus précisément :

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(x)θn(ax)dx =

1

|a|f(0) ∀f ∈ S .

Cas particuliera = −1 :
δ(−x) = δ(x) . (3.15)

(b) Soitψ : R → R une fonction continûment différentiable et n’ayant qu’un nombre fini de zéros qui
sont tous simples (en d’autres termes il n’y a qu’un nombre fini x1, . . . , xN de points oùψ(x) = 0, et
ψ′(xk) 6= 0 pourk = 1, . . . , N ). Alors

δ(ψ(x)) =
N∑

k=1

1

|ψ′(xk)|
δ(x − xk) . (3.16)

Indication: Se ramener à (3.14) en utilisant un développement de Taylor deψ au voisinage des pointsxk.

3.5 Oṕerations sur les distributions II

Supposons queΨ : S → S soit une application linéaire continue de l’espace de Schwartz S dans
lui-même. Donc :
(i) A chaquef ∈ S est associé une fonctionΨ(f) appartenant àS,
(ii) Ψ(α1f1 + α2f2) = α1Ψ(f1) + α2Ψ(f2) (linearité deΨ)
(iii) Si {fn} ∈ S est une suite qui converge vers zéro dansS, alors la suite{Ψ(fn)} converge également
vers zéro dansS (continuit́e deΨ).
Alors on peut associer à chaque distributionT une autre distribution, désignée parT ◦ Ψ, en posant

(T ◦ Ψ)(f) = T (Ψ(f)) pourf ∈ S . (3.17)

T ◦ Ψ n’est rien d’autre que la composition des applicationsΨ : S → S etT : S → C. A tout f ∈ S, Ψ
associe la fonctionΨ(f) dansS, etT associe àΨ(f) le nombre complexeT (Ψ(f)).

Vérifions queT ◦ Ψ est bien une distribution :
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(i) Linéarité deT ◦ Ψ
Elle s’obtient en utilisant d’abord (3.17), puis la linéarité deΨ, ensuite la linéarité deT et enfin à nouveau
(3.17) :

(T ◦ Ψ)(α1f1 + α2f2) = T (Ψ(α1f1 + α2f2))

= T (α1Ψ(f1) + α2Ψ(f2)) = α1T (Ψ(f1)) + α2T (Ψ(f2))

= α1(T ◦ Ψ)(f1) + α2(T ◦ Ψ)(f2) .

(ii) Continuité deT ◦ Ψ
Si fn → 0 dansS, alorsΨ(fn) → 0 dansS par la continuité deΨ. DoncT (Ψ(fn)) → 0 par la continuité
deT . Ainsi sifn → 0 dansS, alors(T ◦Ψ)(fn) ≡ T (Ψ(fn)) → 0, ce qui veut dire que l’applicationT ◦Ψ
est continue.

Exercice 7 (Translation d’une distribution) :

Soita un nombre réel fixé. Prenons pourΨ l’application suivante

(Ψ(f))(x) = f(x+ a) ≡ f(a)(x) .

Si f ∈ S, f(a) est une nouvelle fonction dansS. Ainsi on peut définir, pour toute distributionT , la distri-
bution translatée para et désignée parT(a) (plutôt que parT ◦ Ψ) :

T(a)(f) = T (f(a)) . (3.18)

Comme exemple, déterminer la translatéeδ(a) de la distributionδ de Dirac et la translatée de la distri-
butionTθ (oùθ est une fonction).

Exercice 8 (Multiplication d’une distribution par une fonc tion lisse) :

SoitG : R → C une fonction infiniment différentiable telle queGf ∈ S pour toutf ∈ S et telle que,
pour toute suite{fn} ∈ S convergeant vers zéro dansS, la suite{Gfn} converge également vers zéro dans
S. Si on prend pourΨ la multiplication parG, c’est-à-direΨ(f) = Gf , ou plus explicitement

(Ψ(f))(x) = G(x)f(x) ,

et si on désigne la distributionT ◦ Ψ parGT , on aura associé à chaque distributionT une nouvelle distri-
butionGT :

(GT )(f) = T (Gf) . (3.19)

Montrer qu’on peut prendre pourG une fonction test (une fonction deS) ou un polynôme enx.

Exercice 9 (Différentiation des distributions) :

Prenons pourΨ l’opération de différentiation :

(Ψf)(x) = f ′(x) ≡ d

dx
f(x) .

Ψ est linéaire et continue (si{fn} ∈ S est une suite telle quefn → 0 dansS, on voit de la définition de la
convergence dansS quef ′

n → 0 dansS).
La distribution−T ◦ Ψ est appeléela dérivée de la distributionT et désignée parT ′ :

T ′(f) = −T (f ′) . (3.20)

Le signe “−” dans (3.20) est choisi de façon à ce que, siθ est une fonction différentiable, la dérivée au sens
des distributions soit identique à la dérivée au sens de fonctions, c’est-à-dire tel que

(Tθ)
′ = Tθ′ . (3.21)
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(a) SoitG une fonction comme dans l’Exercice 8 etT une distribution. Montrer que(GT )′ = G′T +GT ′,
c’est-à-dire qu’on a la règle usuelle pour la dérivée d’un produit.
(b) Déterminer la dérivéeδ′ de la distribution de Dirac, c’est-à-dire donner l’expression pourδ′(f) si f ∈ S.
(c) Considérons lafonction de HeavisideH définie par

H(x) =

{
0 si x < 0,
1 si x > 0.

La dérivée (usuelle) deH existe pour toutx 6= 0 et vautH ′(x) = 0 (x 6= 0). Au pointx = 0,H n’est pas

1 H(x)

x

différentiable.
Montrer que la dérivée deH au sens des distributions est la distribution de Dirac :

(TH)′ = δ (3.22)

ou formellement
d

dx
H(x) = δ(x) . (3.23)

(d) Soitθ : R → C une fonction continûment différentiable sur(−∞, 0) et (0,∞), mais avec une disconti-
nuité enx = 0 :

q(x)

x

Soita = limε→+0[θ(+ε) − θ(−ε)]. Désignons parθ′ la fonction

θ′(x) =

{
dθ(x)/dx si x 6= 0,
0 si x = 0.

En supposantθ′(x) bornée, montrer que, au sens des distributions :

(Tθ)
′ = aδ + Tθ′ (3.24)

(ou formellement : la dérivée deθ est égale àθ′ aux points oùθ est différentiable et égale àaδ au point de
discontinuité deθ).

3.6 Transformée de Fourier et Convolution

La transformation de Fourier est définie par

(Ψf)(y) ≡ f̂(y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ixyf(x)dx . (3.25)
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C’est une application linéaire continue deS dansS (voir le cours “Analyse II” ; c’est relativement
évident car la transformée de Fourier def (ℓ)(x) est (iy)ℓf̂(y) et la transformée de Fourier dexmf(x)

estimf̂ (m)(y) ; voir (d)).
Si T est une distribution, alors la distributionT ◦ Ψ est désignée par̂T et appelée latransforḿee de

Fourier de la distributionT :
T̂ (f) = T (f̂) . (3.26)

PourT ∈ S′ etf ∈ S nous définissons

f−(x) ≡ f(−x) , T−(f) ≡ T (f−) .

Il suit que
̂̂
f = f− ,

̂̂
T = T− .

Soientf, g ∈ S, nous définissons la convolution def avecg par

(f ∗ g)(y) ≡
∫ ∞

−∞
f(x)g(y − x)dx .

Commef ∗ g est une fonction, nous devons nous attendre que pour une distributionT , la convolution
T ∗ g soit aussi une distribution. Il faut donc le définir par son application sur des fonctions de test. Soit
T ∈ S′ etf, g ∈ S nous définissons

(T ∗ f)(g) = T (f− ∗ g) et (f ∗ T )(g) = T (f− ∗ g)

Remarque :On peut démontrer queT ∗ f ∈ C∞(R) et qu’il existe un nombrep ∈ N etC ∈ R telle que
|(T ∗ f)(y)| 6 C(1 + |y|p). En particulier,T ∗ f peut être considérée à nouveau comme une distribution
de typeTθ.

La convolution d’une distribution avec une fonction peut être définie pour une classe de fonctions beau-
coup plus grande que l’espace de Schwartz. Très souvent aussi la convolution d’une distribution avec une
autre distribution est bien définie. On peut, par exemple, démontrer queδ ∗δ = δ. Un théorème plus général
(dont on peut trouver la démonstration dans les références mentionées à la fin de ce chapitre) : Si une des
deux distributionsT etS a un support borné,T ∗ S est bien définie.

Exercice 10 (Transformée de Fourier d’une distribution) :

(a) Déterminer la transformée de Fourier deδ(a) (voir Exercice 7).

Conclusion: La transformée de Fourier deδ et deδ(a) est unedistribution : δ̂(a) = Tθ pour une certaine
fonctionθ. Quelle est cette fonction?
(b) Déterminer la transformée de Fourier de la fonction1 au sens des distributions, ou la fonction1 agit
comme distribution selon

1(g) =

∫ ∞

−∞
1g(x)dx =

∫ ∞

−∞
g(x)dx.

(c) Dériver les équations suivantes pourf ∈ S etT ∈ S′ :

f̂ ′ (p) = ipf̂(p) , (f̂)′ = −iÎf ,

T̂ ′ = iIT̂ , (T̂ )′ = −iÎT

oùI est la fonction identité.

Exercice 11 (Convolution) :

(a) Démontrer quef ∗ g = g ∗ f .
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(b) Vérifier que pour une fonction lisseθ, telle queTθ existe, la définition de la convolution pour les
distributions est consistent avec la définition de la convolution pour des fonctions. UtiliserTθ ∗ f = Tθ∗f .
(c) Soientf, g ∈ S et T ∈ S′. Dériver les équations suivantes (où par commodité on autilisé · pour le
produit usuel) :

(i) f̂ ∗ g =
√

2πf̂ · ĝ .
(ii) f̂ · g = 1√

2π
f̂ ∗ ĝ .

(iii) T̂ ∗ g =
√

2πĝ · T̂ .
(iv) ĝ · T = 1√

2π
T̂ ∗ ĝ .

(d) Montrer queδ ∗ f = f au sens des distributions.

3.7 Distributions enn dimensions

La théorie des distributions enn dimensions est tout à fait analogue à celle développée jusqu’ici, il
suffit de remplacer l’espaceS des fonctions test par son analoguen-dimensionnelS(Rn) : l’ensemble
des fonctionsf : Rn → C infiniment différentiables telles quef et toutes ses dérivées partielles sont à
décroissance rapide : Pour toutm1,m2, . . . ,mn, ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn = 0, 1, 2, . . ., on a

sup
x∈Rn

|x1|m1 |x2|m2 · · · |xn|mn

∣∣∣∣∣
∂ℓ1+ℓ2+···+ℓnf(x)

∂xℓ11 ∂x
ℓ2
2 · · · ∂xℓnn

∣∣∣∣∣ <∞ ,

où nous utilisons la notationx = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn.
Nous nous intéressons tout spécialement à la distribution de Diracδ(n) en n dimensions (à ne pas

confondre avec lan–ième dérivée de la distributionδ en une dimension !).δ(n) est définie par

δ(n)(f) = f(0) = “la valeur def pourx = 0” . (3.27)

Souvent on écrit simplementδ(x) pourδ(n)(x).

Exercice 12 :

Montrer qu’en coordonnées cartésiennes on peut envisager δ(n)(x) comme étant le produit den distri-
butionsδ de Dirac unidimensionnelles (considérer le casn = 3) :

δ(n)(x) = δ(x1)δ(x2) · · · δ(xn) . (3.28)

Remarque :Le produit desn distributionsδ apparaissant dans (3.28) a un sens, car les arguments sont des
variables indépendantes. Sif est une fonction test deS(Rn) alors, par exemple, la distributionδxn par
rapport à la variablexn appliquée àf est définie comme suit : on fixe les valeursx1, . . . , xn−1 et on pose
f̃(xn) = f(x1, . . . , xn−1, xn), avecf̃ ∈ S, doncδxn(f) dépendra encore dex1 àxn−1 et sera donnée par(
δxn(f)

)
(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0).

En utilisant (3.28), on peut obtenir les propriétés et desreprésentations deδ(n)(x) comme limite d’une
suite de fonctions à partir des résultats donnés sur la distribution de Dirac en une dimension.

Références
J.L. BASDEVANT, Mécanique quantique (Complément Mathématique II, p. 381).
R.F. HOSKINS, Delta Functions, Introduction to Generalised Functions.
L. SCHWARTZ, Méthodes mathématiques pour les sciences physiques (Chap. II et V).
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Chapitre 4

Fonctions de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution decertaines équations différentielles. Nous
considérons ici le cas, particulièrement important pourla physique, d’équations différentielles du 2ème
ordre, et nous commençons par des équations différentielles aux dérivées ordinaires du type Sturm-
Liouville.

4.1 Fonctions de Green en une dimension

Soit (a, b) un intervalle fini,q : (a, b) → R une fonction réelle raisonnable (par exemple bornée et
continue). On considère l’équation différentielle

(Lf)(x) ≡ −f ′′(x) + q(x)f(x) = h(x) (4.1)

oùh est une fonction donnée (que nous supposons continue par morceaux) et

L = − d2

dx2
+ q(x) (4.2)

estl’opérateur diff́erentiel(du type Sturm-Liouville). Le terme ”opérateur différentiel” veut dire queL agit
sur des fonctions dex (il associe à chaque fonction deux fois différentiable une nouvelle fonctionLf ),
et son action fait intervenir des dérivées. Dans cette terminologie, l’équation différentielle (4.1) peut être
écrite commeLf = h.

La solutionf de l’équation (4.1) est soumise à desconditions aux limites homogènes(c’est-à-dire
des conditions aux limites qui sont satisfaites par toutes les combinaisons linéaires def1 et f2 si elles
sont satisfaites parf1 et parf2). Nous considérons surtout des conditions aux limites homogènessépaŕees
(c’est-à-dire une condition au pointx = a et une condition au pointx = b) :

α1f(a) + β1f
′(a) = 0, (4.3)

α2f(b) + β2f
′(b) = 0, (4.4)

oùαj , βj sont des constantes données. Des cas particulièrement simples sont ceux oùαj = 0 (conditions
de Neumann) ouβj = 0 (conditions de Dirichlet).

La méthode de la fonction de Green consiste à résoudre, pour chaquey ∈ (a, b) fixé, l’équation
différentielle suivante :

[− d2

dx2
+ q(x)]G(x, y) = δ(x− y) , (4.5)

41
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où la fonction de GreenG doit satisfaire (en tant que fonction dex!) les mêmes conditions aux limites
enx = a et enx = b que la solutionf de (4.1). SiG est trouvé, on peut obtenir la solutionf de (4.1)
simplement par (voir l’Exercice 1)

f(x) =

∫ b

a

G(x, y)h(y)dy . (4.6)

L’équation (4.5) doit être interprétée au sens des distributions (le membre de droite est une distribution). On
peut écrireLxG = δ(x− y). Donc a prioriG est une distribution. Mais dans la plupart des situations cette
distribution est en fait une fonction, d’où le nom ”fonction de Green” ; en effet nous avons vu au Chapitre
3 (Exercice 9) que la distribution de Diracδ apparaı̂t comme (première ou deuxième) dérivée de certaines
fonctions.

Exercice 1 (Fonction de Green et solutions de l’équation différentielle) :

SoitG la fonction de Green pour l’opérateur (4.2) et les conditions aux limites (4.3-4.4). Montrer par
un calcul formel (passer les dérivées sous l’intégrale)que la fonctionf définie par (4.6) est solution de
l’équation différentielle (4.1) et satisfait aux conditions aux limites (4.3-4.4).

Remarque: Une démonstration plus correcte sera donnée dans le corrigé. On peut également montrer
que, sif est solution de (4.1) et (4.3-4.4), alorsf peut être représentée sous la forme (4.6).

4.2 Détermination de la fonction de Green

Poury ∈ (a, b) fixé, on détermine la fonction de GreenG(x, y), en tant que fonction dex, en imposant
les conditions suivantes :
(i) elle doit satisfaire l’équation différentielleLxG = 0 sur(a, y) et sur(y, b),
(ii) elle doit satisfaire les conditions aux limites (4.3-4.4) enx = a et enx = b,
(iii) elle doit être continue enx = y,
(iv) sa dérivée doit avoir une discontinuité de−1 au pointx = y
(la dernière condition assure que la deuxième dérivée deG au pointx = y est égale à−δ(x − y), selon
l’Exercice 9 du Chapitre 3).

Plus explicitement, désignons parga une solution deLg = 0 satisfaisant la condition (4.3) (doncga
est déterminée à un coefficient multiplicatif près) et de mêmegb solution deLg = 0 avec la condition
(4.4). On suppose que l’on peut choisirga et gb linéairement indépendantes sur(a, b) : λga + µgb = 0 →
λ = µ = 0 (c.-à-d.ga n’est pas proportionelle àgb). Alors, poury fixé, il existe des constantesγ, κ (qui
peuvent dépendre dey) telles que

G(x, y) =

{
γga(x) six < y,

κgb(x) six > y.
(4.7)

Les ”constantes”γ etκ s’obtiennent facilement à partir des conditions de raccordement (iii) et (iv) au point
x = y. On trouve que

G(x, y) = − 1

W (y)

{
ga(x)gb(y) six < y,

ga(y)gb(x) six > y,
(4.8)

oùW (y) = ga(y)g
′
b(y) − g′a(y)gb(y) est le Wronskien dega, gb.

Exercice 2 (V́erification de la formule (4.8)) :

(a) Vérifier que la fonction (4.8) satisfait les conditionsde raccordement (iii) et (iv) :

lim
ε→+0

[G(y + ε, y) −G(y − ε, y)] = 0,
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lim
ε→+0

[G′(y + ε, y) −G′(y − ε, y)] = −1

(b) Montrer que
d

dy
[W (y)] = 0 .

Ainsi le dénominateur dans (4.8) est une constante, et on voit queG(x, y) = G(y, x). Donc la fonction de
Green est symétrique dans ses deux arguments.

Exercice 3 (Applications de la formule (4.8)) :

Soit (a, b) = (0, π/2) et ν > 0 une constante. Déterminer la fonction de Green de l’opérateurL =
−d2/dx2 − ν pour les conditions aux limitesf(0) = f(π/2) = 0. Considérer en particulier le casν = 1,
et calculer la solutionf(x) explicite pour :
(i) h(y) = δ(y − π/4), dessinerf(x) etf ′(x) et comparer avec l’exercice 9(d) du chapitre précédent.
(ii) h(y) = sin(y), et vérifier que−f ′′(x) − f(x) = sin(x).

Exercice 4 (Fonctions de Green pour un intervalle infini) :

L’équation (4.1) sur l’intervalle(−∞,∞) ou(0,∞) est souvent rencontrée en mécanique quantique en
relation avec l’équation de Schrödinger.

Soit à nouveauL = −d2/dx2 + ν et (a, b) = (0,∞). Chercher la fonction de Green dans les cas
suivants :
(i) ν > 0, f(0) = f(∞) = 0

(ii) ν < 0, f(0) = 0,G(x, y) ∼ cos(
√
|ν|x) lorsquex→ ∞.

Exercice 5 (Méthode de Fourier) :

Il est possible de calculer certains fonctions de Green par une transformation de Fourier. C’est lasolution
fondamentale, ce qui est la solution au sens des distributions de l’équation formelle

(LG)(x) = δ(x). (4.9)

Les conditions aux limites doivent alors être satisfaitesen ajoutant une solutionH de l’équation homogène
(LH)(x) = 0.
(a) Démontrer formellement que la distribution

G(x) =
1√
2π

F−1

(
1

k2 + ν

)
(4.10)

est la solution fondamentale pour l’opérateurL de l’exercice 4. (F dénote la transformée de Fourier etF−1

son inverse.) Indication : se rappeler quê∂xf(k) = ikf̂(k).
(b) Calculer explicitement la solution fondamentale (4.10) en utilisant une intégration dans le plan complexe
(théorème des résidus) pourν > 0. Appliquer explicitementL à cette solution pour vérifier Eq. (4.9).
Construire la fonction de GreenG(x, y) qui résoudL(x)G(x, y) = δ(x− y) et avecG(±∞, y) = 0.
(c) Trouver les (deux) solutions homogènes indépendentes deL et vérifier que la fonction de Green pour
l’exercice 4.i peut être écrite comme somme de la solutionfondamentale et des solutions homogènes.
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4.3 Fonction de Green en trois dimensions

Un problème en trois dimensions analogue à celui traité jusqu’ici est de considérer l’équation
différentielle

−∆f(x) + q(x)f(x) − zf(x) = h(x) (4.11)

oùx varie sur une partie bornéeΩ deR3 ou surR3 tout entier etz est une constante (réelle ou complexe).
Dans le premier cas on imposera des conditions sur le bord∂Ω deΩ, dans le deuxième cas pour|x| → ∞.
Comme auparavant, la fonction de Green est définie comme unesolution (au sens des distributions) de

[−∆x + q(x) − z]Gz(x,y) = δ(3)(x − y) (4.12)

et satisfaisant les conditions aux limites (sur∂Ω ou pour|x| → ∞ respectivement).z est considéré comme
un paramètre, la fonction de Green dépendra de ce paramètre. La notation∆x signifie que les dérivées
apparaissant dans le Laplacien sont par rapport à la variable x :

∆xG(x,y) =

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
G(x,y) .

En termes de la fonction de Green, la solution de (4.11) est donnée par

f(x) =

∫
Gz(x,y)h(y)d3y . (4.13)

Exercice 6 (La fonction de Green du Laplacien) :

On considère l’équation (4.12) avecq(x) ≡ 0 et z = 0, c’est-à-dire

−∆xG(x,y) = δ(3)(x − y) . (4.14)

(a) Prendre d’abordΩ = R3. Montrer que la solution s’annulant à l’infini (c’est-à-dire pour|x| → ∞) est

G(x,y) =
1

4π|x − y| .

Indication: D’abord, vérifiez que∆xG(x,y) = 0 pourx 6= y. Ensuite, évaluez le Laplacien deG(x,y)
dans le sens des distributions en prenant|x − y| > ǫ > 0, puisǫ → 0. On rappelle la formule de Green-
Ostrogradski (généralisation de l’intégration par parties)

∫

U

[g(x)∆f(x) − f(x)∆g(x)]dx =

∫

∂U

[g(x)∇f(x) − f(x)∇g(x)] · N(x)dS

où f et g sont deux fonctions continûment différentiablesR3 → R, etU un ouvert à bord lisse∂U , muni
de la normale extérieureN(x).
(b) PrendreΩ = {x ∈ R3

∣∣|x| 6 R}, c’est-à-dire la boule de rayonR centrée à l’origine. Résoudre (4.14)
avec la condition à la limiteG(x,y) = 0 si |x| = R (c’est-à-direG(x,y) s’annule sur le bord deΩ).
Indication: On a∆x

1
|x−w| = 0 si |x| < R et |w| > R. ChercherG(x,y) de la forme

G(x,y) =
1

4π|x− y| −
a(y)

4π|x− w| ,

où a(y) est un nombre qui peut dépendre dey, et w est un vecteur qui peut dépendre dey (prendre
w = b(y)y [pourquoi?], oùb(y) est un nombre qui peut dépendre dey) et qui satisfait|w| > R.
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Application: Le potentiel électrostatiqueV enx ∈ R3 dû à une distribution de charge de densitéρ(x) est
déterminé par l’équation de Poisson

−∆V (x) = ρ(x)/ε0 .

Le résultat de (a) permet de donner la solution par

V (x) =
1

4πε0

∫
ρ(y)

|x − y|d
3y .

On voit que la fonction de Green joue le rôle d’une fonction d’influence : 1
ε0
G0(x,y) détermine le potentiel

au pointx dû à une unité de charge ponctuelle placée au pointy.
Similairement, le résultat de (b) permet de calculer le potentiel V à l’intérieur de la bouleΩ = {x ∈
R3
∣∣|x| 6 R} produit par une distribution de charge dans cette boule, la surface de la boule étant mise à

terre (V (x) = 0 si |x| = R).
Comment peut-on interpréter le résultat de l’Exercice 6 (b) en termes électrostatiques ? (La méthode des

charges images).

Dans l’exercice suivant nous discutons la fonction de Greende l’opérateur−∆− z dansΩ = R3. Nous
trouverons une solution particulière qui a la propriétéde s’annuler à l’infini ; la solution générale s’obtient
en lui rajoutant des solutions de l’équation homogène(−∆x − z)f(x) = 0 (oùf peut dépendre dez ety).

Exercice 7 (Fonction de Green de l’́equation de Schr̈odinger stationnaire (ou l’équation de Helmholtz)) :

Soit z un nombre complexe. Considérer l’équation suivante dansR3 :

(−∆x − z)Gz(x,y) = δ(x − y) (4.15)

(a) Montrer que

Gz(x,y) =
1

4π

ei
√
z|x−y|

|x − y| (4.16)

est une solution pour chacune des deux valeurs de
√
z.

Indication: Utiliser la règle de Leibniz(|w| = |x − y|)

∆
ei

√
z|w|

|w| = ei
√
z|w|∆

1

|w| +
1

|w|∆e
i
√
z|w| + 2∇ 1

|w| · ∇e
i
√
z|w|

et les relations

∇|w| =
w

|w| ∇ 1

|w| = − w

|w|3 .

(b) Déterminer le comportement de la solution (4.16) à l’infini pourz réel (c’est-à-direy ∈ R3 est fixé et
|x| → ∞). Distinguer entre le cas oùz > 0 et celui oùz < 0 ; poserk = |√z| dans le premier cas et
κ = |√−z| dans le deuxième cas et tenir compte des deux signes possibles de la racine dans (4.16).

Exercice 8 (Fonction de Green de l’́equation du transport de la chaleur) :

Dans cet exercice nous utilisons comme dans l’exercice 5 la méthode Fourier pour calculer la solu-
tion fondamentale. Cette fois-ci c’est un problème de transport, c’est-à-dire une équation différentielle qui
contient des dérivées spatiales et temporelles.
(a) Résoudre l’équation suivante en appliquant la transformation de Fourier par rapport aux coordonnées
spatiales.

(κ∂t − ∆)G(x, t) = δ(x, t) . (κ > 0) (4.17)
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Indication: Montrer que la transformée de Fourier de l’équation (4.17) est résolue par

Ĝ(p, t) =
1

κ(2π)3/2
e−|p|2t/κH(t) (4.18)

Ici H(t) dénote la fonction de Heaviside. Calculer la transforméede Fourier inverse dêG.
(b) Déterminer la solution formelle de

(κ∂t − ∆)T (x, t) = u(x, t) (4.19)

pour une fonctionu telle queG ∗ u existe, par exemple une fonction avec support borné.
(c) Choisiru(x, t) = Aδ(x, t). Quel est la significance physique de cette source siT est considéré comme
distribution de température ? Quelle est la solutionT (x, t) ? (Commenter aussi sur la solution pourt < 0.)
Pourquoi cette équation est appelée une équation de diffusion?
(d) Quel est le profil de la températureT (x, t) pour un profil initialT0(x) = A exp{−|x|2/(2σ2)} (tel que
u(x, t) = κT0(x)δ(t)) ?
(e) Quel est le profil de la températureT (x) pour une source ponctuelle à l’origine qui est toujours allumée,
i.e.u(x, t) = δ(x) ?

Références
R. Courant et D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Volume 1, Chapitre V, Paragraphes 14 et 15.
G. Arfken, Mathematical Methods for Physicists, Chapitre 16.
S. Hassani, Mathematical Physics, Chapitre VI.



Chapitre 5

Int égration complexe et applications
aux intégrales ŕeelles

5.1 Intégration Complexe

Dans cette partie du cours nous allons revisiter l’intégration complexe, mais sans présenter toutes les
démonstrations mathématiques. Vous trouverez celles-ci dans le cours d’analyse. Le but ici est plutôt de
se concentrer sur l’application du théorème des résidusau calcul d’intégrales impropres réelles. Pour cette
raison nous allons négliger beaucoup de résultats importants et fascinants sur la structure des fonctions
complexes.

5.1.1 Fonctions d’une variable complexe

On peut écrire la valeur d’une fonction complexef(z) au pointz = x+iy comme un nombre complexe,

u+ iv = f(z) (5.1)

tel queu etv sont des fonctions réelles des deux variablesx ety, f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Exemple 1 : Si f(z) = z2 alors

f(z) = (x+ iy)2 = x2 − y2 + i2xy (5.2)

et doncu(x, y) = x2 − y2 etv(x, y) = 2xy.

La dérivée d’une fonction complexe est définie comme dansle cas réel :

Définition : Soitf une fonction dont le domaine de définition contient le voisinage du pointz0. Ladérivée
def enz0, notéef ′(z0), est définie par la formule

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
(5.3)

à condition que cette limite existe. La fonctionf est ditedifférentiableenz0 quand la limite existe.

Une fonction complexe d’une variable complexe est appeléeholomorphesi elle possède une dérivée en
tout point où elle est définie. Nous allons utiliser le terme analytiquede manière synonyme. Une fonction
est holomorphe au pointz si elle est dérivable enz ainsi que dans son voisinage. Une fonction est appelée
entìeresi elle est holomorphe dans tout le plan complexe. Les polynomes sont des exemples de fonctions
entières.

47
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5.1.2 Les conditions de Cauchy-Riemann

Il y a une différence importante entre la différentiabilité réelle et complexe : dans le cas complexe, la
limite peut être prise de plusieures directions dans le plan complexe, et la valeur limite doit toujours être la
même. Ceci impose des contraintes fortes sur les fonctionscomplexes différentiables.

Nous pouvons reécrire l’équation (5.3) sous la forme

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h) − f(z)

h
(5.4)

oùh = s + it est un nombre complexe. En prenanth = s réel, la dérivée devient un dérivée partielle par
rapport àx,

f ′(z) = lim
s→0

f(x+ s+ iy) − f(x+ iy)

s
=
∂f

∂x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
. (5.5)

De même, sih = it est pûrement imaginaire, on a

f ′(z) = lim
s→0

f(x+ i(y + t)) − f(x+ iy)

it
= −i ∂f

∂y
= −i ∂u

∂y
+
∂v

∂y
. (5.6)

Si f ′(z) existe, cette expression doit avoir une valeur unique, et donc

∂u

∂x
=

∂v

∂y
(5.7)

∂u

∂y
= − ∂v

∂x
. (5.8)

Ces équations s’appellent lesconditions de Cauchy-Riemann. Elles sont nécessaires et suffisantes pour que
f soit dérivable au pointz.

Exemple 2 : Nous avons vu dans l’exemple 1 que pour la fonctionf(z) = z2 on au = x2−y2 etv = 2xy.
Alors

∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y

∂u

∂y
= −2y = − ∂v

∂x
. (5.9)

La fonction est donc dérivable à tout pointz, et est alors une fonction entière.

Exemple 3 : Pour une fonction réelle d’une variable complexe on av = 0. Ainsi cette fonction est soit
constante, soit non-dérivable. Par exemple, la fonctionf(z) = |z|2 = x2 + y2 ne vérifie pas les conditions
de Cauchy-Riemann car∂u/∂x = 2x 6= ∂v/∂y = 0.

5.1.3 D́eveloppements en śeries

La formule de Taylor de l’analyse réelle peut être étendue aux fonctions d’une variable complexe :
chaque fonction qui est analytique dans un cercle|z − a| < R peut être représentée par sa série de Taylor

f(z) = f(a) +
f ′(a)

1!
(z − a) + · · · + f (n)(a)

n!
(z − a)n + · · · . (5.10)

La série converge versf(z) pour toutz intérieur à ce cercle.
Si une fonctionf n’est pas analytique au pointa on ne peut pas appliquer le théorème de Taylor en ce

point. Dans ce cas, il existe parfois une généralisation en une série faisant intervenir à la fois des puissances
positives et négatives de(z − a). De telles séries sont appelées desséries de Laurent.

Théorème 1 : (Th́eorème de Laurent) SoientC0 et C1 deux cercles orientés positivement centrés au
pointa et f une fonction analytique surC0, C1 et dans la couronne comprise entre ces deux cercles, alors
en chaque pointz de la couronnef est représenté par le développement

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n. (5.11)
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5.1.4 Intégrales d’une fonction complexe

Définition : (Int égrale d’une fonction complexe d’une variable ŕeelle)Soit w(t) = u(t) + iv(t) une
fonction complexe de la variable réellet. Soient les fonctionsu(t) et v(t) définies sur l’intervalle fermé et
bornéa 6 t 6 b, et continues par morceaux. On définit alors l’intégrale dew par

∫ b

a

w(t)dt =

∫ b

a

u(t)dt+ i

∫ b

a

v(t)dt. (5.12)

Nous allons utiliser cette définition pour introduire une intégrale le long d’un contour dans le plan
complexe. La variablet deviendra un paramètre qui décrit ce chemin. Pour ceci il faut d’abord définir la
notion de contour :

Définition : (Arc) Un arcC dans le plan complexe est un ensemble de pointsz = (x, y) tels que

x = x(t), y = y(t), a 6 t 6 b (5.13)

oùx(t) ety(t) sont des fonctions continues du paramètre réelt. Si z(a) = z(b) alors l’arc estfermé. Si les
dérivéesx′(t) ety′(t) existent alors la dérivée de l’arc est

z′(t) = x′(t) + iy′(t). (5.14)

L’arc estdifférentiablesi les dérivées existent et sont continues.

Nous pouvons introduire la longeur d’un arc différentiable par

L =

∫ b

a

|z′(t)| dt (5.15)

où

|z′(t)| =
√
x′(t)2 + y′(t)2. (5.16)

La longeurL est invariante sous des changements de paramétrisation del’arc C.

Définition : (Contour) Un contour est un ensemble d’arcs différentiables joints bout à bout.

Si z(t) est une fonction qui décrit un contour, alorsz(t) est continue, et sa dérivéez′(t) est continue par
morceaux. La longeur d’un contour est la somme des longeurs des arcs différentiables qui le forment. Si
a 6 t 6 b et z(a) = z(b) alors le contour estfermé.

Nous pouvons maintenant définir l’intégrale def(z) le long d’un contourC :

Définition : Supposons queC est un contour représenté par l’équationz = z(t) = x(t)+ iy(t), a 6 t 6 b.
Si la fonctionf(z) = u(x, y) + iv(x, y) est continue par morceaux surC on définit l’intégrale de contour
def le long deC comme :

∫

C

f(z)dz =

∫ b

a

f [z(t)]z′(t)dt. (5.17)

Plus explicitement, on a donc

∫

C

f(z)dz =

∫ b

a

(ux′ − vy′)dt+ i

∫ b

a

(vx′ + uy′)dt. (5.18)
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5.1.5 Th́eorème de Cauchy et th́eorème des ŕesidus

Théorème 2 : (Th́eorème de Cauchy)Si une fonctionf(z) est analytique dans un domaine simplement
connexeD, alors son intégrale prise le long de tout contour ferméC appartenant àD est nulle :

∮

C

f(z)dz = 0. (5.19)

Ce théorème implique que la valeur d’une intégrale dea à b dans le domaineD est unique et ne dépend
pas du choix de cheminC entrea etb.

Exercice 1 :

Soit σ, k ∈ R et σ > 0. Vérifier que l’intégrand est une fonction entière et utiliser le théorème de
Cauchy pour calculer

f̂(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 eikxdx (5.20)

ce qui est la transformée de Fourier d’un Gaussienne de largeurσ.
Indications :Suivre par exemple les pas suivants :

a) Considérer l’intégrand comme une fonction complexe enmettantx → z = x + iy. Vérifier que les
conditions de Cauchy-Riemann sont satisfait.

b) Il existe uny∗ tel que la partie imaginaire de l’exposant disparait. Résoudre l’intégrale poury = y∗.
c) Pour utiliser le théorème de Cauchy, il faut fermer le contour d’intégration. Le faire de(x, y) =

(−L, y∗) à (−L, 0) et de(L, 0) à (L, y∗), et prendre ensuite la limiteL→ ∞.

Nous pouvons utiliser le théorème de Cauchy aussi dans la situation suivante : Supposons qu’une fonc-
tion f(z) soit analytique dans un domaine qui consiste en un cercle de rayonR > 0 autour d’un pointa,
mais que la fonction est singulier au pointa. Dans ce cas, la fonctionf(z) a une représentation en serie de
Laurent,

f(z) =

∞∑

n=−∞
cn(z − a)n. (5.21)

Certains decn peuvent être nul.

Exercice 2 :

Démontrer que pour le cercle de rayonR, C = {x, |x| = R}, que
∮

C

zndz =

{
2πi si n = −1
0 autrement

(5.22)

par intégration directe le long deC.

Appliquant ce résultat à la représentation de la fonction f en terme de série de Laurent, en intégrant sur
le cercle unitéC′, orienté de manière positive, autour dea, nous trouvons

∮

C′

f(z)dz = 2πic−1. (5.23)

Le théorème de Cauchy nous dit alors que nous aurions pu choisir n’importe quel contour qui enferme le
point a et est dans le domaine analytique parce qu’il est toujours possible de connecter ce contour avec
le cercle par deux lignes si près qu’ils ne contribuent pas `a l’intégrale. Alors l’intégrale le long du contour
combiné disparait ce qui implique que l’intégrale le longdu contour vaut moins l’intégrale le long du cercle.
Il est important ici que le point singuliera est isolé tel qu’il y a un domaine analytique autour de lui, d’une
taille quelconque.

Le nombre complexec−1, qui est le coefficient devant1/(z − a) dans le développement (5.21), est
appelé lerésidudef au point singulier isoléa, et désigné Res(f, a).
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Théorème 3 : (Th́eorème des ŕesidus)Considérons un contour simple ferméC, orienté positivement, à
l’intérieur duquel et sur lequel une fonctionf est analytique excepté en un nombre fini de points singuliers
z1, z2, . . . ,zn intérieurs àC. Alors

∮

C

f(z)dz = 2πi

n∑

j=1

Res(f, zj) (5.24)

où Res(f, zj) désigne le résidu def au pointzj .

Pour démontrer ce théorème, on considère un petit cercleCj autour de chaque point singulier isoléezj
(en prenant soin que les cercles sont suffisamment petits pour ne contenir qu’un seul point singulier). Alors

∮

Cj

f(z)dz = 2πiRes(f, zj). (5.25)

En combinantC avec les cerclesCj on construit la frontière d’un région dans laquellef est analytique. Par
le théorème de Cauchy on a alors que

∮

C

f(z)dz −
∑

j

∮

Cj

f(z)dz = 0, (5.26)

d’où le résultat.

5.1.6 Calculs des ŕesidus

Le théorème des résidus nous permet alors de calculer facilement des intégrales de contours dans le plan
complexe, si on connait les résidus. Par définition, le résidu est le coefficient du terme1/(z − a) de la série
de Laurent def(z) dans le domaine autour dea.

Exemple 4 : Soit la fonctionf(z) = (ez − 1)/z. Commeez =
∑∞
j=0 z

n/n! nous avons que

f(z) = 1 +
z

2
+
z2

6
+ · · · (5.27)

Par conséquent le pointz = 0 est un point singulier éliminable, etf est analytique dans tout le plan
complexe (une fonctionentìere). Alors toute intégrale def(z) le long d’un contour fermé est nulle (même
si le contour inclutz = 0).

Exercice 3 :

Calculer le résidu de

f(z) =
sin z

z2
(5.28)

au pointz = 0.

Exercice 4 :

Soit la fonctionf(z) = (z2 − 2z + 3)/(z − 2).
(a) Déterminez la série de Laurent def(z) au pointz = 2.
(b) Utilisez le théorème des résidus pour déterminer

∫
C f(z)dz pourC le cercle de rayon1 autour

z = 2.

Normalement la série de Laurent n’est pas facile à construire. Dans ce cas nous pouvons extraire le
coefficientc−1 au moins en principe comme suit :
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Définition : La fonctionf(z) a un pôle (un point singulier)d’ordre m enz = a si (z − a)m+1f(z) est
nulle enz = a mais(z − a)mf(z) ne s’annule pas.

Ceci implique pour la série de Laurent au pointz = a quecj = 0 pourj < −m.
Si f(z) a un pôle simple (un pôle d’ordre1) enz = a alors

Res(f, a) = lim
z→a

(z − a)f(z). (5.29)

Si le pôle est d’ordre2, une multiplication avec(z − a)2 fait que la série de Laurent commence avec un
terme constant qui multipliec−2 et après le terme(z − a)c1, tel que

Res(f, a) = lim
z→a

d

dz
(z − a)2f(z). (5.30)

Ceci se généralise comme suit : Sif(z) possède un pôle d’ordrem au pointz = a alors le résidu def
en ce point est

Res(f, a) =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
(z − a)mf(z). (5.31)

Exercice 5 :

Soit

f(x) =
sin x
x − cosx

x4(1 − 2x)
. (5.32)

Y a-t-il un pôle enx = 0, et si oui, quel est son ordre, et quel est le résidu ?

Exercice 6 :

Trouver les pôles de
1

(1 + z2)n
n ∈ N\{0} (5.33)

et calculer les résidus.

5.2 Applications au calcul d’intégrales ŕeelles

Une application typique du théorème des résidus est le calcul d’intégrales sur tout l’axe réel. Pour ceci
nous avons encore besoin duLemme de Jordan: En intégrant le long d’un arc de cercleΓ de rayonR, centré
surz0 on a que

Si lim
R→0

Rmax
z∈Γ

|f(z)| = 0 ⇒ lim
R→0

∫

Γ

f(z)dz = 0 (5.34)

Si lim
R→∞

Rmax
z∈Γ

|f(z)| = 0 ⇒ lim
R→∞

∫

Γ

f(z)dz = 0 (5.35)

Demonstration: SiM est une constante positive tel que|f(z)| 6 M pour toutz ∈ Γ on a que

∣∣∣∣
∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|f [z(t)]z′(t)| dt 6 M

∫ b

a

|z′(t)| dt = ML. (5.36)

ouL est la longeur de l’arc du cercle. Si l’angle d’ouverture de l’arc estΩ 6 2π alorsL = RΩ et le Lemme
de Jordan suit. Nous pouvons aussi voir que les conditions mentionnées ci-dessus sont suffisants mais pas
nécessaires.
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Remarque: Il y a d’autres formes du Lemme de Jordan, qui reviennent plus au moins au même. Le but est
toujours de pouvoir fermer le contour d’intégration et de démontrer que la valeur de l’intégrale ne change
pas.

Avec ce lemme nous pouvons compléter une intégrale sur l’axe réel avec un demi-cercle. Si l’intégrale
le long du dernier tend vers zéro pourR → ∞ alors la valeur de l’intégrale réelle est donnée par la somme
des résidus à l’intérieur de ce contour, multipliée par2πi.

Exemple 5 : Calculer
∫∞
−∞ dx/(1+x2). D’abord nous vérifions que nous pouvons appliquer le Lemmede

Jordan pour fermer le contour par un demi-cercle. Pour ceci nous notons que l’intégrant tend suffisamment
vite vers zero :

R|f(z)| =
R

|1 +R2e2iφ| =
R√

1 + 2R2 cos(2φ) +R4

R→∞→ 0. (5.37)

Il suffit donc d’évaluer le résidu aux pôlesa = ±i. Ce sont des pôles simples, alors

Res(f, i) = lim
z→i

(z − i)

(z + i)(z − i)
=

1

2i
. (5.38)

Alors nous avons, avec le théorème des résidus
∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
=

∫

C

dz

1 + z2
= 2πiRes(f, i) = π. (5.39)

Exercice 7 :

Calculer ∫ ∞

−∞

dx

(1 + x2)n
(5.40)

avecn ∈ N\{0}.

Exercice 8 :

Calculer ∫ ∞

0

dx

x6 + 1
. (5.41)

Exercice 9 :

Dans le chapitre sur les fonctions de Green, nous avons recontré l’intégrale suivante pour trouver une
fonction de Green :

G(x) =
1√
2π

F−1

(
1

k2 + ν

)
. (5.42)

Ici F−1 est la transformée de Fourier inverse, etν > 0. CalculezG(x) en utilisant le calcul des résidus.

Exercice 10 :

Soitα ∈ C tel queℜe α > 0, et soitn ∈ N\{0}. Calculer la transformée de Fourierf̂(k) de

f(x) =
1

(ix− α)n+1
. (5.43)
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Exercice 11 :

(Fonction Green de l’oscillateur harmonique)L’équation de l’oscillateur harmonique esty′′(t) +
ω2

0y(t) = f(t) où ω0 > 0 est un paramètre réel fixe etf(t) décrit une excitation externe. Une approche
pour construire la fonction Green passe par la solution fondamentaleG(t) pourf(t) = δ(t) (voir exercice
5 du chapitre sur les fonctions de Green). Une transformée de Fourier de l’équationG′′(t)+ω2

0G(t) = δ(t)
mène à

(−ω2 + ω2
0)Ĝ(ω) =

1√
2π

. (5.44)

Si nous essayons de calculer la transformée inverse,

G(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eiωt

ω2
0 − ω2

dω, (5.45)

nous nous rendons compte qu’il y a deux pôles sur l’axe réel, àω = ±ω0. Pour contourner (littéralement)
ce problème, on peut remplacerĜ(ω) par

Ĝ(ret)(ω) =
1√
2π

lim
ǫ→0+

1

2ω0

[
1

ω + ω0 − iǫ
− 1

ω − ω0 − iǫ

]
, (5.46)

Ĝ(adv)(ω) =
1√
2π

lim
ǫ→0+

1

2ω0

[
1

ω + ω0 + iǫ
− 1

ω − ω0 + iǫ

]
. (5.47)

Ceci correspond à deux chemins d’intégration qui contournent les pôles de manière différents.
a) Déssiner les chemins d’intégration.
b) Renfermer les chemins par des demi-cercles à l’infini et calculer les intégrales par le théorème des

résidus.
c) Interpreter les fonctions de Green comme la réponse d’unoscillateur harmonique à une excitation

courte au tempst = 0. Quelle est la différence entre la fonction de GreenretardéeG(ret)(t) et la
fonction de GreenavanćeeG(adv)(t) ? Laquelle des deux allez vous utiliser pour calculer l’effet
d’une excitationf(t) sur un oscillateur harmonique initialement au repos, pary = G ∗ f ?

Exercice 12 :

(Fonctions de Green pouréquations d’onde, de Poisson et de Helmholtz)La solution fondamen-
taleG(x, t) (cf exercice 5 du chapitre sur les fonctions de Green) de l’équation d’onde est la solution de
l’équation suivante1 : (

−∆ +
1

c2
∂2
t

)
G(x, t) =

√
2πδ(x, t). (5.48)

Nous pouvons simplifier cette équation en faisant d’abord une transformation de Fourier par rapport au
temps,t→ ω, ce qui mène à l’équation

(
−∆ − ω2

c2

)
Gω(x) = δ(x), (5.49)

ce qui rend explicite le lien avec l’exercice 7, équation deHelmholtz, du chapitre sur les fonctions de Green.
La constante dans la première équation à été choisie pour que le membre de droite de la deuxième ne soit
queδ(x). En faisant aussi une transformation de Fourier surx → p, nous trouvons l’équation élémentaire

(
p2 − ω2

c2

)
Ĝω(p) =

1

(2π)3/2
. (5.50)

1. Il s’agit de la solution obtenue par transformation de Fourier. Elle reproduit la discontinuité de la dérivee mais doit en général
être superposée à une combinaison linéaire de solutions homogènes pour satisfaire les conditions aux limites du problème.
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a) Soitω2 < 0. Poserz = ω2/c2 puis calculerGz(x) par intégration dans le plan complexe. Comparer
avec l’exercice 7 du chapitre sur les fonctions de Green.

b) Prendre la limitez → 0 de la solution trouvée en (a), et comparer avec la fonction de Green du
Laplacian, exercice 6 du chapitre sur les fonctions de Green.

c) Soitω2 > 0. Si on veut calculerGω(x) on trouve que les pôles de l’intégrant dans la transformation
de Fourier se trouvent sur l’axe réelle, comme dans l’exercice précédent. Comme dans cet exercice
il faut contourner les pôles en les déplaçant de±iǫ, ce qui mène à des fonctions de Green différents.
Calculez-les, et comparez-les avec l’interprétation en termes d’ondes sphériques de l’exercice 7b du
chapitre sur les fonctions de Green.

d) Calculer pour le cas (c)G(x, t) en faisant un transformation de Fourier inverse sur les fréquences,
ω → t. Interpréter les résultats en termes de fonctions de Green avancées et retardées. Montrer alors
qu’une sourceS(x, t) localisée dans le temps et dans l’espace donne lieu a une onde (une solution de
l’équation d’onde avecS(x, t) au second membre)

u(x, t) =

∫
[S(x′, t′)]ret
4π|x− x′| d

3x′, (5.51)

où [. . .]ret signifie que le tempst′ est evalué au temps retardé,t′ = t− |x − x′|/c.

Exercice 13 :

Utiliser l’intégration par contour pour évaluer la somme

S =
∑

n∈Z

1

n2 + a2
, a > 0 . (5.52)

a) Montrer queS correspond à la somme des résidus en des pôles sur l’axe r´eel de

f(z) =
1

z2 + a2
π cot(πz). (5.53)

La somme peut donc être representée comme la somme d’intégrales sur des petits cercles autour de
ces pôles.

b) Considérer un contour qui résulte si on agrandit les petits cercles de la partie (a) jusqu’à ce qu’ils
forment un seul contour long et mince proche de l’axe réel. Dessiner ce contour pourN termes de
la sommeS et puis considérer la limiteN → ∞. Dans cette limite le contour se coupe en deux
intégrales le long dex± iǫ. Vérifier par le Lemme de Jordan que vous pouvez fermer le contour par
des grands demi-cercles, et en déduire que la sommeS est égale à l’opposé de la somme des résidus
en des pôles non-réels def(z).

c) Utiliser le calcul des résidus pour trouverS.

5.3 Méthode du Col

Souvent il n’est pas possible de résoudre une intégrale demanière exacte. Pour certaines classes
d’intégrales il est possible de trouver des solutions approximatives avec bonne précision, par exemple
pour des intégrants du typeeMf(x) pourM grand. Dans cette section nous commençons en regardant
des intégrales réelles avant de discuter une extension dela méthode dans le plan complexe, en utilisant le
théorème de Cauchy.
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5.3.1 Méthode de Laplace

La méthode de Laplace est très simple : pour une intégraledu type
∫ b
a dx exp(Mf(x)) nous

développonsf(x) en série de Taylor autour du maximum global (supposé àx = x0 etx0 6= a, b :

f(x) ≈ f(x0) +
1

2
f ′′(x0)(x − x0)

2 + O((x − x0)
3). (5.54)

SiM est suffisamment grand, nous pouvons négliger les termes d’ordre supérieur, et en plus nous pouvons
intégrer de−∞ à∞ puisque l’intégrant decroit très vite loin dex0. Alors

∫ b

a

dxeMf(x) ≈ eMf(x0)

∫ ∞

−∞
e−

1
2
M|f ′′(x0)|(x−x0)

2

= eMf(x0)

√
2π

M |f ′′(x0)|
. (5.55)

Exemple 6 : Dérivons la formule de Stirling,N ! ≈
√

2πNNNe−N . Pour ce faire, nous notons queN ! =
Γ(N + 1) =

∫∞
0
e−xxNdx. Le changement de variable,x = Nz tel quedx = Ndz conduit à

N ! =

∫ ∞

0

e−Nz(Nz)NNdz = NN+1

∫ ∞

0

e−NzeN ln zdz = NN+1

∫ ∞

0

eN(ln z−z)dz. (5.56)

C’est une intégrale de la bonne forme, avecf(x) = lnx − x. La première dérivée est1/x − 1 et alors
f(x) atteint son maximum enx0 = 1. La seconde dérivée estf ′′(x) = −1/x2. En utilisant la méthode de
Laplace nous avons donc

N ! ≈ NN+1e−N
√

2π

N
(5.57)

qui n’est autre que la formule de Stirling.

Exercice 14 :

Un téléscope équipé d’un compteur de photons observe une étoile lointaine pendant une minute pour
mesurer le taux d’arrivée de photons par minute,λ. Supposons que le nombrer de photons détectés suit
une distribution de Poisson de paramètreλ,

P (r|λ) =
λr

r!
e−λ. (5.58)

En utilisant une distribution à prioriP (λ) = 1/λ, calculer une approximation de la distribution posterieure
pourλ, P (λ|r) ∝ P (r|λ)P (λ) en faisant une approximation de Laplace

a) enλ
b) enlogλ (utiliser alors une distribution à prioriP (logλ) = constant).

Donner le mode (pic de la distribution), la largeur et la normalisation (l’inverse de la valeur de l’intégrale
surλ) en utilisant cet approximation. Comparer ensuite la normalisation avec la normalisation exacte.

5.3.2 Méthode du Col

Si la fonctionf est une fonction complexe, alors la méthode de Laplace ne suffit pas, parce que la phase
complexe peut varier rapidement dans la région ou la partieréelle def est maximale. Ceci peut supprimer
fortement la valeur de l’intégrale dans cette région.

Mais il est possible de déformer le chemin d’intégration dans le plan complexe aussi longtemps qu’on
reste dans un domaine d’analyticité def . Le but est alors de trouver un chemin sur lequel la phase y est
constante. Pour cette raison la méthode du col s’appelle aussi méthode de la phase stationnaire. En plus,
comme nous allons voir, c’est aussi le chemin avec la décroissance la plus rapide de la partie réelle, et la
méthode est souvent appeléemethod of steepest descenten Anglais.

En général, pour une intégraleI =
∫
γ
ef(z)dz nous cherchons un chemin continûment déforméγα (de

manière qu’on ne passe par aucune singularité def pendant cette déformation) tel que
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(a) Le long deγα la phaseℑmf est constante.

(b) Il existe un pointzα ∈ γα tel que(df/ dz)(zα) = 0.

(c) La partie réelle def passe par un maximum local àz = zα.

Un point vérifiant les conditions (b) et (c) est appelé uncolassocié àf(z). C’est parce que les conditions
the Cauchy-Riemann, éqs. (5.7) et (5.8), impliquent que

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
= 0 (5.59)

et de même pourv(x, y). Alors si df(z)/dz = 0 mais les deuxièmes dérivées partielles sont non-nulles,
ils doivent avoir le signe opposé et ce n’est pas un maximum ou un minimun mais un col. Considérons
aussi les lignes deu constant qui sont perpendiculaire au vecteur∇u = (∂u/∂x, ∂u/∂y) qui pointe dans
la direction de croissance maximale. Nous trouvons que

∇u · ∇v =
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
= 0. (5.60)

La condition pour qu’une fonction complexe soit analytiqueimpose donc des contraintes fortes sur cette
fonction.

Pour nous, le fait que les gradients deu et v sont perpendiculaire implique que la direction le long de
laquelle la phase est constante (la condition (a)) est aussila direction de la décroissance la plus rapide de la
partie réelle de la fonction.

La condition que la phase reste stationnaire nous fournit l’équation de courbeγα. Le long de cette
courbe la phase est donc constante et on se ramène à une méthode du col réel. Alors, grâce aux propriétés
des fonctions analytiques, le chemin sur lequel les oscillations deefα sont nulles est aussi le chemin sur
lequelℜefα présente un maximum local le plus accentué possible.

Pour évaluer l’intégrale sur le cheminγα nous introduisons comme dans la section 5.1.4 un paramètre
réelt qui paramétrise le chemin à travers le col, normalisé telque

f(z) = f(zα) − t2

2
+ O((z − zα)3). (5.61)

En comparant cette expression avec la formule de Taylor autour dezα, cf éq. (5.10),

f(z) = f(zα) +
1

2

d2f(zα)

dz2
(z − zα)2 + O((z − zα)3) (5.62)

nous trouvons que

t = (z − zα)

√
− d2f(zα)

dz2
. (5.63)

Comme dans le cas de la méthode de Laplace nous remplaçons la vraie intégrale le long deγα par son
approximation Gaussienne autour dezα. Par la formule d’intégration complexe, (5.17), nous avons que

Iα ≈ ef(zα)

∫ ∞

−∞
e−t

2

z′(t)dt ≈ ef(zα)

{
2π

−d2f(zα)/dz2

}1/2

(5.64)

Pour le deuxième pas nous avons supposé quez′(t) = (d2f(z)/dz2)−1/2 peut être considéré comme
constant à l’échelle du terme Gaussien, ce qui nous permetd’évaluer l’intégrale Gaussienne résultante.
Nous pouvons constater que la formule correspond à celle dela méthode de Laplace, (5.55), sauf qu’elle est
à évaluer au colzα du chemin d’intégration déforméeγα. En effet, si on a affaire à une fonction réelle, la
phase est déjà stationnaire le long de l’axe réel et la méthode du col coincide avec la méthode de Laplace.
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Exemple 7 : Essayons de calculer l’intégrale suivante :

I =

∫ ∞

−∞
e−iax

2

dx, a > 0. (5.65)

Sans le facteuri ce serait une intégrale Gaussienne, mais maintenant c’estune fonction qui oscille rapi-
dement. Pour trouver sa valeur, nous suivons la recette de laphase stationnaire. Considéré dans le plan
complexe, l’intégrant est

−iaz2 = 2axy − ia(x2 − y2). (5.66)

Pour garder la phase stationnaire nous pouvons donc faire une rotation de 45 degrées sur la lignex = −y.
Sur cette ligne on a bien quexy 6 0 et égale à zéro à l’origine. On a aussi quedf/dz = −2iaz est
nulle à l’origine et alors la partie réelle2axy passe bien par un maximum en ce point. Alorszα = 0,
d2f(zα)/dz2 = −2ai et alors

I =

√
2π

2ai
=

√
π

ai
. (5.67)

Dans ce cas le résultat est exact parce que les corrections d’ordre supérieures disparaissent. C’est aussi
le résultat qu’on aurait obtenu naivement en remplaçanta → ia pour se ramener au cas d’une intégrale
Gaussienne simple, mais le passage par le plan complexe est nécéssaire pour s’assurer que la solution est
correcte. En effet il est encore nécessaire de vérifier quela rotation du chemin d’intégration ne change pas
la valeur de l’intégrale. Nous notons que la condition du lemme de Jordan n’est pas satistfaite : pourz sur
l’axe réel nous avons que|f(z)| = 1 pour n’importe quel distanceL de l’origine. Le lemme de Jordan étant
suffisant mais pas nécessaire, il est quand même permis de faire la rotation : La contribution à l’intégrale
qui vient d’un ligne verticale de(x, y) = (L, 0) à (L,L) qui relie les deux chemins d’intégration est

∣∣∣∣∣

∫ (L,L)

(L,0)

f(z)dz

∣∣∣∣∣ 6
∫ (L,L)

(L,0)

|f(z)|dz =

∫ L

0

e2aLydy <

∫ ∞

0

e2aLydy =
1

2aL
. (5.68)

Dans la limiteL→ ∞ ceci tend vers zéro.

Exercice 15 :

Utiliser la méthode du col pour calculer (une approximation de) l’intégrale
∫ ∞

−∞
e−ax

2+ikxdx. (5.69)

a) Trouver les pointszα pour lesquelsdf(zα)/dz = 0.
b) Déterminer un chemin pour lequel la phase est constante et qui passe parzα. Est-ce un minimum où

un maximum de la partie réelle def ?
c) Appliquer la formule de la méthode du col.

Comparer avec le résultat de l’exercice 1.

Exercice 16 :

La fonction Airy peut être écrite comme

Ai(ρ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e
i
“

ρt+ t3

3

”

dt. (5.70)

Dériver l’approximation suivante pourρ > 0 avec la méthode du col :

Ai(ρ) ≈ e−
2
3
ρ3/2

2
√
πρ1/4

. (5.71)
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Exercice 17 :

Évaluer par la méthode du col la fonction de Bessel modifiée

Iν(x) =
1

2π

∫ +π

−π
dθ eiνθex cos θ , (5.72)

(= Jν(ix)) avecν > 0 entier, pourx réel tendant vers+∞.

Exercice 18 :

Évaluer par la méthode du col la fonction de Bessel

J0(x) =
1

2π

∫ +π

−π
dθ eix cos θ , (5.73)

pourx réel tendant vers+∞.

Quelques ŕeférences :

[1] W. A PPEL, “Mathématiques pour la physique”, H & K Editions.

[2] M.J. ABLOWITZ & A.S. FOKAS, “Complex Variables”, Cambridge Texts in Applied Mathematics.
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Chapitre 6

Notions de probabilités et de statistique

6.1 Le concept de probabilit́e.

6.1.1 Espace d’́echantillonnage,événement, probabilité.

Un grand nombre de phénomènes physiques ou naturels ont unaspect aléatoire. Dans certains cas une
description déterministe (donc non-aléatoire) pourrait en principe être possible ; néanmoins elle s’avérerait
irréalisable en pratique car elle serait d’une complexit´e extrême et ferait intervenir un trop grand nombre
de paramètres. On doit ainsi se limiter à des théories probabilistes pour décrire des phénomènes et des
expériences aléatoires. Ceci conduit naturellement à l’introduction d’unespace d’́echantillonage.

Définition : L’ensembleΩ constitué par tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé
l’espace d’́echantillonnage. Chaque “résultat possible”ω est un élément deΩ. Cet espace peut être discret
(fini ou infini dénombrable) ou continu.

Définition : Un év́enementest un sous-ensembleA deΩ. Si A est formé d’un seul élément (c’est-à-dire
A = {ω}), on parle alors d’́ev́enement simpleou élémentaire. L’ év́enement impossibleest l’ensemble vide∅
tandis queΩ est l’év́enement certain.

Si le résultat d’une expérience est un élément deA, on dit que l’événementA a étéréaliśe.

Définition : Si l’on répète une expériencen fois et qu’un événement se réaliseh fois alorsh/n est la
probabilité (empirique) de l’́ev́enementen question.

Remarque: Souvent on limite la théorie de la probabilité à des phenomènes qui ont un caractère aléatoire
intrinsèque. Ceci est parfois appelé l’approchefréquentistecar la probabilité est définie exclusivement par
la fréquence d’un événement.

Il est aussi possible d’utiliser de manière consistente laprobabilité pour décrire des incertitudes dûes
à des connaissances insuffisantes. Par exemple, un juge doit décider si un accusé est coupable ou non. En
réalité l’accusé est soit coupable, soit non coupable, et il n’y a pas de notion de répéter le crime et de
compter combien des fois l’accusé est coupable. Néanmoins, après avoir étudié le cas, le juge va avoir une
opinion sur la probabilité que l’accusé ait commis le crime ou non, et il va baser sa décision là-dessus. Ce
point de vue s’apelleBayesienet il est utile pour inférer des propriétés à priori non-aléatoires, commes les
paramètres d’un modèle.

Remarque: Dans la notation de la théorie des ensembles on a :

(a) A ∪ B est l’événement “soitA, soitB, soit les deux”.

(b) A ∩ B est l’événement “à la foisA etB”.
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(c) A∁ est l’événement “nonA”.

(d) A \ B est l’événement “A mais pasB”.

(e) Les événementsA etB sont ditsexclusifssi A ∩ B = ∅.

6.1.2 Les axiomes des probabilit́es.

Soit Ω un espace d’échantillonnage. A chaque événementA, on associe un nombre réelP (A). La
fonctionP à valeurs réelles définie surΩ est appeléemesure de probabilité si elle satisfait les axiomes
suivants :

A1. Pour toutA ⊂ Ω, on aP (A) > 0.
A2. Pour l’événement certain deΩ, on aP (Ω) = 1.
A3. Pour toute suite d’événements exclusifsA1,A2,A3, . . . on a :

P (A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ . . .) = P (A1) + P (A2) + P (A3) + . . . (6.1)

Modèleélémentaire fini symétrique

Ce modèle correspond à :
(I) L’existence den issues possibles “de base” pour l’expérience. Ces événements élémentaires
ω1, . . . , ωn (les cas possibles) forment une partition deΩ.

(II) P (ω1) = · · · = P (ωn) = 1
n .

Tout événementA est l’union d’un certain nombreν(A) desωi, on pose alors

P (A) =
ν(A)

n

(
=

nombre des cas favorables
nombre des cas possibles

)
. (6.2)

Exercice 1 :

Un dé à jouer rouge et un noir sont jetés simultanément auhasard (manière usitée de dire qu’on pos-
tule (II) pour les36 événementsωij = “rouge donnei points et noir en donnej”). Que valentP (A), P (B),
. . . pour

A = “rouge donne moins de5 points”,
B = “noir donne un nombre pair de points”,
C = “la somme pour les deux dés est paire et6 8”,
D = A ∩ C,
F = A ∪ C.

Exercice 2 :

Démontrer les théorèmes suivants :

(a) SiA1 ⊂ A2 alorsP (A1) 6 P (A2) etP (A2\A1) = P (A2) − P (A1).

(b) Pour toutA ⊂ Ω on a0 6 P (A) 6 1.

(c) P (∅) = 0.

(d) SiA∁ est le complément deA alorsP (A∁) = 1 − P (A).

(e) SiA etB sont deux événements quelconques, alorsP (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B).
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6.1.3 Probabilités conditionnelles et ind́ependantes.

SoientA et B deux événements etP (B |A) la probabilité queB se réalise,A étant ŕealiśe. Comme
nous savons queA est réalisé,A devient un nouvel espace d’échantillonnage remplaçantΩ. Cela conduit à
la définition suivante :

P (B |A) =
P (A ∩ B)

P (A)
(6.3)

ou
P (A∩ B) = P (A)P (B |A) = P (B)P (A |B) . (6.4)

Définition : P (B |A) est appelée laprobabilité conditionnelledeB, étant donnéA.

Si P (B |A) = P (B), c’est-à-dire, si la probabilité de réalisation deB n’est pas affectée par ce qu’il se
passe pourA, alors on dit queA etB sont deśev́enements ind́ependants. Alors :

P (A ∩ B) = P (A)P (B) . (6.5)

Exemple: dans l’exercice 1, les comportements individuels des deuxdés sont indépendants (on les jette
à distance l’un de l’autre). Ceci entraı̂ne queP (A ∩ B) = P (A)P (B). On a encore queA et C sont
dépendants : sachantC, ne restent possibles que les14 événementsωij où i+ j est pair et6 8. On a donc
dans ce cas :

P (A | C) =
P (A ∩ C)

P (C)

(
=

11

14

)
.

Exercice 3 :

Evaluer la probabilité d’obtenir un nombre inférieur à4 au cours d’un jet unique d’un dé :

(a) Sans autre information.

(b) Sachant que le résultat obtenu est impair.

Exercice 4 :

Un récipient contient6 boules rouges,4 blanches et5 bleues. On tire successivement3 boules du
récipient. Quelles sont les probabilités de tirer dans l’ordre des boules rouge, blanche et bleue si :

(a) Chaque boule est remise dans le récipient.

(b) Les boules ne sont pas remises dans le récipient.

Exercice 5 :

La commande de l’organe I à l’organe II d’un équipement se fait normalement par la ligne directe,
affligée d’une probabilité de pannep. En cas de panne, elle est automatiquement déviée sur la ligne de
secours formée de deux tronçons dont chacun a probabilit´e de panneq. Les pannes sont, pour les trois
tronçons, des événements indépendants. TrouverP (C) oùC est l’événement “la commande se fait”.

6.1.4 D́enombrements et analyse combinatoire.

Lorsque le nombre d’événements est grand, le comptage quidoit être fait pour le calcul des probabilités
n’est pas toujours facile.L’analyse combinatoireoffre des méthodes de comptage élaborées.
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Arrangements et combinaisons.

Soientn objets distincts. On veut en alignerr d’entre eux sur une droite. Le nombre d’arrangements
possibles est :

Anr = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− r + 1) =
n!

(n− r)!
. (6.6)

Dans le cas des arrangements, l’ordre des objets est important. Dans diverses situations, l’ordre n’a pas
d’importance. On parle alors decombinaisons. Le nombre de combinaisons der objets parmin est :

Cnr =
n!

r!(n − r)!
. (6.7)

Lescoefficients binomiauxCnr sont les coefficients apparaissant dans le développement du binôme de New-
ton :

(x + y)n = xn + Cn1 x
n−1y + Cn2 x

n−2y2 + · · · + Cnn y
n . (6.8)

Pour de grandes valeurs den, la formule de Stirling :

n! ∼ (2πn)1/2nne−n . (6.9)

nous donne une approximation de la fonctionfactoriellen! den.

Exercice 6 :

Dans un groupe composé de cinq mathématiciens et sept physiciens on doit former une commission
comprenant deux mathématiciens et trois physiciens. Quelest le nombre de possibilités si :

(a) la commission peut comprendre n’importe lequel des mathématiciens et des physiciens.

(b) Un physicien particulier doit être membre de la commission.

(c) Deux mathématiciens particuliers doivent être exclus de la commission.

Exercice 7 :

Evaluer la probabilité pour quen personnes(n 6 365) choisies au hasard aient des dates de naissance
différentes. Combien le groupe doit-il comprendre de membres pour que la probabilité de dates de naissance
différentes soit inférieure à1/2.

Exercice 8 (statistique de Bose-Einstein) :

k particules indistinguables occupent un espace divisé enℓ cellules numérotées de1 à ℓ, des cellules
vides étant permises. Montrer que le nombren de configurations distinctes est égal àCk+ℓ−1

k . Déterminer
la probabilitéP (m | k, ℓ) que la première cellule contiennem particules.

Exercice 9 :

Une tige de longueur1 est cassée en trois parties arbitrairesx, y, z :

1︷ ︸︸ ︷
| |

︸ ︷︷ ︸
x

|

︸ ︷︷ ︸
y

|

︸ ︷︷ ︸
z

Trouver la probabilité pour que les tronçons obtenus permettent de composer un triangle.
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Exercice 10 (Probl̀eme de Buffon) :

Un plan est divisé par des droites parallèles tracées à la distanceL l’une de l’autre. Sur le plan on jette
au hasard une aiguille (segment) de longueurℓ < L. Trouver la probabilité pour que l’aiguille croise l’une
des droites. Imaginer une expérience permettant de déterminerπ.

Exercice 11 :

Un jeu télévisé se présente de la manière suivante : trois portes sont disposées sur un plateau, derrière
l’une d’elles se trouve un prix. Le candidat reçoit la récompense associée à la porte qu’il choisit (le prix ou
rien). Le jeu se déroule de la manière suivante :

(a) le candidat choisit une porte

(b) avant d’ouvrir la porte proposée par le candidat, le pr´esentateur du jeu ouvre une des deux portes
non-désignées derrière laquelle il n’y a pas de prix et demande au candidat s’il maintient son choix
initial ou s’il change d’idée.

Question : le candidat doit-il garder son premier choix ou changer d’idée ?

6.2 Variables aĺeatoires et distributions de probabilité.

Définition : Une fonction aĺeatoire est une applicationX qui associe à chaque pointω d’un espace
d’échantillonnageΩ une valeur réelle. SouventX possède une signification physique. On parle alors de
variable aĺeatoireouvariable stochastique.

Définition : Si la variable aléatoire ne peut prendre qu’un nombre fini ouinfini dénombrable de valeurs
on parlera devariable aĺeatoire discr̀ete; si les valeurs deX forment un continu, on parlera devariable
aléatoire continue.

SoitX une variable aléatoire et∆ un sous-ensemble deIR (par exemple∆ = {x0} un point, ou∆ =
[a, b] un intervalle fini, ou∆ = (−∞, x] un intervalle infini). L’ensemble des pointsω de Ω qui sont
appliqués parX dans∆ forme un sous-ensembleA∆ deΩ, donc un événement

A∆ = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ ∆} .

Pour toute mesure de probabilitéP sur Ω on utilise la notation suggestiveP (X ∈ ∆) pour la probabi-
lité P (A∆) de cet événement. Donc par exemple :

P (X = x0) = P ({ω ∈ Ω | X(ω) = x0}) ,
P (X 6 x0) = P ({ω ∈ Ω | X(ω) 6 x0}) .

6.2.1 Distributions de probabilités.

Soit Ω un espace d’échantillonnage muni d’une mesure de probabilité P . Considérons une variable
aléatoire discrèteX à valeurs dansJ (sous-ensemble fini ou infini dénombrable deIR). On définit la
fonction de probabilit́ef deX par :

f(x) = P (X = x) , pourx ∈ J . (6.10)

Cette fonction satisfait
f(x) > 0 ∀x ∈ J (6.11)

et ∑

x∈J
f(x) = 1 . (6.12)
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Définition : La fonction cumulative de distributionou fonction de ŕepartition F pour la variable
aléatoireX est définie par

F (x) = P (X 6 x) , pourx ∈ J . (6.13)

Donc
F (x) =

∑

u6x

f(u) .

La fonctionF est la probabilité que la variable aléatoireX prenne une valeur inférieure ou égale àx.

Ces notions se généralisent naturellement dans le cas d’une variable aléatoireX continue. Ceci revient
à postuler l’existence d’une fonctionf : IR → IR telle que

f(x) > 0 (6.14)

et ∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1 , (6.15)

appeléedensit́e de probabilit́e. Alors

F (x) = P (X 6 x) =

∫ x

−∞
f(u) du (6.16)

est lafonction de ŕepartitiondeX et on a

f(x) =
dF (x)

dx
.

De plus,F est une fonction monotone croissante enx, telle que

lim
x→−∞

F (x) = 0

lim
x→+∞

F (x) = 1

L’interprétation def(x) pour une variable aléatoire continueX nécessite d’un détour parF (x). De
l’équation (6.16) nous pouvons conclure que la probabilité quex1 < X 6 x2 est

P (x1 < X 6 x2) = F (x2) − F (x1) =

∫ x2

x1

f(x) dx

Etudions maintenant la probabilité queX soit dans un intervalle infinitesimal de tailledx autour dex0. Ad-
mettons qu’il existe une expansion en somme de Taylor pourf autour dex0 qui converge sur cet intervalle.
Alors la probabilité queX soit dans cet intervalle est

P (x0 − dx /2 < X 6 x0 + dx /2) =

∫ x0+dx/2

x0−dx/2
f(u) du = f(x0) dx+O(dx3),

la densité de probabilité à ce point,f(x0), fois le volume de l’intervalle,dx.

Exercice 12 :

La densité de probabilité de la variable aléatoireX estf(x) = c(x2 + 1)−1 pourx ∈ IR.

(a) Trouver la valeur dec.

(b) Calculer la probabilité pour que1/3 6 X2 6 1.

(c) Déterminer la fonction de répartitionF .
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6.2.2 Distributions jointes et conditionnelles.

On considère maintenant le cas de deux variables aléatoires qui peuvent être discrètes ou continues. Soit
Ω un espace d’échantillonnage muni d’une mesure de probabilitéP

Commençons par le cas discret. SiX et Y sont deux variables aléatoires discrètes à valeurs dansJ1

etJ2 respectivement, alors on définit lafonction de probabilit́e jointedeX etY par :

f(x, y) = P (X = x, Y = y) = P ({ω ∈ Ω | X(ω) = x etY (ω) = y}) . (6.17)

Elle satisfait
f(x, y) > 0 (6.18)

et ∑

x∈J1

∑

y∈J2

f(x, y) = 1 . (6.19)

La probabilité que l’événement “X = x etY = y” ait lieu est doncf(x, y).
La probabilité queX = x est donnée par

f1(x) = P (X = x) =
∑

y∈J2

f(x, y) . (6.20)

De même,
f2(y) = P (Y = y) =

∑

x∈J1

f(x, y) (6.21)

est la probabilité queY = y

Définition : Les fonctionsf1 etf2 sont appelées lesfonctions de probabilit́e marginales.

Définition : La fonction de ŕepartition jointeest définie par

F (x, y) = P (X 6 x, Y 6 y) =
∑

u6x

∑

v6y

f(u, v) . (6.22)

Exercice 13 :

La fonction de probabilité jointe de deux variables aléatoires discrètesX etY s’écrit

f(x, y) = c(2x+ y) ,

oùx ∈ {0, 1, 2} ety ∈ {0, 1, 2, 3}.

(a) Trouverc.

(b) CalculerP (X = 2, Y = 1) etP (X > 1, Y 6 2).

(c) Déterminer les fonctions de probabilité marginales pourX etY .

La généralisation au cas des variables continues est imm´ediate :

Définition : La fonction de ŕepartition jointedeX etY est définie par

F (x, y) = P (X 6 x, Y 6 y) . (6.23)

La fonction de probabilit́e jointeou densit́e de probabilit́e jointeest une fonctionf de deux variables telle
que

f(x, y) > 0 (6.24)

et

F (x, y) =

∫ x

−∞
du

∫ y

−∞
dv f(u, v) . (6.25)

En particulier, ∫ ∞

−∞
du

∫ ∞

−∞
dv f(u, v) = 1 .
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Si A représente un événement quelconque, il lui correspond une régionRA du planxy (RA =
{(X(ω), Y (ω))|ω ∈ A}). La probabilité de cet événement sera :

P (A) =

∫∫

RA

f(x, y) dx dy . (6.26)

Définition : Les fonctions de ŕepartition marginalesF1 etF2 et lesdensit́es de probabilit́e marginalesf1
etf2 sont

F1(x) = P (X 6 x) =

∫ x

−∞
du

∫ ∞

−∞
dv f(u, v) , (6.27)

F2(y) = P (Y 6 y) =

∫ ∞

−∞
du

∫ y

−∞
dv f(u, v) , (6.28)

f1(x) =
dF1(x)

dx
=

∫ ∞

−∞
f(x, v) dv , (6.29)

f2(y) =
dF2(y)

dy
=

∫ ∞

−∞
f(u, y) du . (6.30)

A noter par exemple queF1 n’est rien d’autre que la fonction de répartition deX et quef1 est sa densité de
probabilité.

Exercice 14 :

La densité de probabilité jointe de deux variables aléatoires continuesX etY vaut

f(x, y) =




cxy si 0 < x < 4 et 1 < y < 5,

0 autrement.

(a) TrouverP (X > 3, Y 6 2).

(b) Trouver les fonctions de répartition marginales pourX etY .

Variables aléatoires ind́ependantes.

Définition : Deux variables aléatoires discrètesX etY sont desvariables aĺeatoires ind́ependantessi

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y) (6.31)

ou si
f(x, y) = f1(x)f2(y) . (6.32)

La généralisation au cas des variables aléatoires continues donne :

Définition : Deux variables aléatoires continuesX etY sont desvariables aĺeatoires ind́ependantessi

P (X 6 x, Y 6 y) = P (X 6 x)P (Y 6 y) pour toutx, y ∈ IR (6.33)

ou si
F (x, y) = F1(x)F2(y) pour toutx, y ∈ IR. (6.34)

Exercice 15 :

Montrer que les variables aléatoiresX etY de l’exercice 13 sont dépendantes.
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Changements de variables.

Définition : SoitX une variable aléatoire discrète etg : IR → IR une fonction. AlorsU = g(X) ≡ g ◦X
(doncU(ω) = g(X(ω)) pourω ∈ Ω) est aussi une variable aléatoire et

P (U = u) =
∑

{x|g(x)=u}
P (X = x) . (6.35)

Exercice 16 :

La fonction de probabilité d’une variable aléatoire discrèteX à valeurs dans{1, 2, 3, . . .} vautf(x) =
2−x. Trouver la fonction de probabilité pour la variableU = X4 + 1.

Soit maintenantX une variable aléatoire continue dont la densité de probabilité estf et considérons la
nouvelle variable aléatoireU = φ(X), oùφ : IR → IR est une application bijective. Alors :

Théorème 4 : La densité de probabilitég(u) deU est

g(u) = f(x)

∣∣∣∣
dx

du

∣∣∣∣ , oùx = φ−1(u). (6.36)

Considérons maintenant le cas de variables aléatoires continuesX et Y dont la densité de probabilité
jointe estf . On considère deux nouvelles variables aléatoires continuesU = φ1(X,Y ) (doncU(ω) =
φ1(X(ω), Y (ω))) etV = φ2(X,Y ) telles qu’à tout couple(x, y) ne corresponde qu’un seul couple(u, v).
Alors :

Théorème 5 : La densité de probabilité jointeg(u, v) deU etV est

g(u, v) = f(x, y)

∣∣∣∣
∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ , (6.37)

où∂(x, y)/∂(u, v) est le Jacobien de la transformation réciproque(u, v) 7→ (x, y).

Théorème 6 : La densité de probabilitég1 deU = φ1(X,Y ) est obtenue par différentiation par rapport
àu de la fonctionG1 définie par

G1(u) = P (U 6 u) =

∫∫

R
f(x, y) dx dy (6.38)

oùR est la région pour laquelleφ1(x, y) 6 u.

Exercice 17 :

Soit f la densité de probabilité jointe de deux variables aléatoires continuesX et Y . Montrer que la
densité de probabilité de la variable aléatoireU = X + Y s’exprime comme

g(u) =

∫ ∞

−∞
f(v, u− v) dv .

Exercice 18 :

SoientX etY deux variables aléatoires de densité de probabilité jointe

f(x, y) =




c(2x+ y) si 2 < x < 6 et 0 < y < 5,

0 autrement.

(a) Calculer les fonctions de répartition marginales deX etY .

(b) Trouver la fonction de répartition jointe.

(c) Calculer les densités de probabilité marginales deX etY .

(d) Ces variables aléatoires sont-elles indépendantes ou non ?

(e) CalculerP (X + Y > 4).
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Distributions conditionnelles.

Nous considérons le cas de variables aléatoires continuesX et Y dont la densité de probabilité jointe
estf .

Définition : La densit́e de probabilit́e conditionnelle deY , étant donńeX = x (avecx fixé) est la fonction

f(y | x) =
f(x, y)

f1(x)
(6.39)

où f1 est la densité de probabilité marginale deX . Par convention, on posef(y | x) ≡ 0 pour lesx tels
quef1(x) = 0.

Exercice 19 :

Nous considérons le cas de variables aléatoires continuesX et Y dont la densité de probabilité jointe
vaut

f(x, y) =





8xy si 0 6 x 6 1 et0 6 y 6 x,

0 autrement.

(a) Calculer les densités de probabilité marginales deX etY .

(b) Calculer les densités de probabilité conditionnelles deX etY .

(c) X etY sont-elles indépendantes ou non ?

Exercice 20 :

Deux personnes conviennent de se rencontrer entre 14 et 15 heures. Aucune des deux n’attendra l’autre
plus d’un quart d’heure. Quelle est la probabilité que ces personnes se rencontrent?

6.2.3 Moyenne et variance.

Définition : SoitX une variable aléatoire discrète à valeurs dans l’ensembleJ . L’esṕerance math́ematique
deX est donnée par

E(X) =
∑

x∈J
xP (X = x) =

∑

x∈J
xf(x) . (6.40)

Si la variable aléatoireX est continue, alors on a

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx . (6.41)

Remarque: L’espérance mathématique, également appeléemoyenne, est désignée parµX :

µX = E(X) .

Si g : IR → IR est une fonction et siX est une variable aléatoire discrète, de fonction de probabilité f ,
alors

E(g(X)) =
∑

x∈J
g(x)f(x) , (6.42)

alors que pour une variable aléatoireX continue :

E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx . (6.43)

Si X et Y sont deux variables aléatoires continues de densité de probabilité jointef , l’espérance
deg(X,Y ) sera

E[g(X,Y )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)f(x, y) dx dy . (6.44)
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Exercice 21 :

Montrer que :

(a) Sic est une constante, alors

E(cX) = cE(X) et E(X + c) = E(X) + c .

(b) SiX etY sont des variables aléatoires quelconques, alors

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) .

(c) SiX etY sont des variables aléatoires indépendantes, alors

E(XY ) = E(X)E(Y ) .

Définition : La variancede la variable aléatoireX est :

Var(X) = E[(X − µX)2] . (6.45)

C’est un nombre non négatif dont la racine positive est appelée l’écart-type, notéeσX . On a donc, pour une
variable aléatoire discrète :

Var(X) = σ2
X =

∑

x∈J
(x − µX)2f(x) (6.46)

et pour une variable aléatoire continue :

Var(X) = σ2
X =

∫ ∞

−∞
(x− µX)2f(x) dx . (6.47)

L’écart-type caractérise la dispersion des valeurs de lavariable aléatoire autour de la valeur moyenne.

Exercice 22 :

Montrer que :

(a) σ2
X = E(X2) − [E(X)]2.

(b) Si c est une constante, alors
Var(cX) = c2 Var(X) .

(c) SiX etY sont des variables aléatoires indépendantes, alors

Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y ) .

Définition : Soit X une variable aléatoire de moyenneµ = µX et d’écart-typeσ = σX . La variable
aléatoire ŕeduiteXR est définie par

XR =
X − µ

σ
. (6.48)

Par construction,E(XR) = 0 etVar(XR) = 1.

6.2.4 Moments et fonctions ǵenératrices.

Définition : Pour r = 0, 1, 2, . . . , on appellemoment d’ordrer relatif à la moyennede la variable
aléatoireX la grandeur

µr = E[(X − µX)r] .

En particulier,µ0 = 1, µ1 = 0 etµ2 = σ2
X .

De même, on appellemoment d’ordrer relatif à l’origine de la variable aléatoireX la grandeur

µ̃r = E[Xr] .
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Exercice 23 :

Etablir la relation entrẽµr etµr. Plus précisément :

(a) Exprimerµr en termes des{µ̃k}.

(b) Exprimerµ̃r en termes des{µk}.

Le calcul des moments est facilité par l’introduction de lafonction ǵeńeratrice des moments:

MX(t) = E[exp(tX)] . (6.49)

En effet :

µ̃r =
drMX(t)

dtr

∣∣∣∣∣
t=0

. (6.50)

Exercice 24 :

(a) Etablir le résultat (6.50) ci-dessus.

(b) Montrer que pour des constantesa et b,

MaX+b(t) = ebtMX(at) .

(c) Montrer que siX etY sont des variables aléatoires indépendantes, alors

MX+Y = MXMY .

Exercice 25 :

La densité de probabilité de la variable aléatoireX est

f(x) =





2e−2x si x > 0,

0 si x < 0.

Trouver la fonction génératrice des moments et calculer les quatre premiers moments relatifs à l’origine.

6.2.5 Variance des distributions jointes. Covariance.

SoientX etY deux variables aléatoires continues de densité de probabilité jointe f . Les espérances et
variances deX etY sont respectivement :

µX =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x, y) dx dy , (6.51)

µY =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yf(x, y) dx dy , (6.52)

σ2
X =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x − µX)2f(x, y) dx dy , (6.53)

σ2
Y =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(y − µY )2f(x, y) dx dy . (6.54)
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Définition : On appellecovariancela grandeur

Cov(X,Y ) = σXY =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x− µX)(y − µY )f(x, y) dx dy . (6.55)

Exercice 26 :

Montrer les relations suivantes :

(a) σXY = E(XY ) − µXµY .

(b) Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y ) ± 2 Cov(X,Y ).

(c) |σXY | 6 σXσY .

(d) SiX etY sont indépendantes, alorsCov(X,Y ) = 0.

6.2.6 Inégalité de Chebychev.

SoitX une variable aléatoire (discrète ou continue) de moyenneµ et varianceσ2. Alors pour toutε > 0,

P (|X − µ| > ε) 6
σ2

ε2
. (6.56)

Exercice 27 :

Soit X la variable aléatoire de l’exercice 25. EvaluerP (|X − µ| > 1) et appliquer l’inégalité de
Chebychev pour obtenir une borne supérieure. Comparer lesdeux résultats.

6.2.7 La loi des grands nombres.

Théorème 7 : Soient X1, X2, . . . des variables aléatoires mutuellement indépendantes,
chacune de moyenneµ et varianceσ2 finies et soit

Sn =

n∑

i=1

Xi . (6.57)

Alors, pour toutε > 0,

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣
Sn
n

− µ

∣∣∣∣ > ε

)
= 0 . (6.58)

Donc, la probabilité pour que la moyenne arithmétiqueSn/n s’écarte deµ de plus deε tend vers zéro
lorsquen→ ∞.
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6.3 Quelques distributions de probabilit́e particuli ères.

Un certain nombre de distributions se rencontrent souvent en physique. Les principales sont :

6.3.1 La distribution binomiale.

Soientω1 et ω2 les deux résultats possibles qui peuvent se réaliser avecles probabilités respectivesp
et q = 1 − p au cours d’une expérience. Si le résultat estω1, nous dirons que l’expérience est unsucc̀eset
si le résultat estω2, nous dirons que l’expérience est unéchec.

Considérons alors la variable aléatoireX représentant le nombre de succès au cours den expériences
successives. L’espace d’échantillonnage est alors constitué des suites den nombres0 ou 1 représentant
respectivement l’échec ou le succès de chacune des expériences etX prend les valeurs0, 1, 2, . . . , n cor-
respondant au nombre de1 dans la suite. La fonction de probabilité est alors donnéepar :

f(x) = P (X = x) =
n!

x!(n− x)!
px(1 − p)n−x , pourx = 0, 1, . . . , n , (6.59)

On dit que la variable aléatoireX suit unedistribution binomiale. En effet, les valeurs def pourx =
0, 1, 2, . . . , n correspondent aux termes successifs du développement du binôme(p+ (1 − p))n.

Exercice 28 :

Montrer que la distribution binomiale jouit des propriét´es suivantes :

(a) Sa moyenne est :
µ = np . (6.60)

(b) Sa variance est (avecq = 1 − p) :
σ2 = npq . (6.61)

(c) Sa fonction génératrice est :
M(t) = (q + p exp(t))n . (6.62)

(d) Dessiner la fonction de probabilitéf pour

(i) n = 10 , p = 0.75 , (ii) n = 10 , p = 0.25 , (iii) n = 5 , p = 0.25 .

Exercice 29 :

Une asymétrie gauche-droite a été mesurée dans une exp´erience dans laquelleN événements ont été
accumulés (doncN est fixé, pas aléatoire). SoitG etD les nombres d’événements respectivement à gauche
ou à droite (avecN = G+D). L’asymétrie a pour définition

ǫ =
G−D

G+D
=

2G

N
− 1 .

En considérantG comme la moyenne d’une variable aléatoireG, trouvez la variance de la variable
aléatoireE = 2G

N − 1.

Exercice 30 :

Une pièce de monnaie est lancée100 fois. Soit X le nombre de fois où pile a été ob-
tenu. Pour quelles valeurs deX est-il “plausible” de dire que la pièce n’est pas truquée?Pour
cela, vous devez d’abord imaginer un critère permettant dedire si une pièce est truquée ou non.
Qu’en est-il si on lance la pièce10000 fois ?
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6.3.2 La distribution multinomiale.

Soient ω1, . . . , ωk les k résultats possibles qui peuvent se réaliser avec les probabilités respec-
tives p1, . . . , pk (avecp1 + . . . + pk = 1) au cours d’une expérience. SiX1, . . . , Xk sont les variables
aléatoires qui donnent respectivement le nombre de fois que ω1, . . . , ωk se réalisent sur un nombre total
den essais, alors la fonction de probabilité jointe pourX1, . . . , Xk est :

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk) =
n!

x1!x2! · · ·xk!
px1

1 px2

2 . . . pxk

k . (6.63)

On a, comme pour la distribution binomiale :

E(Xi) = npi ,

σ2
Xi

= npi(1 − pi) ,
pour touti = 1, . . . , k . (6.64)

Exercice 31 :

Un sondage effectué auprès de1000 personnes donne le résultat suivant :
Voterait pour le candidat A : 43%.
Voterait pour le candidat B : 39%.
Voterait pour un autre candidat :18%.

Donner les incertitudes sur ces pourcentages (ce que ne fontjamais les journaux qui publient ce genre de
sondages).

6.3.3 La distribution de Poisson.

SoitX une variable aléatoire discrète pouvant prendre les valeurs0, 1, 2, . . . et soitλ > 0 une constante
donnée. Cette variable suit unedistribution de Poisson de paramètreλ si :

f(x) = P (X = x) =
λx e−λ

x!
. (6.65)

Exercice 32 :

Montrer que la distribution de Poisson jouit des propriét´es suivantes :

(a) Sa moyenne est :
µ = λ . (6.66)

(b) Sa variance est :
σ2 = λ . (6.67)

(c) Sa fonction génératrice est :
M(t) = exp[λ(exp t− 1)] . (6.68)

(d) Dessinez la fonction de probabilitéf pour

(i) λ = 0.5 , (ii) λ = 2 , (iii) λ = 8 .

Exercice 33 :

Montrer que dans la limiten→ ∞, p→ 0 tel quenp = λ fixé, la distribution binomiale tend vers celle
de Poisson.
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Exercice 34 :

La probabilité d’une réaction allergique à un traitement donné est de0.001. Trouver la probabilité pour
que parmi2000 personnes :

(a) Exactement3 aient des problèmes.

(b) Plus de2 personnes aient des problèmes.

Exercice 35 :

Supposons une source radioactive de particulesα dont l’activité (intensité) est constante durant les50
heures d’une expérience pendant laquelle on observe19500 particulesα.

(a) Déterminer le nombre moyen de particulesα observées par intervalle d’une minute.

(b) Calculer la probabilité d’observer respectivement0, 1 et 6 particules par intervalle de temps. En
déduire le nombre d’intervalles dans lesquels on s’attendà trouver respectivement0, 1 et6 particules.

6.3.4 La distribution normale.

SoitX une variable aléatoire continue à valeurs dansIR. Cette variable suit unedistribution normaleou
distribution de Gaussde moyenneµ et d’écart-typeσ si sa densité de probabilité est :

f(x) =
1√
2πσ

exp

[
− (x− µ)2

2σ2

]
pour−∞ < x <∞ . (6.69)

Comme la distribution normale possède deux paramètres : la moyenneµ et la varianceσ2, il est commode
d’utiliser la notationN (µ, σ2) pour cette distribution.

La variable aléatoire réduiteZ = X−µ
σ est distribuée selon ladistribution normale ŕeduite

(notéeN (0, 1)) :

f(z) =
1√
2π

exp

[
− z2

2

]
. (6.70)

La fonction de répartition correspondante est, pourz > 0 :

F (z) = P (Z 6 z) =
1√
2π

∫ z

−∞
exp

[
− u2

2

]
du =

1

2
+

1√
2π

∫ z

0

exp

[
− u2

2

]
du .

La fonction qui est usuellement tabulée est la fonctionerf définie comme :

erf(z) =
1√
2π

∫ z

0

exp

[
− u2

2

]
du , pourz > 0 . (6.71)

(voir la page 77 pour des valeurs numériques de cette fonction).
Quelques valeurs importantes :

P (−1 6 Z 6 1) = 0.6827 ,

P (−2 6 Z 6 2) = 0.9545 , (6.72)

P (−3 6 Z 6 3) = 0.9973 .

Exercice 36 :

Montrer que la fonction génératrice de la distribution normale est :

M(t) = exp

(
µt+

σ2t2

2

)
. (6.73)

Indication: Calculer d’abord la fonction génératrice de la distribution normale réduite et utiliser l’exer-
cice 24 pour le cas général.
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Exercice 37 :

Calculer leskewnesset lekurtosisde la distribution normale. Ils sont définis par :

Skewness : γ1 =
µ3

µ
3/2
2

,

Kurtosis : γ2 =
µ4

µ2
2

− 3 .

Valeurs de erf(z) =
1√
2π

∫ z

0

e−u
2/2 du .

0 z

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0754
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879

0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 .2580 .2612 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389

1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767

2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936

2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986

3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4998

3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.7 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000



78 CHAPITRE 6. NOTIONS DE PROBABILIT́ES ET DE STATISTIQUE

Exercice 38 :

Montrer que la demi-largeur à mi-hauteur (Γ/2) d’une gaussienneN (0, σ2) est égale à
√

2 ln 2σ ≈
1.18 σ.

0 σ Γ
2 z

Exercice 39 :

Le temps de vie d’un tube électronique est distribué suivant une distribution gaussienne de moyenneµ =
1000 heures. Quelle est la valeur maximale que peut prendreσ si le temps de vie du tube dépasse900 heures
dans90% des cas ?

Exercice 40 :

Soit des variables aléatoiresX1, . . . , XN indépendantes et normalement distribuées avec moyenneµi
et varianceσ2

i . Montrer que toutes les combinaisons linéaires desXi sont aussi normalement distribuées.

Exercice 41 :

Trois résistancesR1, R2 etR3 (avecµ1 = 5 [Ω], µ2 = 8 [Ω], µ3 = 12 [Ω] et σ2
i = 0.5 [Ω2] pour i =

1, 2, 3) sont choisies et connectées en série.

(a) Quelle est la probabilité queR1 +R2 +R3 > 26 [Ω]?

(b) Quelle est la probabilité que23 [Ω] < R1 +R2 +R3 < 26 [Ω] ?

Exercice 42 :

On fait livrer des sacs de ciment par un camion. Le poids de chaque sac est distribué suivant une
distribution gaussienne de moyenneµ = 100 [Kg] et d’écart-typeσ = 5 [Kg]. Si la charge maximale de ce
camion est4000 [Kg], combien peut-on transporter de sacs si l’on veut que la probabilité que la charge du
camion dépasse4000 [Kg] reste inférieure à5% ?

Exercice 43 :

Un professeur doit corriger les examens écrits d’une classe de dix élèves. Il sait par expérience que le
temps nécessaire pour corriger une copie est distribué suivant une distribution normale de moyenne12 [min]
et d’écart-type8 [min]. Ce jour-là, il veut regarder le match de foot à la télé à20h00.

(a) S’il commence à travailler à 19h00 et s’arrête à 20h00, estimer le nombre de copies corrigées.

(b) A quelle heure doit-il commencer ses corrections pour être sûr à90% d’avoir corrigé toutes les copies
pour 20h00 ?
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6.3.5 La distribution khi-carr é χ
2.

Soient X1, X2, X3, . . . , Xν des variables aléatoires indépendantes normalement distribuées de
moyenne0 et variance1. Soit :

χ2 =

ν∑

i=1

X2
i , (6.74)

alors :

P (χ2
6 y) =

1

2ν/2Γ(ν/2)

∫ y

0

u(ν/2)−1e−u/2 du , (6.75)

oùν est le nombre de degrés de liberté etΓ la fonction gamma qui obéit la relation de récurrenceΓ(x+1) =
xΓ(x) avecΓ(1) = 1 etΓ(1/2) =

√
π.

La densité de probabilité correspondante est :

f(u) =





1

2ν/2Γ(ν/2)
u(ν/2)−1e−u/2 si u > 0,

0 si u 6 0.

(6.76)

On dit queχ2 suit unedistribution en khi-carŕe à ν degŕes de libert́e. Voici quelques distributions duχ2 :

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f

1 2 3 4 5 6 7 8 9 u

ν=5

ν=4

ν=3

ν=2

ν=1

On remarque que pourν > 2, le maximum def est atteint enx = ν − 2.

Exercice 44 :

SoitX une variable aléatoire réduite normalement distribuée. Montrer queX2 est distribuée enχ2 avec
un degré de liberté. (Indication : calculerP (X2 < y) poury ∈ IR).

Exercice 45 :

Montrer que la distribution en khi-carré àν degrés de liberté jouit des propriétés suivantes :
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(a) Sa fonction génératrice est :

M(t) = (1 − 2t)−ν/2 , pourt 6 1
2 . (6.77)

(b) Sa moyenne est :
µ = ν . (6.78)

(c) Sa variance est :
σ2 = 2ν . (6.79)

(d) Son skewness est :

γ1 = 2

√
2

ν
. (6.80)

(e) Son kurtosis est :

γ2 =
12

ν
. (6.81)

Exercice 46 :

Une variable aléatoireX estexponentielle ńegativesi

P (X > b) = exp(−αb) pourb > 0 . (6.82)

Le paramètreα > 0 s’interprète comme un “taux d’annihilation” (X pourrait être le chemin parcouru,
jusqu’à annihilation, par une particule ionisée dans un blindage protecteur).

(a) Quel est le domaine de définition deX ?

(b) Quelle est la densitéfX ?

(c) TrouverµX etσ2
X .

(d) Calculer la probabilité conditionnelle

P (X > b+ c | X > b) .

pourb, c > 0.

Exercice 47 :

Idéalement, un générateur de “nombres aléatoires” simule les valeurs prises par des variables aléatoires
successivesX1, X2, . . . qui sont indépendantes et deloi uniforme sur[0, 1], c’est-à-dire que pour chacune,
la densité est

f(t) =





1 si t ∈ [0, 1],

0 sinon.

On génère ainsi1000 nombres au hasard. Le plus petit d’entre eux se comporte comme la variable aléatoire

M = min{X1, · · · , X1000} .

(a) Que vautP (M > 2/1000)? Donner une approximation exponentielle.

(b) Tirer plus généralement de l’expression pour

P (M > t) =

∫ 1

t

fM (u) du ,

la densitéfM .

(c) CalculerµM .
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6.3.6 Le th́eorème de la limite centrale.

Théorème 8 (Th́eorème de la limite centrale) : Soient X1, X2, X3, . . . des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées dont la moyenneµ et la varianceσ2 sont finies. Soit :

Sn =

n∑

i=1

Xi , (6.83)

alors :

lim
n→∞

P

(
a 6

Sn − nµ√
nσ

6 b

)
=

1√
2π

∫ b

a

exp

(
− u2

2

)
du , (6.84)

c’est-à-dire, la variable aléatoire réduite(Sn − nµ)/
√
nσ est asymptotiquement normale.

Remarque: La condition “identiquement distribuées” peut être relaxée.

Exercice 48 :

Soit X une variable aléatoire suivant la distribution binomiale, avec paramètresn et p. X peut être
considérée comme une somme de variables aléatoires :

X = X1 + . . .+Xn ,

oùXi est associée à l’issue dui-ème tirage. Vérifier le théorème de la limite centrale pourX , en montrant
que la distribution binomiale tend vers la distribution normale lorsquen→ ∞.
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6.4 Eléments de statistique.

Vu le temps imparti, nous ne traiterons que de quelques aspects particuliers de statistique. Il s’agit donc
d’une introduction très imcomplète.

6.4.1 Th́eorie de l’échantillonnage.

Le problème de base est essentiellement le suivant. On a un grand groupe d’objets (une population)
que l’on veut étudier. On aimerait déduire les propriét´es de la ”population” en n’étudiant qu’une partie de
celle-ci, soit uńechantillon. Le premier problème est celui del’échantillonnage, le second est le procédé de
l’inférence statistique.

Un problème difficile est celui du choix d’un échantillon représentatif. Une possibilité consiste à donner
à chaque élément de la population une chance égale. On parle alorsd’échantillon aléatoire.

Ceci est typiquement le cas dans la physique expérimentaleou la population consiste de tous les ob-
servations possibles pour une expérience. Chaque fois quand on repète l’expérience on tire de manière
aléatoire une observation de la population. Le but est de d´eduire des propriétés de la population à partir
d’un échantillon de taille fini.

Une population est considérée comme connue lorsque l’on connait la distribution de probabilitéf(x)
de la variable aléatoire retenue.

Exemple :X=taille (ou poids) des membres d’une population.

Statistique d’échantillonnage.

Un échantillon de taillen peut-être décrit par les valeursx1, x2, · · · , xn des variables aléatoires
X1, X2, · · · , Xn. Toute grandeur obtenue à partir d’un échantillon dans lebut d’estimer un paramètre
d’une population est dit unestatistique d’échantillonnage. Une statistique d’échantillonnage peut donc être
considérée comme une fonction des variables aléatoiresX1, X2, · · · , Xn et est donc aussi une fonction
aléatoire. Il y a beaucoup de manières de former un échantillon de taillen. On peut donc considérer tous les
échantillons possibles de taillen et calculer la statistique pour chacun d’eux. On obtient ainsi unedistribu-
tion d’échantillonnagepour laquelle nous pouvons calculer les divers moments (moyenne, variance,...).

Distribution d’échantillonnage des moyennes.

Soitf(x) la distribution de probabilité d’une population donnée dont nous tirons un échantillon de taille
n. Nous voulons trouver une approximation pour la moyenne de la distribution. L’approche est toujours la
même : il faut définir une statistique relié à la quantit´e d’intéret. Dans le cas de la moyenne de la population,
une possibilité est la moyenne arithmétique desxi de l’échantillon :

X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi

Alors les résultats suivants sont vrais :
1.) La moyenne de la distribution d’échantillonnage des moyennes, est égale à la moyenneµ de la

population (alorsX̄ est une statistiquenon-biaiśedeµ).

E(X̄) = µ (6.85)

2.) Si la population est infinie, de varianceσ2, alors la variance de la distribution des moyennes vaut :

σ2
X̄ =

σ2

n
(6.86)

3.) Si la population est de tailleN , alors la variance de la distribution des moyennes devient :

σ2
X̄ =

σ2

n

( N − n

N − 1

)
(6.87)
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4.) Si la population est normalement distribuée (moyenne= µ, variance=σ2), alors la moyenne de
l’échantillon est normalement distribuée avec une moyenneµ et une varianceσ

2

n .

Distribution d’échantillonnage des fréquences.

Soit une population infinie normalement distribuée et soitp la probabilité pour un membre de la popu-
lation de présenter ou non une propriété donnée.

Considérons tous les échantillons de taillen extraits de cette population et considérons la statistique
relative à la proportion de succès. Ceci correspond donc `a une distribution binomiale. La moyenne de la
distribution d’échantillonnage des fréquences est alors :

µP = p (6.88)

et sa variance :

σ2
P =

p(1 − p)

n
(6.89)

Distribution d’échantillonnage des sommes et différences.

Soient deux populations.
Soit S1 une statistique pour chaque échantillon de taillen1 tiré de la première, de moyenneµS1

et
d’écart-typeσS1

. De même pourS2.
Alors, en prenant toutes les combinaisons possibles de ces ´echantillons nous pouvons obtenir une distri-

bution des différences ditedistribution d’échantillonnage des différences. La moyenne et l’écart-type sont
alors :

µS1−S2
= µS1

− µS2
(6.90)

et :

σS1−S2
=
√
σ2
S1

+ σ2
S2

(6.91)

Si l’on considère la somme, nous obtenons ladistribution d’échantillonnage des sommeset :

µS1+S2
= µS1

+ µS2
(6.92)

et :

σS1+S2
=
√
σ2
S1

+ σ2
S2

(6.93)

Distribution d’échantillonnage des variances.

En prenant tous les échantillons aléatoires possible de taille n d’une population et en calculant la va-
riance de chacun d’eux, nous obtenons la distribution d’échantillonnage des variances. Alors la variable
aléatoire :

nS2

σ2
=

(X1 − X̄)2 + (X2 − X̄)2 + · · · + (Xn − X̄)2

σ2
(6.94)

est distribuée en chi-carré avec(n − 1) degrés de liberté. La statistiqueS2 définie ci-dessus n’est pas un
estimateur non-biaisé pour la variance de la population,σ2, si la moyenne est inconnue et est aussi dérivée
par les données. La raison est qu’il faut estimer deux quantitiés, la moyenne et la variance. Un estimateur
non-biasé est alors donné par

S̃2 ≡ 1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2. (6.95)

(Si la différence est importante il vaut probablement mieux ne pas se fier trop aux résultats !)
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Exercice 49 :

500 billes ont un poids moyen de 5.02 grammes et un écart-type de 0.30 g. Trouver la probabilité pour
qu’un échantillon aléatoire de 100 billes ait un poids total :

1) compris entre 496 et 500 g.
2) supérieur à 510 g.

Exercice 50 :

Un candidat aux élections a recueilli46% des votes. Quelle est la probabilité pour qu’un groupe de :
1) 200 personnes
2) 1000 personnes choisies au hasard lui ait donné une majorité ?

Exercice 51 :

Deux fabricants différents produisent des ampoules électriques.
a) Les “A” ont une durée de vie moyenne de 1400 heures avec un ´ecart-type de 200 heures.
b) Les “B” ont une durée de vie moyenne de 1200 heures avec un ´ecart-type de 100 heures.
Si l’on teste des échantillons aléatoires de 125 ampoules, quelle est la probabilité pour que les ampoules

“A” aient une durée moyenne de vie :
1). au moins supérieure de 160 heures aux ampoules de B ?
2). au moins supérieure de 250 heures aux ampoules de B ?

Exercice 52 :

Un échantillon de 6 observations est constitué aléatoirement à partir d’une population de densité de
probabilitéf(x). Quelle est la probabilité pour que les deux dernières observations soient inférieures aux
quatres premières ?

6.4.2 Th́eorie de l’estimation.

L’estimation d’un paramètre de population donnée par unevaleur unique est dite estimation ponctuelle.
Si l’estimation est comprise entre deux valeurs, on parled’estimation par intervalle.

Estimation par intervalle de confiance.
SoientµS et σS la moyenne et l’écart-type de la distribution d’échantillonnage d’une statistique. Si

la taille de l’échantillon est assez grande (plus que 30) alors la distribution d’échantillonnage deS sera
approximativement gaussienne (à cause du théorème de lalimite centrale). On peut espérer trouverS dans
les intervallesµS±mσS avec probabilité68, 27%, 95, 45% et99, 73% respectivement pourm = 1, 2, 3. Le
pourcentange de confiance est aussi appelé niveau de confiance. Il y correspond une valeur dezc (argument
de la fonctionerf) donnée, appelée coefficient de confiance ou valeur critique (voir table).

Intervalles de confiance des moyennes.

Si l’on considère la statistique de la moyenne d’échantillon (de taillen > 30), X̄ , alors les limites de
confiance de la moyenne d’une population (pour un niveau de confiance donné) sont :

X̄ ± zc
σ√
n

(6.96)

Exercice 53 :

On mesure le diamètre des billes d’un échantillon de 200 pièces. La moyenne est de 8,24 mm pour un
écart-type de 0.42 mm. Evaluer les limites de confiance à95% et99% pour le diamètre moyen des billes.
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Exercice 54 :

Pour qu’une mine d’or soit rentable il faut que 100g d’or soient produit par tonne de minerai. Avant
d’acheter le terrain, vous faites quelques tests. Quatre échantillons ont fourni 126g, 137g, 104g et 93g.

a) En supposantσ = 20g, peut-on exclure une moyenne de 100g (et alors toutes les moyennes plus
petites) avec un niveau de confiance de90% ? Combien d’échantillons faut-il considérer pour exclure une
moyenne de 100g avec un niveau de confiance de99% ?

b) Considérez-vous la mine toujours rentable (avec un niveau de confiance de90%) si la variance est
inconnue?

Intervalles de confiance des fréquences.

Si l’on considère la statistique qui représente le pourcentage de réussite dans un échantillon de taille
n > 30, tiré d’une population binomiale oùp est la probabilité de réussite, alors les limites de confiance
pourp sont données par :

P ± zcσp (6.97)

Exercice 55 :

Un échantillon de 100 électeurs choisis aléatoirement dans une population indique que55% a voté pour
Dupont. Evaluer les limites de confiance à95%, 99%, 99, 73% pour la fréquence de toute la population
en faveur de ce candidat.

Intervalles de confiance des différences et des sommes.

Si S1 et S2 sont deux statistiques d’échantillonnage avec des distributions normales, les limites de
confiance pour les différences de paramètres représent´es parS1 etS2 sont :

S1 − S2 ± zcσS1−S2
(6.98)

et dans le cas d’une somme :
S1 + S2 ± zcσS1+S2

(6.99)

Exercice 56 :

La force électromotrice d’accumulateurs est de 45.1 V pourun écart-type de 0.04 V. On monte 4 accu-
mulateurs en série. Calculer les limites de confiance à95%, 50% pour la force électromotrice totale.

Intervalles de confiance des variances.

Le fait quenS2/σ2 ait une distribution enχ2 àn − 1 degrés de liberté permet d’obtenir les limites de
confiance pourσ2 etσ.

6.4.3 Utilisation du khi-carr é : Ajustement de courbes.

Nous disposons deN points expérimentaux(xi, yi, σi), tels quexi est une variableindépendante
connueet yi est la quantité mesurée avec une erreur (déviation standard) σi. Si l’on porte les mesures
sur un diagramme(x, y), il est alors souvent possible de mettre en évidence une courbe continue suivant
approximativement les données. C’est lacourbe d’ajustement. Le but est d’obtenir l’expression desyi en
fonction desxi. Cette opération d’estimation s’appelle unerégression. Il se peut que plusieurs courbes
représentent le même ensemble de données : droite, parabole, etc. Il faut alors choisir lameilleure courbe,
où le sens de “meilleur” reste à déterminer.

On suppose que lesyi sont desvariables aĺeatoires normalement distribuéesavec varianceσ2
i et

moyennep(xi; c), oùp(xi; c) est une fonction desxi et der paramètresc = (c1, . . . , cr).



86 CHAPITRE 6. NOTIONS DE PROBABILIT́ES ET DE STATISTIQUE

Pour cesN points, on définit

χ2 =

N∑

i=1

[yi − p(xi; c)]
2

σ2
i

(6.100)

et on cherche à déterminer lameilleureestimationc∗ des paramètresc.
Puisque lesyi sont normalement distribuées, l’équation (6.100) suit bien une distribution enχ2 avecν

degrés de liberté : Si on part deN points expérimentaux et der paramètres,

ν = N − r . (6.101)

Dans cette approche, on doit considérer deux opérations absolument distinctes :

Calcul de la meilleure estimation des param̀etresc
∗.

Pour cela on cherche les valeurs dec qui minimisent l’équation (6.100), c’est-à-dire, on calcule

∂χ2

∂ck

∣∣∣∣
c=c∗

= 0 pourk = 1, . . . , r. (6.102)

On a donc autant d’équations que de paramètres.

Test de l’hypothèse avec un niveau de confianceα.

On doit vérifier que l’hypothèseyi = p(xi; c) est bonne. Pour cela on se sert de la valeur que prend
l’équation (6.100) au minimum,i.e. quandc = c∗, soit χ2

min(c
∗), que l’on compare avec la valeurχ2

ν,α

déterminée par leniveau de confianceα (en général,α = 5%) :

α =

∫ ∞

χ2
ν,α

fν(u) du (6.103)

et obtenue à l’aide d’une table numérique (voir page 88).
On a deux possibilités :
– siχ2

min(c
∗) 6 χ2

ν,α, on accepte l’hypothèse,
– siχ2

min(c
∗) > χ2

ν,α, on rejette l’hypothèse.

uχ2
ν,α REJETACCEPTATION

α =

∫ ∞

χ2
ν,α

fν(u) du

fν

Une quantité à connaı̂tre aussi est l’erreur surc∗. Pour cela, faisons un développement duχ2 autour de
sa valeur minimale. On obtient

χ2(c) = χ2
min(c

∗) +

r∑

k=1

∂χ2

∂ck

∣∣∣∣
c=c∗

(ck − c∗k) +
1

2

r∑

j=1

r∑

k=1

∂2χ2

∂cj∂ck

∣∣∣∣
c=c∗

(cj − c∗j )(ck − c∗k) + . . .

Or d’après l’équation (6.102), le deuxième terme de ce d´eveloppement est nul. Il reste donc

χ2(c) = χ2
min(c

∗) +
1

2

r∑

j=1

r∑

k=1

∂2χ2

∂cj∂ck

∣∣∣∣
c=c∗

(cj − c∗j )(ck − c∗k) + . . . (6.104)
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Ceci est l’équation d’un paraboloı̈de enr + 1 dimensions si l’on néglige les termes d’ordre> 2 ou dans le
cas d’un fit linéaire (i.e.quandp(xi; c) est une fonction linéaire enc).

Considérons la matricer×r suivante

H(c∗) =
1

2




∂2χ2

∂c21
· · · ∂2χ2

∂c1∂cr
...

. . .
...

∂2χ2

∂cr∂c1
· · · ∂2χ2

∂c2r



. (6.105)

La matrice d’erreurV qui définit les variancesσ2(c∗k) et les covariancesCov(c∗j , c
∗
k) est donnée par

V =




σ2(c∗1) · · · Cov(c∗1, c
∗
r)

...
. . .

...

Cov(c∗r , c
∗
1) · · · σ2(c∗r)


 ≡ {H(c∗)}−1

. (6.106)

Remarquons que la matriceV est symétrique.
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Table des valeursχ2
ν,α pour la loi de khi-carré avecν degrés de liberté :

α =

∫ ∞

χ2
ν,α

fν(u) du

uχ2
ν,α

α

fν

@
@

@@ α

ν
0.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.750 0.500 0.250 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005 0.001

1 0.00004 0.00016 0.00098 0.00393 0.01579 0.1015 0.4549 1.323 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.83
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.1026 0.2107 0.5754 1.385 2.773 4.6055.991 7.378 9.210 10.60 13.82
3 0.0717 0.1148 0.2158 0.3518 0.5844 1.213 2.366 4.108 6.251 7.815 9.348 11.34 12.84 16.27
4 0.2070 0.2971 0.4844 0.7107 1.064 1.923 3.357 5.385 7.779 9.488 11.14 13.28 14.86 18.47

5 0.4117 0.5543 0.8312 1.145 1.610 2.675 4.351 6.626 9.236 11.07 12.83 15.09 16.75 20.52
6 0.6757 0.8721 1.2373 1.635 2.204 3.455 5.348 7.841 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46
7 0.9893 1.239 1.690 2.167 2.833 4.255 6.346 9.037 12.02 14.0716.01 18.48 20.28 24.32
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 5.071 7.344 10.22 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96 26.12
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 5.899 8.343 11.39 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88

10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 6.737 9.342 12.55 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 7.584 10.34 13.70 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 8.438 11.34 14.85 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.041 9.299 12.34 15.98 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 10.17 13.34 17.12 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12

15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 11.04 14.34 18.25 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 11.91 15.34 19.37 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.09 12.79 16.34 20.49 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 40.79
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.86 13.68 17.34 21.60 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31
19 6.844 7.633 8.907 10.12 11.65 14.56 18.34 22.72 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82

20 7.434 8.260 9.591 10.85 12.44 15.45 19.34 23.83 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 45.32
21 8.034 8.897 10.28 11.59 13.24 16.34 20.34 24.93 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80
22 8.643 9.542 10.98 12.34 14.04 17.24 21.34 26.04 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27
23 9.260 10.20 11.69 13.09 14.85 18.14 22.34 27.14 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 9.886 10.86 12.40 13.85 15.66 19.04 23.34 28.24 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 51.18

25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47 19.94 24.34 29.34 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62
26 11.16 12.20 13.84 15.38 17.29 20.84 25.34 30.43 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05
27 11.81 12.88 14.57 16.15 18.11 21.75 26.34 31.53 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48
28 12.46 13.56 15.31 16.93 18.94 22.66 27.34 32.62 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 56.89
29 13.12 14.26 16.05 17.71 19.77 23.57 28.34 33.71 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 58.30

30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 24.48 29.34 34.80 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 59.70
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 33.65 39.34 45.62 51.80 55.76 59.34 63.69 66.77 73.40
50 27.99 29.71 32.36 34.76 37.69 42.94 49.33 56.33 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 86.66
60 35.53 37.48 40.48 43.19 45.46 52.29 59.33 66.98 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61

70 43.28 45.44 48.76 51.74 55.33 61.70 69.33 77.58 85.53 90.53 95.02 100.4 104.2 112.3
80 51.17 53.54 57.15 60.39 64.28 71.14 79.33 88.13 96.58 101.9 106.6 112.3 116.3 124.8
90 59.20 61.75 65.65 69.13 73.29 80.62 89.33 98.65 107.6 113.1 118.1 124.1 128.3 137.2

100 67.33 70.06 74.22 77.93 82.36 90.13 99.33 109.1 118.5 124.3 129.6 135.8 140.2 149.4
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Fit à un paramètre.

Quand on n’a qu’un seul paramètrec, l’équation (6.100) devient

χ2 =

N∑

i=1

[yi − p(xi; c)]
2

σ2
i

.

On obtientc∗, la meilleure estimation du paramètre, à l’aide de (6.102) :

0 =
dχ2

dc

∣∣∣∣
c=c∗

= −2

N∑

i=1

yi − p(xi; c)

σ2
i

dp(xi; c)

dc

∣∣∣∣∣
c=c∗

. (6.107)

On obtient la variance surc∗ à l’aide de (6.106) :

σ2(c∗) =

{
1

2

d2χ2

dc2

∣∣∣∣
c=c∗

}−1

. (6.108)

Dans ce cas particulier, l’équation (6.104) s’écrit

χ2(c) − χ2
min(c

∗) =

{
1

2

d2χ2

dc2

∣∣∣∣
c=c∗

}
(c− c∗)2 = [σ2(c∗)]−1(c− c∗)2 .

Si l’on évalue l’équation précédente au pointc = c∗ ± σ(c∗) on a

χ2(c∗ ± σ(c∗)) − χ2
min(c

∗) = 1 . (6.109)

On peut donc trouverc∗ etσ(c∗) à partir du graphique deχ2 en fonction dec. Au pointc∗, la fonction est
minimale, tandis qu’au pointc∗ ± σ(c∗) la fonction vautχ2

min(c
∗) + 1.

Exercice 57 :

On dispose de deux balances, dont l’une (B2) est plus précise que l’autre (B1). On dispose aussi den
pièces de monnaie de1 Fr. des années 1964 et 1970. On pèse ces pièces sur les deuxbalances. Les résultats
sont tabulés et l’on obtient les valeurs suivantes pour lesmoyennesy(Bℓ) et leurs erreursσ(Bℓ) correspon-
dant aux deux balances :

année

1964

1970

y(B1) σ(B1)

3.0733 0.0205

3.0968 0.0183

y(B2) σ(B2)

3.0806 0.0080

3.1045 0.0059

Tester l’hypothèsey1964(Bℓ) = y1970(Bℓ) = µ séparément pour les mesures faites avec les deux balances.

Fit à plusieurs paramètres.

La méthode est la même que précédemment, mais ici on doiten plus tenir compte de la corrélation entre
les estimations qui est donnée par les termes non-diagonaux de la matrice d’erreur (6.106).

Ici nous allons traiter en détail lefit d’une droite.

Exercice 58 :

Montrer que si toutes les mesures expérimentales sont effectuées avec la même précision, les meilleures
estimations des paramètresa etb de la droite d’ajustement

y = a+ bx , (6.110)
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sont

a∗ =

(∑

i

yi

)(∑

j

x2
j

)
−
(∑

i

xi

)(∑

j

xjyj

)

N
∑

i

x2
i −

(∑

i

xi

)2 , (6.111)

b∗ =

N
∑

i

xiyi −
(∑

i

xi

)(∑

j

yj

)

N
∑

i

x2
i −

(∑

i

xi

)2 . (6.112)

Exercice 59 :

Si la précision des mesures est différente, l’équation (6.100) devient

χ2 =

N∑

i=1

[yi − (a+ bxi)]
2

σ2
i

. (6.113)

Montrer que la meilleure estimation des paramètresa et b, donnée par (6.102), est

a∗ =
CD −AE

BD −A2
, (6.114)

b∗ =
BE −AC

BD −A2
, (6.115)

où l’on a défini les constantes suivantes :

A =

N∑

i=1

xi
σ2
i

, B =

N∑

i=1

1

σ2
i

, C =

N∑

i=1

yi
σ2
i

,

D =

N∑

i=1

x2
i

σ2
i

, E =

N∑

i=1

xiyi
σ2
i

, F =

N∑

i=1

y2
i

σ2
i

.

(6.116)

De même, montrer que la matrice d’erreurV définie par (6.106) est donnée par

V =

(
B A
A D

)−1

=
1

BD −A2

(
D −A

−A B

)
. (6.117)

Exercice 60 :

On considère les six points expérimentaux suivants :

xi 0 1 2 3 4 5

yi 0.92 4.15 9.78 14.46 17.26 21.90

σi 0.50 1.00 0.75 1.25 1.00 1.50

Trouver l’équation de la droite d’ajustement, déterminer les erreurs sur les estimations et vérifier que l’hy-
pothèse du fit linéaire est raisonnable (niveau de confianceα = 5%).



6.4. ELÉMENTS DE STATISTIQUE. 91

Exercice 61 :

On veut ajuster les données(xi, yi) avec une parabole d’équation :

y = a+ bx+ cx2 . (6.118)

Montrer que si toutes les mesures expérimentales sont effectuées avec la même précision, les meilleures
valeurs des paramètres sont données par les conditions :

∑

i

yi = a∗N + b∗
∑

i

xi + c∗
∑

i

x2
i , (6.119)

∑

i

xiyi = a∗
∑

i

xi + b∗
∑

i

x2
i + c∗

∑

i

x3
i , (6.120)

∑

i

x2
i yi = a∗

∑

i

x2
i + b∗

∑

i

x3
i + c∗

∑

i

x4
i . (6.121)

Lin éarisation des probl̀emes non lińeaires.

Quelquefois, quand on rencontre les problèmes où la dépendance des mesuresyi n’est pas une fonction
linéaire des paramètres, on peut faire une transformation de variableszi = g(yi) pour linéariser le problème.
Considérons par exemple la fonction

y(x; θ1, θ2) = θ1 exp(−θ2x) ,

oùθ1 etθ2 sont des paramètres. On prend

z = ln y = ln θ1 − θ2x ≡ c1 + c2x .

Doncz est linéaire enc = (c1, c2) = (ln θ1,−θ2).
On doit faire la remarque suivante : les erreurs statistiques des variableszi = g(yi) n’ont pas la même

distribution que celles desyi. Il faut utiliser la formule de propagation d’erreur pour faire le calcul :

σ2(zi) ≈
(
∂zi
∂yi

)2
σ2(yi) , pouri = 1, . . . , N . (6.122)

Exercice 62 :

Une source radioactive aN0 noyaux au tempst = 0. Elle se désintègre suivant la loi suivante :

N(t) = N0 exp

(
− t

τ

)
.

On effectue les mesures suivantes :

essai numéro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tempsti 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135

#coups/15 [sec] 106 80 98 75 74 73 49 38 37 22

L’erreur sur le nombre de coupsN est égal à
√
N . Déterminer la meilleure estimation du paramètreτ et

son erreur, à l’aide d’un fit linéaire.
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6.4.4 Inférence Bayesienne

Règles de base

Les règles de base du calcul Bayesien découlent des résultats probabilistes suivants que nous avons vus
auparavant. SoientX et Y deux variables aléatoires. Nous écrivonsP (x) pour la fonction de probabilité
P (X = x). Alors

(a) Règle du produit (voir Eq. (6.4) et Eq. (6.39))

P (x, y) = P (x)P (y|x) = P (y)P (x|y) (6.123)

(b) Marginalisation : (voir Eq. (6.21))

P (y) =
∑

x∈Jx

P (x, y) (6.124)

Ici nous remplaconsx → θ (les paramètres) ety → D (les données). Nous introduisons en plus le modèle
M. La première règle peut alors être re-écrite sous la forme del’ équation de Bayes,

P (θ|D,M) =
P (D|θ,M)P (θ|M)

P (D|M)
(6.125)

Chaque expression dans cette équation a un nom spécifique :
– P (θ|D,M) est laprobabilité post́erieure. C’est la fonction de probabilité pour les paramètres du

modèle et donc le résultat recherché.
– P (D|θ,M) est lelikelihood, et est souvent écrit en fonction des paramètres commeL(θ). C’est la

probabilité d’observer les donnéesD pour un modèleM et avec les paramètresθ donnés. Ceci est
déterminé par l’expérience. Pour des données tirées d’une variable aléatoire normale comme décrit
dans l’Eq. (6.100) le likelihood est proportionnel àexp(−χ2/2) et normalisé tel que l’intégrale sur
lesyi donne1.

– P (θ|M) est laprobabilité a priori des paramètres, donc la probabilité avant de faire l’exp´erience.
Cela s’apelle souventprior. En l’absence de connaissances sur les paramètres, il fautchoisir cette
expression de manière à ce que leur contenu d’informationsoit minimal. Les deux exemples typiques
sont les paramètres de location avecP (θ|M) constant et les paramètres d’échelle oùP (θ|M) ∝ 1/θ.

– P (D|M) est important pour comparer des modèles différents et nous allons discuter ce facteur plus
tard. Toutefois il est constant pour un modèle et des données fixes et n’influence pas la probabilité
postérieure.

Avec l’équation de Bayes nous pouvons donc dériver la probabilité postérieure des paramètres. Si
nous ne somme pas intéressé par certains des paramètres,nous pouvons les marginaliser en les intégrant.
L’exemple suivant illustre explicitement tous ces concepts.

Exemple : Inférence Bayesienne de la moyenne et variance pour une distribution normale

Nous avons présenté plus tôt les deux différents estimateurs pour la variance,S et S̃. Nous allons
maintenant les dériver par inférence Bayesienne. Ceci met en évidence une des différences principales
entre l’approche fréquentiste et l’approche Bayesienne.Dans la première, il faut construire des estimateurs
et évaluer leurs propriétés, ce qui est un processus mal défini. Souvent ces estimateurs découlent de manière
naturelle d’un calcul Bayesien.

Alors soient{xi}ni=1 des données tirées d’une distribution normaleN (µ, σ) avecµ et σ inconnus. Il
nous faut des probabilités a priori pour ces paramètres. En l’absence d’autres informations il faut choisir
des priors non-informatifs. La moyenne est clairement un paramètre de location, avec une reparamétrisation
naturelleµ → µ + c, son prior est alors plat. La variance est toujours positive, et c’est son échelle qui est
inconnue. Donc son prior est1/σ. Ces priors sont impropres, mais la distribution normale les régularise de
manière suffisante. Toutefois, il est possible de définir des priors propres au prix de compliquer les calculs.
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Nous allons toutefois introduire un facteur constant1/∆µ qui décrit la largeur du prior surµ, mais qui peut
être arbitrairement petit.

Le likelihood est le produit d’une distribution normale pour chaquexi pourσ etµ connus et constants,

P ({xi}ni=1|µ, σ) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
−

n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2

}
(6.126)

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− n(µ− x̄)2 + nS2

2σ2

}
(6.127)

Doncx̄ etS (ou S̃) suffisent pour décrire cette situation. La probabilité postérieure est alors

P (µ, σ|{xi}ni=1) =

1
(2πσ2)n/2 exp

{
− n(µ−x̄)2+nS2

2σ2

}
1

∆µ

1
σ

P ({xi}ni=1)
(6.128)

Cette fonction décrit nos connaissances surµ et σ pour des données et priors données. Il est possible de
calculer les paramètres qui maximisent le postérieur, mˆeme si ce n’a pas d’importance particulière dans le
calcul Bayesien. Dans la base{µ, lnσ} les priors sont plats et le maximum du postérieur est le même que
le maximum du likelihood. Le maximum du likelihood est à{x̄, σ = S}.

Exercice 63 :

Calculer la distribution postérieure pourµ si σ est connu. Démontrer qu’elle est proportionelle à une
distribution normale autour dēx avec un écart-type deσ/

√
n.

La prochaine question est : Avec les données et les priors non-informatifs, quel estσ ? La différence
est que nous cherchons la réponse pour unµ inconnu et indéterminé. Il faut donc marginaliser surµ. La
probabilitée postérieure pourσ peut être écrite comme

P (σ|{xi}ni=1) =
P ({xi}ni=1|σ)P (σ)

P ({xi}ni=1)
. (6.129)

Pour trouverP ({xi}ni=1|σ) il faut intégrer surµ, P ({xi}ni=1|σ) =
∫
P ({xi}ni=1|µ, σ)P (µ)dµ. PourP (µ)

constant c’est une intégrale Gaussienne qu’on peut résoudre, et on trouve

lnP ({xi}ni=1|σ) = −n ln(
√

2πσ) − nS2

2σ2
+ ln

√
2πσ/

√
n

∆µ
, (6.130)

où ∆µ est la taille du prior surµ, P (µ). Les deux premières expressions sont le logarithme du likelihood,
et la troisième est souvent appelée le facteur de “Occam” qui pénalise les modèles trop généraux (avec
grand∆µ). Pour trouver le maximum de la probabilité postérieure pour σ, nous pouvons différencier cet
expression parσ, et le facteurσ/

√
n additionel fait que le maximum n’est plus àS mais à

S̃2 =
n

n− 1
S2. (6.131)

La question finale porte sur l’exercice 55(b) : Quel estµ pour des données connues, si on ne connais
pasσ ?

Exercice 64 :

a) Marginaliser surσ pour obtenir la distribution “Student’s t”,

P (µ|D) ∝ 1/
(
n(µ− x̄)2 + (n− 1)S̃2

)n/2
. (6.132)

C’est la distribution correcte à utiliser pour trouver la moyenneµ si la variance est inconnue.
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b) Utiliser la variablet ≡ (x̄ − µ)/(S̃/
√
n) et le fait que la fonction de probabilitéP (µ|D) doit être

normalisé comme fonction deµ pour calculer la valeur det limite pour un niveau de confiance de
90% etn = 4 (donc

∫ t0.9

−∞ P (t)dt = 0.9), et démontrer quet0.9 ≈ 1.64. Revisiter ensuite la question
(b) de l’exercise 55.

c) Quelle serait l’approche Bayesienne pour 55(b)? Quelle est la différence à la réponse trouvé par (b)
ci-dessus ? La différence est-elle importante dans ce cas ?

Exercice 65 :

Il y a 11 récipients dénombrés paru ∈ {0, 1, 2, ..., 10}. Chacun contient 10 boules, dontu noirs et
10 − u blanches. Fred choisit un récipient de manière aléatoire et tire10 boules (en les remettant dans le
récipient). Bill voit qu’il a tiré 3 boules noires.

a) Quelle est (pour Bill) la probabilité que Fred ait choisit le récipientu?
b) Quelle est la probabilité que la prochaine boule soit noire ?
c) Quelle serait la réponse à la question (b) selon l’approche fréquentiste ?

Comparaison de mod̀eles

La quantité nécessaire pour comparer des modèles est la probabilité pour le modèleM avec des données
D, c’est-à-direP (M|D). Avec la formule de Bayes nous pouvons voir que c’est

P (M|D) =
P (D|M)P (M)

P (D)
. (6.133)

NormalementP (D) et P (M) sont des constantes, telles queP (D|M) ∝ P (M|D). Pour calculer
P (D|M) nous utilisons Eq. (6.125) et le fait queP (θ|D,M) est normalisé,

∫
dθP (θ|D,M) = 1. Nous

avons donc

P (D|M) =

∫
dθP (D|θ,M)P (θ|M). (6.134)

Exercice 66 :

Apparu dans “Guardian” du 4 Janvier 2002 :

When spun on edge 250 times, a Belgian one-euro coin came up heads 140 times and tails 110 times. ‘It
looks very suspicious to me’, said Barry Blight, a statistics lecturer at the London School of Economics. ‘If
the coin were unbiased the chance of getting a result as extreme as that would be less than 7%’.

Quel est votre avis ? Considérez deux hypothèses ou modèles,M1 : la pièce n’est pas truquée,p = 1/2 et
M2 : il y a un biais arbitraire,p ∈ [0, 1] de manière uniforme. Vous pouvez utilisier que

∫ 1

0

dppn(1 − p)m =
n!m!

(n+m+ 1)!
pour n,m ∈ N. (6.135)
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[6] FRODESEN, SKJEGGESTAD AND TÖFTE, “Probability and Statistics in particle physics”, Universi-
tetsforlaget (1979).

[7] E. T. JAYNES, “Probability Theory”, Cambridge University Press (2003).

[8] DAVID J.C. MCKAY , “Information Theory, Inference, and Learning Algorithms”, Cambridge Uni-
versity Press (2003).



96 CHAPITRE 6. NOTIONS DE PROBABILIT́ES ET DE STATISTIQUE



Chapitre 7

Eléments de la th́eorie des groupes

7.1 Définition d’un groupe

La notion de groupe est un concept important pour la physique, spécialement en relation avec des
considérations de symétrie. C’est ainsi parce qu’un grand nombre de groupes apparaı̂t tout naturellement,
p.ex.le groupe des translations de l’espace, le groupe des rotations, le groupe formé des transformations de
Lorentz en relativité, les groupes cristallographiques (formés des transformations de symétrie des structures
cristallines). Les groupes susmentionnés sont tous desgroupes de transformations, c.-à-d. des ensembles
dont les éléments sont des transformations de certains objets ou espaces ; ces ensembles ont une loi de
composition interne, donnée par l’exécution successivedes transformations. En général, un groupe est un
ensemble abstrait muni d’une loi de composition ayant certaines propriétés.

Définition :
(a) Ungroupeest un ensembleG muni d’une loi de composition◦ (c’est à dire associant à chaque couple
ordonné(a, b) d’éléments deG un autre élémenta ◦ b) qui satisfait les conditions suivantes :
(0) a ◦ b ∈ G pour touta, b ∈ G,
(1) elle estassociative: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) pour touta, b, c ∈ G,
(2) il existe unélément neutree : a ◦ e = e ◦ a = a pour touta ∈ G,
(3) à chaquea ∈ G est associé un élémenta−1 ∈ G satisfaisanta ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e ; a−1 est appelé
l’ inversedea.
(b)G est ungroupe finis’il ne contient qu’un nombre fini d’éléments.
(c) Un sous-groupeG0 d’un groupeG est une collection non-vide d’éléments deG qui est un groupe pour
la loi de composition induite parG.
(Donca, b ∈ G0 ⇒ a ◦ b ∈ G0 et a−1 ∈ G0 ; en particuliere ∈ G0 et e est également l’élément neutre
deG0).
G0 est un sous-groupepropredeG s’il est différent deG et de{e} (le groupe formé par le seul élémente).
Remarque: Il est usuel d’écrire simplementab pour le composéa ◦ b. Il ne faut pas confondre cette no-
tation avec une multiplication ; pour certains groupes concrets (par exemple des groupes de matrices) la
composition est effectivement une multiplication, dans d’autres cas cela peut être par exemple une addition.

Exercice 1

GL(n, IR) est défini comme l’ensemble des matrices réellesn×n non-singulières,SL(n, IR) comme le
sous-ensemble des matrices unimodulaires (i.e.déterminant égal à1). Montrer queGL(n, IR) est un groupe
et queSL(n, IR) est un sous-groupe deGL(n, IR). Ces groupes sont-ils finis ou non ?

Définition :Une transformation d’un ensembleM den éléments s’appelle une permutation.
Le groupe de toutes les permutations de l’ensembleM de n éléments s’appelle le groupe symétrique
(groupe de permutations)Sn.

97
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Le nombre d’éléments d’un groupe fini s’appelle l’ordredu groupe.
Théorème :Tout groupe fini d’ordren est isomorphe à un sous-groupe du groupe de permutationsSn.

(Démonstration : On peut comprendre un groupe d’ordren comme un groupe de permutations sur ses
propres éléments.)

Exercice 2

Nous considéronsS3, M = {1, 2, 3},

e = [(1, 2, 3) → (1, 2, 3)] , a = [(1, 2, 3) → (2, 3, 1)] , b = [(1, 2, 3) → (3, 1, 2)] ,

c = [(1, 2, 3) → (1, 3, 2)] , d = [(1, 2, 3) → (3, 2, 1)] , f = [(1, 2, 3) → (2, 1, 3)] .

– Remplir la table de multiplication suivante et vérifier queS3 est un groupe (ditle groupe syḿetrique
de 3éléments) :

e a b c d f

e

a

b

c

d

f

– Ce groupe est-il commutatif ? (⇔ ab = ba ∀a, b,∈ S3)
– Déterminer au moins un sous-groupe propre deS3. Montrer que lestranspositions(échanges de deux

éléments) ne forment pas un sous-groupe.
– Qu’est-ce qu’est l’ordre deS3 ? Qu’est-ce qu’est l’ordre deSn ?

7.2 Repŕesentations

Un groupe est un ensemble abstrait ou souvent un ensemble dont les éléments sont des transforma-
tions de certains objets physiques (groupes de transformations ; leurs éléments agissent sur des objets phy-
siques ou des appareils de mesure,p.ex.rotation d’un champ magnétique, déplacement d’un détecteur). Pour
décrire les phénomènes physiques ou les états des syst`emes physiques, on utilise unespace math́ematique
(p.ex. l’espace de phase en mécanique, un espace de Hilbert ou les rayons d’un espace de Hilbert en
mécanique quantique). Il faut donc bien distinguer entre l’espace physique (l’espace dans lequel ont lieu
les phénomènes physiques – souventIR3 ou l’espace-tempsIIM) et l’espace mathématique servant à décrire
ces phénomènes.

A chaque transformation du système physique doit correspondre une transformation dans l’espace
mathématique (la description mathématique du changement d’état sous cette transformation). Donc chaque
transformation du système physique sera représentée par une application de l’espace mathématique dans
lui-même ; le produit (composé) de deux transformations sera représenté par la composition des deux ap-
plications correspondantes de l’espace mathématique, etc. En d’autres termes l’ensemble de ces applica-
tions sera lui-même un groupe, on parle d’unereprésentationdu groupe de transformations dans l’es-
pace mathématique. Dans la majorité des situations l’espace mathématique est un espace vectoriel et l’on
considère desreprésentations lińeaires, c.-à-d. des représentations par des applications linéaires dans cet
espace vectoriel.

Définition :
(a) Unereprésentationd’un groupeG est un homomorphisme deG dans l’ensemble des applications in-
versibles d’un espaceE.
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(b) Unereprésentation lińeaired’un groupeG est un homomorphisme deG dans l’ensemble des applica-
tions linéaires inversibles d’un espace vectorielE.
(c) Une représentation estfidèle si cet homomorphisme est injectif, c.-à-d. si à toute paire d’éléments
différents deG correspondent deux applications différentes deE.
(d) Ladimension d’une représentation lińeaireest définie comme la dimension de l’espace vectorielE.

Commentaires: Pour définir une représentation d’un groupeG dans un espaceE, on doit donc associer
à chaque élémenta deG une applicationD(a) deE dansE, et cette correspondancea 7→ D(a) doit
préserver la structure de groupe, c.-à-d. doit être telle que

D(e) = 1l D(ab) = D(a)D(b) pour touta, b ∈ G

(loi de composition interne deG à gauche, composition des applications deE à droite). On aura alors

D(a−1)D(a) = D(a−1a) = D(e) = 1l

et de même
D(a)D(a−1) = 1l ,

donc chaque applicationD(a) possède un inverse[D(a)]−1, et cet inverse est égal àD(a−1) :

[
D(a)

]−1 = D(a−1) .

Si D est une représentation linéaire dans un espace vectorielE de dimension finie, après le choix d’une
base dansE,D(a) peut être représenté par une matricer×r, oùr = dimE est la dimension deE.

La famille d’applications{D(a) | a ∈G} forme également un groupe ; si la représentation est fidèle, ce
groupe est isomorphe au groupeG.

Dans la suite nous ne considérons que des représentationslinéaires.

Exercice 3

Soit les matrices :

T (e) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 T (c) =




1 0 0
0 0 1
0 1 0




T (a) =




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 T (d) =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




T (b) =




0 0 1
1 0 0
0 1 0


 T (f) =




0 1 0
1 0 0
0 0 1




– Montrer que ces matrices définissent une représentationlinéaire3-dimensionnelle du groupeS3.

Etant donnée une représentation linéaireD(G) d’un groupeG dans l’espaceE, on dit qu’un sous-
espaceF deE estinvariant sousD(G) si, quels que soientx ∈ F etg ∈ G,

D(g)x ∈ F .

L’espaceE lui-même et l’espace constitué du seul vecteur nul sont des sous-espaces invariants triviaux.
Une représentation est diteréductibles’il existe au moins un sous-espace invariant non trivial. Elle est

dite irr éductibledans le cas contraire.
– Montrer que la représentation deS3 ci-dessus est réductible en trouvant le sous-espace invariant non

trivial.
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Les matricesr×r de la forme

A =




A(1)

A(2)

.. .

A(N)



,

où les blocsA(i) sont des matricesri×ri et les éléments en dehors des blocs sont tous nuls, sont appelées
somme directede matrices.

Une représentation linéaireD d’un groupeG dans un espaceE est appeléesomme directe de
représentationsD(1), . . . , D(N) si dans une base convenable de l’espaceE, chaqueD(g) est somme directe
deD(1)(g), . . . , D(N)(g) :

D(g) =




D(1)(g)

D(2)(g)

. . .

D(N)(g)




pour toutg ∈ G.

On écrit alors
D = D(1) ⊕D(2) ⊕ · · · ⊕D(N) .

– Montrer que la représentation ci-dessus deS3 peut se mettre sous la forme de somme directe de deux
représentationsD = D(1) ⊕D(2). Trouver la base convenable.

7.3 Groupes et alg̀ebres de Lie

Grosso modo ungroupe de Lieest un groupe dont les éléments peuvent être indexés parun certain
nombre de paramètres réels (continus) indépendants et tel que la loi de composition et le passage à l’in-
verse dépendent continûment (en fait analytiquement) deces paramètres. Le groupe forme une variété
différentiable. Un exemple de groupe de Lie est le groupe àun paramètre proposé dans l’Exercice 4, ainsi
que les matrices orthogonales avec déterminant 1, SO(N), des exercises 5 et 6, et les matrices unitaires avec
déterminant 1, SU(N). Le nombre de paramètres nécessaires est ladimensiondu groupe de Lie. Chaque
groupe de Lie détermine une algèbre de Lie de même dimension, qui correspond formellement à l’espace
tangent à l’origine (élément neutre du groupe). La dimension de SO(3) et SU(2) est trois. Comme variété
différentiable le groupe SU(2) est la sphèreS3 (voir exercice 7 b), deuxième point) et SO(2) le cercleS1.

Définition : Unealgèbre de Liesur IR est un espace vectorielL de dimension finie surIR muni d’une loi
de composition interne notée[·, ·] et satisfaisant

[αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z] pour toutα, β ∈ IR,X,Y, Z ∈ L, (1)

[X,Y ] = −[Y,X ] pour toutX,Y ∈ L (2)

et [
X, [Y, Z]

]
+
[
Y, [Z,X ]

]
+
[
Z, [X,Y ]

]
= 0 pour toutX,Y, Z ∈ L. (3)

Nous utilisons les lettresX,Y, Z pour désigner des éléments deL. L’opération [·, ·] est appelée le
crochet de Lie, et l’élément[X,Y ] deL est appelé leproduit de LiedeX etY ou lecommutateurdeX etY
(le crochet[·, ·] possède les mêmes propriétés que l’opération de commutation d’opérateurs). (2) exprime
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l’antisymétrie du crochet de Lie, (1) et (2) donnent sa bilinéarité. La relation (3) est appeléeidentit́e de
Jacobi. Clairement on a

[X,X ] = 0 pour toutX ∈ L.

Les vecteurs de baseT a de cet espace vectoriel s’appellent les générateurs du groupe de Lie associé. La
structure de l’algèbre (et donc aussi du groupe) est décrite par les relations de commutation

[T a, T b] = fabc T
c

(sommation implicite sur l’indexc !). Les constantesfabc s’apellent lesconstantes de structure, comme ils
détérminent la structure de l’algèbre (en effet ils sontsouvent appelé “l’algèbre” du groupe de Lie associé).

Le lien entre l’algèbre de Lie et son groupe de Lie est donnépar l’application exponentielle. Pour des
représentations matricielles d’un groupe de Lie (et nous n’allons considérer que celles-là), ceci veut dire
qu’on peut écrire une élémentA du groupe comme

A({sa}) = exp (saT
a) ≡

∞∑

n=0

1

n!
(saT

a)
n

où lessa sont les paramètres du groupe, et les générateurs sont aussi des matrices. Proche de l’élément
neutre (c’est-à-dire pour des paramètres{sa} infinitésimales), ceci peut être considéré comme

A({sa}) ≃ 1l + saT
a.

Souvent les physiciens ajoutent un facteuri pour que des générateurs hermitiens donnent lieu à des matrices
A unitaires. Pour calculer les générateurs on utilise

T b =
dA({sa})
dsb

∣∣∣∣
s=0

.

L’ensemble des générateurs de tout groupe de Lie forme unealgèbre de Lie avec le commutateur comme
crochet de Lie. Il est usuel de noterg l’algèbre de Lie associée au groupeG. Comme en général l’algèbre
de Lie correspond à l’espace tangent du groupe de Lie (vu comme variété différentiable) à l’élément neutre,
l’application exponentielle ne donne accès qu’à un voisinage connexe de l’élément neutre.

Exercice 4

Soit l’ensemble des matrices2×2 définies par :

A(s) = exp(sσ3) ≡
∞∑

n=0

sn

n!
σn3 , s ∈ IR, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

(a) Montrer queA(s) est la matrice2×2

A(s) = 1l cosh(s) + σ3 sinh(s) .

(b) Montrer queA(s)A(t) = A(s + t), que l’ensemble de ces matrices forme un groupe (groupe à un
paramètre) et que l’applications→ A(s) est infiniment différentiable.

(c) Calculer la dérivée

X =
dA(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

.

X est appelé legéńerateurdu groupe{A(s)}s∈IR.

Exercice 5 : Le groupe de rotation en deux dimensions

Considérons les rotations d’angleϕ autour de l’origine dansIR2.
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– Donner l’expression des vecteurs images{e′1, e′2} d’une base orthonormée{e1, e2} par ces rotations.
En déduire une représentation2−dimensionnelle du groupe continu des rotations dansIR2.

– Montrer que cette représentation est isomorphe au groupedes matrices spéciales orthogonales de
dimension2 :

SO(2) ≡
{
R ∈ M2×2(IR) : RTR = 1l, det(R) = +1

}
.

– Donner la dimension deSO(2), c’est-à-dire, le nombre de paramètres indépendants caractérisant ce
groupe. Quel est le générateur de l’algèbre ?

– Montrer que la représentation ainsi construite, interprétée comme agissant dans|C2, est réductible.
Calculer sa décomposition en somme directe de représentations irréductibles.

Exercice 6 : Le groupe de rotation en trois dimensions

Soit le groupe des rotations spatiales (surIR3).
– En vous inspirant de l’exercice précédent, donner une représentation matricielle de dimension3 des

rotations d’anglesθ, ϕ et ε, respectivement, autour des trois axes d’une base orthonormée deIR3.
– Vérifier que ces matrices appartiennent àSO(3). Donner la dimension deSO(3).
– Calculer les générateursJk de ce groupe, ainsi que leur algèbre (les relations de commutation pour

les générateurs).
– SoitRk(δψk), une rotation infinitésimale d’angleδψk autour de l’axe “k”. Exprimer en fonction des

générateurs deSO(3)
lim
n→∞

Rnk (δψk).

On pourra poserψk = n · δψk.
– Donner l’expressionJ2 de la somme des carrés des générateurs. En notant−j(j + 1) ses valeurs

propres, en déduire ce que l’on désigne par “spin”j de la représentation irréductible.
– Montrer que ces générateurs peuvent être vus comme des applications linéaires deIR3 dans lui-même.

En déduire que sous une rotation des vecteurs de base deIR3

e′ = Re,

ceux-ci se transforment comme
J ′
k = R−1JkR.

ExprimerJ ′
k en fonction desJi pour une rotation particulière. Justifier l’emploi du terme “vectoriel”

pour désigner ces générateurs.
– Comme vous vous souvenez parfaitement du cours sur les tenseurs, vous savez qu’une manière cano-

nique d’introduire une base tensorielle des tenseurs de rang 2 est

eij = ei ⊗ ej.

Comment se transforme cette base sous l’action des rotations(R)ij deSO(3) ?
Montrer que tout tenseurtij peut s’exprimer comme la somme d’une quantité scalaire proportionnelle
à δij , d’un tenseur antisymétrique, et d’un tenseur symétrique de trace nulle. Donner le nombre de
composantes indépendantes de chacun de ces termes. Vérifier alors que tout tenseur antisymétrique
(resp. symétrique) conserve cette propriété sous l’action des rotations (vous venez de caractériser la
décomposition irréductible d’une représentation tensorielle deSO(3)). Donner le “spin” de chacune
de ces représentations irréductibles.

– Lorsque l’on résout les équations d’Einstein linéarisées, on peut montrer qu’une onde gravitationnelle
se propageant dans la directione1 est décrite par un tenseur de polarisation dont les composantes sont
données par

hij =




0 0 0
0 h+ h×
0 h× −h+




Quel “spin” pourrait-être associé aux ondes gravitationnelles (spin du graviton)? Comment cette
matrice se transforme-t-elle sous une rotation d’angleθ autour dee1 ?
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Exercice 7 : Le groupe SU(2)

Soitσ0 = 1l la matrice identité2 × 2 etσk, k = 1, 2, 3 les matrices de Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Si a ∈ |C3, on posea · σ =
∑3

k=1 akσk. La relation

σjσk = δjkσ0 + i

3∑

l=1

εjklσl

implique que poura,b ∈ |C3

(a · σ)(b · σ) = (a · b)σ0 + i(a ∧ b) · σ, (5.1)

où (a · b) =
∑3

k=1 akbk.
(a) Toute matrice2 × 2 complexeA est une combinaison linéaire deσ0, σ1, σ2 etσ3 :

A = a0σ0 + ia · σ

aveca0 ∈ |C,a ∈ |C3, le facteuri étant mis par commodité. Montrer quedetA = a2
0 + a2 et vérifier

que siA est inversible, alors

A−1 =
1

detA
(a0σ0 − ia · σ) .

(b) Le groupe SU(2) est formé des matrices2 × 2 complexes, unitaires (A∗ ≡ A
T

= A−1) et unimo-
dulaires (detA = 1).
– Montrer qu’il s’agit bien d’un groupe (muni de la loi de multiplication des matrices).
– Montrer queA ≡ a0σ0 + ia · σ appartient à SU(2) si et seulement sia0, ak ∈ IR eta2

0 + a2 = 1.
Conséquence: SU(2) est un groupe de Lie de dimension3.

(c) Soitn ∈ IR3 avecn2 = 1. Pourϕ ∈ IR posons

U(n, ϕ) = exp

(
− i

2
ϕ n · σ

)
.

– Montrer que :U(n, ϕ) = cos
(
ϕ
2

)
σ0 − i sin

(
ϕ
2

)
n · σ (utiliser (5.1)).

– Vérifier que{U(n, ϕ) |0 6 ϕ < 4π,n fixé} forme un sous-groupe à 1 paramètre de SU(2).
CalculerU(n, 2π) ainsi quelimϕ→4π U(n, ϕ).

– Calculer le générateurX(n) = dU(n,ϕ)
dϕ

∣∣
ϕ=0

de ce sous-groupe.

(d) Montrer que chaque matriceA 6= ±1l de SU(2) détermine de façon unique un vecteurn ∈ IR3

de norme1 et unϕ ∈ (0, 2π) tels queA = U(n, ϕ) : le groupe SU(2) peut être identifié avec les
matrices de la formeU(n, ϕ), n ∈ IR3, n2 = 1 et 0 6 ϕ 6 2π (pourϕ = 0 ouϕ = 2π, le vecteur
n est quelconque).

(e) Montrer que le commutateur entre deux générateursX(n) etX(n′) est donné par

[X(n), X(n′)] = (n ∧ n′) ·X

oùX = (X1, X2, X3) etXk = X(ek) est le générateur pourn = ek (le k -ièmevecteur de la base
orthonormée deIR3).

– Considérer en particulier le casn = ei, n′ = ej. Déterminer également le commutateur entre les
matricesJk = iXk. Comparer avec les relations de commutation des générateurs de SO(3).
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(f) L’algèbre de Lie su(2) du groupe SU(2) est l’espace vectoriel réel 3-dimensionnel engendré par
X1, X2 et X3, ceux-ci formant une base de su(2), le crochet de Lie étant le commutateur entre
matrices de su(2). Montrer que su(2) est une algèbre de Lie.
Indication: Remarquer que pour toutn ∈ IR3, su(2)∋ n ·X ≡ X(n).

(g) SiA = U(n, ϕ) ∈ SU(2) (cf Exercice 5(d)), soitD(A) ∈ SO(3) la matrice3×3 décrivant la rotation
dansIR3 par un angleϕ ∈ [0, 2π] et d’axen. Ceci définit une représentation du groupe SU(2) dans
l’espaceE = IR3 (un homomorphisme SU(2)→ SO(3)). Vérifier que cette représentation n’est pas
fidèle : siA ∈ SU(2), la rotationD(A) associée àA est identique à celle déterminée par−A. Ainsi
SU(2) est une sorte de dédoublement du groupe des rotationspropres SO(3).

Exercice 8 : Le groupe de Lorentz

Considérons l’espace de MinkowskiIIM, en d’autres termes l’espace-temps de la physique relativiste,
formé des quadri-vecteursx = (x0, x1, x2, x3) oùxµ ∈ IR pour(µ = 0, 1, 2, 3). Cet ensemble est muni de
la forme bilinéaire

x·y = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3 ≡ xµyµ , (6.1)

oùx0 = −x0, x1 = x1, x2 = x2 et x3 = x3. La convention de sommation d’Einstein est toujours sous-
entendue dans ce qui suit. Unetransformation de LorentzΛ est une application linéaireIIM→IIM laissant
cette forme bilinéaire invariante, c.-à-d. telle que

(Λx)µ(Λy)µ = xνyν pour toutx, y ∈ IIM . (6.2)

Nous considéronsΛ comme une matrice4×4. Introduisons encore letenseur ḿetriqueg :

gµν = gµν =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (6.3)

Alors xµ = gµνxν etxµ = gµνx
ν . En désignant les éléments de la matriceΛ parΛµν , (6.2) peut être écrit

comme
gµρΛρ

σxσΛµ
νyν = gνσxσyν ∀x, y ∈ IIM .

On doit donc avoirgµρΛρσΛµν = gνσ (pour toutes les valeurs des indices libresν et σ), ou de façon
équivalente :

ΛT gΛ = g . (6.4)

(a) Montrer que pour une transformation de Lorentz,detΛ = +1 oudet Λ = −1.
(b) Vérifier que

Λ−1 = gΛT g (6.5)

et que
gΛgΛTg = g . (6.6)

(c) Montrer que :(Λ0
0)2 = 1 +

∑3
i=1(Λ0

i)2 (utiliser (6.6) écrit avec les indices).
(d) Vérifier queP : (x0, xi) 7→ (x0,−xi), T : (x0, xi) 7→ (−x0, xi) etPT sont des transformations

de Lorentz.
(e) Vérifier que l’ensemble des matrices4×4 satisfaisant (6.4) est un groupe, la loi de composition

étant la multiplication des matrices. Ce groupe est legroupe de LorentzL.
(f) Une transformation de Lorentz est diteorthochronesi Λ0

0 > 0. Montrer que cette condition est
nécessaire et suffisante pour qu’un vecteurx du genre temps (c.-à-d. tel quex·x < 0), pointant vers
le futur (x0 > 0) soit transformé en un vecteur du même type.

(g) Montrer que le produit de deux transformations de Lorentz orthochrones est orthochrone.
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(h) Le groupe de Lorentz propreest l’ensemble des transformations orthochrones à déterminant+1,
notéL0. L0 ∪ PL0 est appelé legroupe de Lorentz orthochrone. Montrer que

L0 ∪ PL0 = {Λ|Λ0
0 > 0}

et queL0 etL0 ∪ PL0 sont bien des sous-groupes du groupe de Lorentz.
(i) Désignons par O(3) le groupe des matrices réelles3×3 orthogonales. Considérer l’ensemble des

transformations de Lorentz de la forme

Λ =

(
1 O
O R

)
,

oùR ∈ O(3). Montrer que cet ensemble est un sous-groupe du groupe de Lorentz.
(j) Le groupe de Poincaŕe(ougroupe de Lorentz inhomogène)P est formé de toutes les transformations

IIM→IIM laissant invariant la grandeur(x − y)·(x − y) pour tout couple de quadri-vecteursx, y. Les
éléments deP sont des couples(Λ, a), où Λ est une transformation de Lorentz eta est un quadri-
vecteur décrivant une translation dansIIM : ∀x ∈ IIM

(Λ, a)x = Λx+ a , c.-à-d.
[
(Λ, a)x

]
µ = Λµ

νxν + aµ . (6.7)

– Dériver la loi de composition deP :

(Λ, a)(Λ′, a′) = (ΛΛ′, a+ Λa′) (6.8)

et vérifier queP est un groupe.
– Montrer que le groupe de Lorentz est isomorphe à un sous-groupe deP (que l’on note “abusive-

ment”L).
– De même se convaincre que legroupe des translationsT (constitué des éléments de la forme(1l, a))

est un sous-groupe deP isomorphe au groupe additifIR4, noté(IR4,+).
– Vérifier queP est leproduit semi-directde ces deux sous-groupes, c.-à-d. que

(i) T est un sous-groupe invariant. Un sous-groupeG0 deG est ditinvariant si

g G0 g
−1 ⊂ G0 pour toutg ∈ G ,

(ii) T ∩ L ne contient que l’élément neutre deP ,
(iii) chaque élément deP possède une décomposition unique en un produit d’un élément deT et
un élément deL.
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Chapitre 8

Espaces de Hilbert et oṕerateurs
lin éaires

8.1 Une courte introduction à l’int égrale de Lebesgue

8.1.1 Intervalles et mesures

Intervalles sur Rn

Un intervalle surRn est un produit den intervalles surR. Autrement dit, sia1 < b1, a2 < b2, . . .,
an < bn oùai etbi sont des nombres réels ou∞, un intervalleI deRn est l’ensemble des(x1, x2, . . . , xn)
vérifiant les inégalitésai < xi < bi, pour touti ∈ {1, 2 . . . , n} :

I ≡
{

(x1, . . . , xn)
∣∣ xi ∈ 〈ai, bi〉, i = 1, . . . , n

}
,

I peut être ouvert ou fermé sur un, ou plusieurs de ses bords,selon que les inégalités respectives sont strictes
ou non et “〈” et “〉” signifient ici “[” ou “ ]”. Il est borné, ou non borné, si ses bornesai ou bi sont des réels
finis ou infinis.I est l’ensemble vide s’il ne contient aucun élément,I = ∅ ; ou dégénéré à un point s’il n’en
contient qu’un seul.

Exemples : [0, 1], ]0, a], ]a, a[= ∅, [a, a] = {a}, [a,+∞[, . . .

Fonctions d’intervalle

Définitions : SoitΣn l’ensemble des intervalles bornés deRn. Unefonction d’intervalleµ surΣn est une
application deΣn dansR :

µ : Σn −→ R.

– µ est ditemonotonesi ∀I1 ∈ Σn, ∀I2 ∈ Σn :

I1 ⊆ I2 ⇒ µ(I1) 6 µ(I2).

– µ est diteadditivesi ∀I1 ∈ Σn, ∀I2 ∈ Σn avecI1 ∩ I2 = ∅ et I1 ∪ I2 ∈ Σn

µ(I1 ∪ I2) = µ(I1) + µ(I2).

Mesures

Définition : UnemesuresurΣn est une fonction d’intervalle monotone et dont l’additivité est étendue à

tout ensemble dénombrable d’intervalles
∞⋃
p=1

Ip ⊆ Σn, tels queIi ∩ Ij = ∅, ∀i 6= j.

107
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Propri étés : Par additivité appliquée à l’ensemble vide, une mesure vérifieµ(∅) = 0. On en déduit par
monotonie que∀I ∈ Σn, µ(I) > 0.

Définition : Une mesureµ est diteext́erieurement ŕegulìeresi ∀ǫ > 0 et∀I ∈ Σn, il existe un intervalle
I∗ tel queI ⊆ I∗ et

µ(I) 6 µ(I∗) 6 µ(I) + ǫ,

soit, de manière équivalente,µ(I) = inf

{
µ(I∗)

∣∣ I ⊆ I∗, I∗ouvert

}
.

Une mesureµ est diteintérieurement ŕegulìeresi ∀ǫ > 0 et∀I ∈ Σn, il existe un intervalle ferméI∗ tel
queI∗ ⊆ I et

µ(I) − ǫ 6 µ(I∗) 6 µ(I),

soit, de manière équivalente,µ(I) = sup

{
µ(I∗)

∣∣ I∗ ⊆ I, I∗ouvert

}
.

Examples : PourI = 〈a1, b1〉 × · · · × 〈an, bn〉 ∈ Σn, on définit la fonction d’intervalleν telle que

ν(I) =

n∏

i=1

(bi − ai).

Exercice 1 :

Montrer queν est une mesure régulière. Cette mesure est appelée la mesure de Lebesgue sur les inter-
valles.

Exercice 2 :

SoitN ⊂ Rn un ensemble sans point d’accumulation (P est un point d’accumulation d’un ensemble
S si tout voisinage de P inclut un élément deS autre queP ). À chaque pointx ∈ N on associe un poids
m(x) > 0. Soit la fonction d’intervalle

µ : Σn −→ R

I 7−→
∑

x∈I∩N
m(x).

Montrer queµ est une mesure régulière. Ceci est une distribution de masse discrète, ou mesure atomique,
que l’on note habituellementµ =

∑
x∈N m(x)δx, avecδx la mesure de Dirac :

δx(I) =

{
1 si x ∈ I,

0 si x /∈ I.

Exercice 3 :

Soitµ1 une mesure régulière surΣp etµ2 surΣq. PourI ∈ Σp+q tel queI = I1 × I2 où I1 ∈ Σp et
I2 ∈ Σq, montrer que la fonction d’intervalle

µ(I) ≡ µ1(I1)µ2(I2),

est une mesure régulière surΣp+q.
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Ensembles ńegligeables et notion de “presque partout”

Définition : Un ensembleM ⊂ Rn est ditµ–négligeablesi ∀ǫ > 0, il existe un ensemble d’intervalles
{Ik} tel que





∞⋃

k=1

Ik ⊃M,

∞∑

k=1

µ(Ik) < ǫ.

Exercice 4 :

Montrer que tout ensemble dénombrable deRn est ν–négligeable,i.e. négligeable par rapport à la
mesure de Lebesgue.
Montrer que toute union dénombrable d’ensemblesµ–négligeables estµ–négligeable.

Définition : Une fonction est diteµ–définie surRn si elle est définie sur un ensembleRn \M oùM est
µ–négligeable.

Par additivité dénombrable de la mesure, il est toujours possible de trouver un ensembleM µ–
négligeable commun à toute suite de fonctionsµ–définies.

Définition : Deux fonctionsf etg sont ditesµ–égales (ou presque partout égale) s’il existe un ensemble
M , µ–négligeable, tel que

f(x) = g(x), ∀x ∈ Rn \M.

On écrit alorsf =
µ
g. Les relations deµ–ordre sont définies de manières équivalentes et notéesf <

µ
g et

f >
µ
g. De manière générale, une condition sera satisfaite “presque partout” si elle est satisfaite surRn \M ,

oùM estµ–négligeable.

Exercice 5 :

Soit l’applicationf deR dansR définie par

f : R −→ R

x 7−→
{

1 si x ∈ Q,

0 si x ∈ R \ Q.

Montrer quef est presque partout nulle,i.e.f =
ν

0, avecν la mesure de Lebesgue.

Définition : Une suite{fk} de fonction surRn est diteµ–convergente versf , i.e.presque partout conver-
gente versf , s’il existe un ensembleM , µ–négligeable, tel que

lim
k→∞

fk(x) =
µ
f(x), ∀x ∈ Rn \M.

On admettra également dans cette définition les suites de fonctions{fk} qui ne sont définies que sur
Rn \M , pourvu queM soit négligeable.
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8.1.2 Intégration

Fonctions en escalier

Définition : Une fonctions : Rn −→ R est en escalier surRn s’il existe des intervalles bornés
I1, . . . , Ip ⊆ Rn tel que la restriction des à chacun de ces intervalles soit une fonction constante, et
nulle ailleurs. 



s|Ij = aj ∈ R, ∀x ∈ Ij ,

s(x) = 0, ∀x /∈
p⋃
j=1

Ij .

On notera que l’ensemble de ces fonctions est un espace vectoriel, S
0
(Rn), engendré par les fonctions

caractéristiques d’intervalle bornéχ
I

: Rn −→ {0, 1} définies par

χ
I
(x) =

{
1 si x ∈ I,

0 si x /∈ I.

Si f, g appartiennent àS
0
(Rn) alors il en est de même deαf + g, inf(f, g), sup(f, g), |f |.

Exercice 6 :

Montrer que sif ∈ S
0
(Rn) etg ∈ S

0
(Rn) alorsfg ∈ S

0
(Rn).

Int égrale de Lebesgue

Définition : Si f ∈ S
0
(Rn) est une fonction en escalier surRn, non nulle sur un ensemble d’intervalles

I1, . . . , Ip avec
f |Ij = cj ∈ R,

l’intégrale de Lebesgue def par rapport à la mesureµ est définie par

∫
fdµ ≡

p∑

j=1

µ(Ij)cj .

Exercice 7 :

Montrer que les propriétés “classiques” de l’intégralesont vérifiées :

– f 6 g ⇒
∫
fdµ 6

∫
gdµ.

–

∣∣∣∣
∫
fdµ

∣∣∣∣ 6
∫

|f |dµ.

– L’application deS
0
(Rn) dansR qui àf associe

∫
fdµ est linéaire.

Théorème : Si pour une suitecroissantede fonctions en escalier{fk} de S
0
(Rn), les valeurs des

intégrales restentbornées dans leur ensemble, i.e.

∃A ∈ R
∣∣ ∀k ∈ N,

∫
fkdµ 6 A,

alors la suite{fk} convergepresque partoutvers une fonction finief : Rn −→ R

lim
k→∞

fk =
µ
f.
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Définition : On appelle classeS
1
(Rn) l’ensemble des fonctions qui sont des limites,presque partout, de

suitescroissantes{fk} de fonctions en escalier deS
0
(Rn).

On peut alors étendre l’intégrale de Lebesgue à cette nouvelle classe de fonctions par passage à la limite
de l’intégrale de Lebesgue définie surS

0
(Rn). On notera queS

1
(Rn) n’est pas un espace vectoriel (en

général sif ∈ S
1
(Rn), −f n’appartient pas forcément àS

1
(Rn)).

Définition : Si f est une fonction appartenant àS
1
(Rn), son intégrale est définie par

∫
fdµ ≡ lim

k→∞

∫
fkdµ.

Exercice 8 :

Montrer que cette limite est indépendante du choix de la suite de fonction{fk}. On utilisera le lemme
suivant :

Lemme : Pour toute suite de fonctions en escalier qui tendmonotoniquementvers zéropresque partout,
la suite des valeurs des integrales tend aussi vers zéro.

Définitions : On appelleS
2
(Rn) l’ensemble des fonctionssommables, obtenu en formantles diff́erences

des fonctions appartenantà S
1
(Rn)

S
2
(Rn) ≡

{
f = g − h

∣∣ g ∈ S
1
(Rn), h ∈ S

1
(Rn)

}
.

Il en résulte queS
2
(Rn) est un espace vectoriel réel. L’intégrale de Lebesgue surS

2
(Rn) est définie par

∫
fdµ ≡

∫
gdµ−

∫
hdµ,

pourf ∈ S
2
(Rn) telle quef = g − h, avecg ∈ S

1
(Rn) et h ∈ S

1
(Rn). On notera que les propriétés de

l’intégrale surS
0
(Rn) se prolongent surS

2
(Rn).

Fonctions mesurables

La classe de fonctionS
2
(Rn) permet de définir des fonctionssommables̀a partir de la limite de suites

croissantes de fonctions en escalier deS
0
(Rn). Cependant, il existe certainement des suites de fonctionsen

escalier convergentes presque partout mais dont la limite n’est pas sommable.

Définition : Une fonctionf est ditemesurablesi elle est la limitepresque partoutd’une suite de fonctions
escalier{sk}

lim
k→∞

sk =
µ
f.

Définition : Pour un intervalleI et une fonction mesurable f tel queχI · f est sommable on définit
l’intégrale de f surI par ∫

I

fdµ =

∫
χI · fdµ .

Ici χI est, de nouveau, la fonction charactéristique sur l’intervalleI.
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Théorème de Lebesgue : Lorsque les fonctions{fk}, supposéessommablessur un intervalleI,
convergentpresque partoutvers une fonctionf , et que de plus, il existe une fonctionsommableg telle
que

|fk| 6 g, ∀k,
alors la fonctionf est aussisommableet

lim
k→∞

∫
fkdµ =

∫
fdµ.

8.1.3 EspacesLp de Lebesgue

Définition : Soit L̃p(Rn, µ) l’espace des fonctionsf : Rn −→ C telles que|f |p soitµ–sommable. Pour
une fonctionf ∈ L̃1(Rn, µ) aussi la partie réelle et la partie imaginaire def sont sommables et on définit

∫
fdµ ≡

∫
ℜ(f) dµ+ i

∫
ℑ(f) dµ,

On définit une relation d’équivalence surL̃p(Rn, µ) par

f ∼ g ⇔ f =
µ
g, ∀f, g ∈ L̃p(Rn, µ).

L’ensemble des classes d’équivalence[f ] des fonctions dẽLp(Rn, µ) est notéLp(Rn, µ).

Théorème de Fubini : SoitRn = Rp×Rq etµ1 etµ2 des mesures (dénombrablement finies1) surΣp et
Σq respectivement. Soitf : Rn −→ C une fonctionµ1 × µ2 sommable, alors :

– ∀x ∈ Rp \M oùM estµ1–négligeable, la fonction

fx : Rq −→ C,

y 7−→ f(x,y),

estµ2–sommable.
– La fonction

F : Rp \M −→ C,

x 7−→
∫

Rq

fx(y)dµ2,

estµ1–sommable.
– De plus on a l’égalité ∫

Rp

Fdµ1 =

∫

Rn

fdµ.

Ceci justifie la notation ∫

Rn

fdµ =

∫

Rp

(∫

Rq

f(x,y)dµ2

)
dµ2,

et les intégrales surRn peuvent être réduites à des intégrales surR.

Exercice 9 :

Soitf etg des fonctions deL2(Rn, ν). Montrer que l’intégrale
∫ ∣∣f̄g

∣∣dν <∞

existe. Montrer queL2(Rn, ν) est un espace vectoriel complexe où

(f, g) ≡
∫
f̄ g dν,

défini un produit scalaire.

1. Il existe une partition dénombrable deRp formée d’ensemble de mesure finie.
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Théorème de Riesz-Fischer : Si {fk} une suite de Cauchy de fonctions deL2(Rn, µ),

lim
i,j→∞

||fi − fj || = 0, avec ||fk|| ≡
√∫

|fk|2 dµ,

alors il existe une fonctionf ∈ L2(Rn, µ), µ–définie, telle que

lim
k→∞

fk =
µ
f.

En conséquence,L2(Rn, µ) est un espace de Hilbert.

Exercice 10 : Soit fn(x) = nxn définie sur l’intervalle[0, 1]. Montrer quelimn→∞ fn = 0 presque
partout. Montrer que ∫ 1

0

fn(x)dx 6 1 et lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 1 .

Ceci est un exemple d’une suite de fonctions avec intégrales bornés mais

0 =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx 6= lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 1 .

Montrer que la suitefn n’est pas majorée par une fonctiong sommable, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de
fonctiong sommable tel que|fk| 6 g presque partout.
Indication : Pour toutn ∈ N trouver unxn ∈ [0, 1] tel quefn(x) > n− 1 pourx > xn.

Les démonstrations des théorèmes ci-dessus et beaucoupplus peut être trouvé dans les ouvrages sui-
vants :

– F. Riesz et B. Nagy,“Leçons d’analyse fonctionnelle”, Gauthier-villars, Paris 1960.
– A. N. Kolmogorov and S. V. Fomin,“Measure, Lebesgues integrals and Hilbert Spaces”, Academic

Press, NY 1961.
– H. Kestelman,“Modern Theories of Integration”, Dover Publications, NY 1960.
– W. Rudin,“Analyse ŕeelle et complexe, Masson, Paris 1978.

8.2 Définition et exemples d’espaces de Hilbert

Un espace de HilbertH est un espace vectoriel linéaire complexe, muni d’un produit scalaire hermitien,
et qui est complet. Plus précisément, un espace de Hilbertest défini par les trois axiomes suivants :

(I) H est un espace vectoriel lińeaire sur le corpsC :
à chaque couple{ϕ,ψ} d’éléments deH est associé un autre élément deH, appeléϕ+ψ, et à chaque
couple{α,ϕ}, α ∈ C, ϕ ∈ H est associé un élémentαϕ deH, et ces associations ont les propriétés
suivantes (oùϕ,ψk ∈ H, etα,β ∈ C) :
(a) commutativité :ϕ+ ψ = ψ + ϕ
(b) associativité :ϕ+ (ψ1 + ψ2) = (ϕ+ ψ1) + ψ2 , α(βϕ) = (αβ)ϕ
(c) distributivité :α(ϕ + ψ) = αϕ+ αψ , (α+ β)ψ = αψ + βϕ
(d) existence element neutre1 ∈ C : 1 · ϕ = ϕ .
De plus il existe un élément unique0 ∈ H (appelé le vecteur zéro) tel que

0 + ϕ = ϕ , 0 · ϕ = 0 ∀ϕ ∈ H 2 .

2. 0 désigne le nombre complexeα = 0. Les éléments deH sont appelés des vecteurs.
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(II) Il existe dansH un produit scalaire strictement positif :
à chaque couple{ϕ,ψ} de vecteurs deH est associé un nombre complexe〈ϕ|ψ〉 et cette association
possède les propriétés suivantes :
(a) hermiticité :〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉 ≡ (〈ψ|ϕ〉)∗ ∀ϕ , ψ ∈ H
(b) linearité :〈ϕ|ψ1 + αψ2〉 = 〈ϕ|ψ1〉 + α〈ϕ|ψ2〉 ∀α ∈ C , ∀ϕ , ψj ∈ H 3.
(c) norme induite :||ϕ|| ≡ [〈ϕ|ϕ〉]1/2 > 0 sauf siϕ = 0 .

(III) H est complet:
toute suite de Cauchy (en norme) dansH possède une limite dansH. En d’autres termes, si{ϕn} est
une suite d’éléments deH telle que

lim
m,n→∞

||ϕn − ϕm|| = 0 , 4

alors il existe un élément (unique)ϕ deH tel quelimn→∞ ||ϕ− ϕn|| = 0 .

Les espaces de Hilbert utilisés en mécanique quantique sont tous séparables, c.-à-d. ils ont une base
finie ou dénombrablement infinie. Unespace de Hilbert śeparableest donc un espaceH vérifiant, en
plus des axiomes (I)-(III), l’axiome suivant :

(IV) base orthonormée d́enombrable:
il existe une base orthonormée dénombrable deH , c.-à-d. une suite finie ou infinie{χ1, χ2, χ3, ...}
de vecteurs deH telle que

〈χj |χi〉 = δjk

et telle que tout vecteurψ deH peut s’écrire comme combinaison linéaire de{χ1, χ2, χ3, ...} .
La dimensiondeH est alors définie comme le nombre de vecteurs d’une telle base (elle peut être finie
ou infinie).

In égalités importantes dans un espace de Hilbert

Inégalit́e de Cauchy-Schwarz:
|〈ϕ|ψ〉| 6 ||ϕ|| · ||ψ|| (8.1)

Inégalit́e du triangle:

||ϕ+ ψ|| 6 ||ϕ|| + ||ψ|| (8.2)

||ϕ+ ψ||2 6 2 ||ϕ||2 + 2 ||ψ||2 (8.3)

Démonstration : si ϕ = ψ, (8.1) est évident(〈ϕ|ϕ〉 = ||ϕ||2) .
Si ϕ 6= ψ , supposons p.ex. queψ 6= 0 . Alors, pourα ∈ C :

0 6 ||ϕ+ αψ||2 = 〈ϕ+ αψ|ϕ+ αψ〉 = ||ϕ||2 + α〈ϕ|ψ〉 + α∗〈ψ|ϕ〉 + |α|2 ||ψ||2 .

En choisissantα = −〈ϕ|ψ〉/ ||ψ||2 , on obtient

0 6
∣∣∣∣ϕ2

∣∣∣∣− 1

||ψ||2
|〈ϕ|ψ〉|2 ,

ce qui implique (8.1) en multipliant par||ψ||2 .

3. Contrairement aux mathématiciens, les physiciens supposent le produit scalaire linéaire dans le deuxième argument et anti-
linéaire dans le premier :〈ψ1 + αψ2|ϕ〉 = 〈ϕ|ψ1 + αψ2〉 = 〈ϕ|ψ1〉 + α∗〈ϕ|ψ2〉 = 〈ψ1|ϕ〉 + α∗〈ψ2|ϕ〉.

4. c.-à-d. pour toutǫ > 0 il existe un nombreN = N(ǫ) tel que||ϕn − ϕm|| < ǫ si n,m > N .
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Pour (8.2), on peut prendreα = 1 :

||ϕ+ ψ||2 = ||ϕ||2 + 〈ϕ|ψ〉 + 〈ψ|ϕ〉 + ||ψ||2 (8.4)

6 ||ϕ||2 + |〈ϕ|ψ〉| + 〈ψ|ϕ〉 + ||ψ||2

6 ||ϕ||2 + 2 ||ϕ|| · ||ψ|| + ||ψ||2

= (||ψ|| + ||ψ||)2

Pour (8.3), remarquons que

||ϕ− ψ||2 = ||ϕ||2 − 〈ϕ|ψ〉 − 〈ψ|ϕ〉 + ||ψ||2

d’oú
〈ϕ|ψ〉 + 〈ψ|ϕ〉 6 ||ϕ||2 + ||ψ||2 .

En insérant cette inégalité dans l’équation (8.4), on obtient (8.3).

Exercice 10 (L’espace de HilbertCn) :

Désignons parCn un espace vectoriel linéaire de dimensionn sur le corps des nombres complexesC,
oùn = 1, 2, ... est un nombre naturel (fini). Désignons parϕ, ψ, . . . des vecteurs deCn . Vérifier queCn

est un espace de Hilbert séparable.
Indications:
(i) Utiliser la notationϕ = (α1, . . . , αn), ψ = (β1, . . . , βn), pour les vecteurs deCn , avecαk, βk ∈

C .
(ii ) Exprimer le produit scalaire entreϕ etψ en termes des composantesαk etβk .
(iii ) Donnern vecteursχ1, χ2, . . . , χn deCn qui forment une base orthonormée deCn .
(iv) La norme d’un vecteurϕ deCn est définie par||ϕ|| =

√
〈ϕ|ϕ〉 . Exprimer la norme deϕ en termes

de composantesαk deϕ .
(v) Soitϕ1, ϕ2, . . . une suite d’éléments deC qui est Cauchy, c.-à-d. telle que

lim
m,k→∞

||ϕm − ϕk|| = 0 .

Montrer que cette suite possède une limite dansC , c.-à-d. qu’il existe un vecteurϕ deCn tel que la
suite{ϕk} converge versϕ en norme, c.-à-d.limk→∞ ||ϕ− ϕk|| = 0 .

Exercice 11 (L’espace de Hilbertl2) :

Formellement l’espacel2 est obtenu en posantn = ∞ dans l’Exercice 10. Ce sera donc un espace
vectoriel linéaire sur le corpsC de dimension infinie. Ses éléments sont des suites infiniesde nombres
complexes

ϕ = (α1, α2, α3, . . .) . (8.5)

Mais pour pouvoir définir la norme (finie) d’une telle suiteϕ, il faut imposer la condition supplémentaire
suivante :

||ϕ|| ≡

√√√√
∞∑

k=1

|αk|2 <∞ . (8.6)

Doncl2 est formé de toutes les suites (8.5) vérifiant la condition(8.6).
(a) Est-ce que les suites suivantes définissent des éléments del2 ou non :

ϕ1 = (1,−1/
√

2, 1/
√

3,−1/
√

4, . . .) ϕ2 = (1, i/2, 1/3, i/4, 1/5, . . .) ?
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(b) Montrer que l’ensemblel2 des suitesϕ vérifiant la condition (8.6) forme un espace de Hilbert
séparable, plus précisément que
(i) l2 est un espace vectoriel linéaire surC ,
(ii ) l2 peut être muni d’un produit scalaire strictement positif,
(iii ) l2 est un espace complet,
(iv) il existe un ensemble dénombrable{χ1, χ2, χ3, . . .} d’éléments del2 qui forme une base ortho-
normée del2, c.-à-d. tel que〈χj |χk〉 = δjk et tel que chaque élémentϕ del2 est combinaison linéaire
deχ1, χ2 . . . .

(c) D’après (b,iv) tout élémentϕ de l2 est combinaison linéaire deχ1, χ2, . . . . En général c’est une
combinaison linéaire d’un nombre infini parmi les vecteursχ1, χ2, . . . , qui doit alors être interprétée
comme limite d’une suite de combinaisons linéaires finies (la limite étant par rapport à la norme
de l2). Pour rendre cela explicite, soitϕ = (α1, α2, α3, . . .) un vecteur del2, montrer qu’il existe
une suite{ϕn} (n = 1, 2, . . .) de vecteurs del2 telle que chaqueϕn est combinaison linéaire d’un
nombre fini seulement des vecteursχ1, χ2, . . . et telle que||ϕ− ϕn|| → 0 lorsquen→ ∞ (8.6).

Exercice 12 (L’espace de HilbertL2((a, b)) :

On peut envisager cet espace comme suit : on se place dans l’exemple considéré dans l’Exercice 11 et
on interprète un élémentϕ de l’espacel2 comme une fonction à valeurs complexes définie sur les nombres
naturelsN = {1, 2, 3, ...} . On remplace l’argument discret [c.-à-d.k ∈ N] par une variable continuex (x
varie sur un intervalle(a, b) . Donc on considère des fonctions à valeurs complexes définies sur un intervalle
(a,b) satisfaisant l’analogue de la condition (8.6), à savoir

||ϕ|| ≡
√∫ b

a

|ϕ(x)|2dx <∞ 5 (8.7)

En utilisant cette définition il faut se rappeler queL2 est isomorphe àl2 et peut alors être écrit aussi en
utilisant un argument discret (c’est un espace de Hilbert s´eparable). Pour la définition formelle voir la
section 8.1.3.

(a) Montrer que l’ensemble de ces fonctionsϕ est un espace vectoriel linéaire sur le corpsC .
(b) Montrer qu’on peut définir un produit scalaire〈 | 〉 dans l’ensemble des fonctions vérifiant (8.7) tel

que||ϕ||2 = 〈ϕ|ϕ〉 . Est-ce que l’axiome (II) est satisfait ?

Définition : on désigne parL2((a, b)) l’espace des classes d’équivalence des fonctionsϕ vérifiant
(8.7), deux fonctions étant équivalentes si elles sont égales presque partout (par exemple pour tout x
sauf un ensemble fini de points).L2(a, b)) est un espace de Hilbert séparable.

(c) Soit(a, b) = (0, 1) . Est-ce que la fonctionϕ(x) = eikx (oùk est un nombre réel fixé) appartient à
L2((a, b)) ? Pour quelles valeurs de la constante réelleα la fonctionψ(x) = x−α définit un élément
deL2((a, b)) ?

(d) Soit (a, b) = R = (−∞,+∞) . Est-ce que la fonctionϕ(x) = eikx (où k est un nombre réel fixé)
appartient àL2(R) ? Pour quelles valeurs de la constante réelleα la fonctionψ(x) = (1 + |x|)−α
définit un élément deL2(R) ?

(e) Soit(a, b) = (−π,+π). Donner une base orthonormée deL2((a, b)) [Indication : séries de Fourier].
Montrer queL2((a, b)) est isomorphe àl2.

(f) Déterminer la dimension deL2((a, b)) .
(g) Donner une fonction continueϕ(x) appartenant àL2((0,∞)) mais qui ne converge pas vers zéro

lorsquex→ ∞ .
(h) Soit (a, b) = (−1,+1) et ϕ la fonction définie parϕ(x) = 0 si −1 < x < 0 et ϕ(x) = 1 si

0 6 x < 1 . Montrer qu’il existe une suite{ϕn} de fonctions continues sur(−1,+1) telle que
||ϕ− ϕn|| → 0 .

5. En Analyse la norme||ϕ|| est parfois désignée par||ϕ||
2

.
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Remarques :
(i) Les fonctionsϕ(x) = eikx sont très importantes en mécanique quantique où elle sont appelées des

ondes planes.
(ii ) Les vecteurs de l’espace de HilbertL2((a, b)) sont des fonctions (plus précisément des classes

d’équivalence de fonctions).L2((a, b)) est un espace dont les éléments sont des fonctions, c.-à-d. un
espace de fonctions. Ce type d’espaces est courant en analyse et souvent utilisé en physique.

(iii ) Il existe des classes d’équivalence ne contenant aucune fonction continue ou continue par mor-
ceaux. Dans des applications pratiques on a affaire à des fonctions continues, et normalement on
fait comme si les éléments deL2((a, b)) étaient des fonctions individuelles et non pas des classes
d’équivalence.

(iv) L’intégrale dans (8.7) est une intégrale de Riemann usuelle si ϕ est continue par morceaux. Pour
d’autres fonctionsϕ il faut utiliser la définition plus générale de l’intégrale (intégrale de Lebesgue)
de la section précédente.

8.3 Différents types de sous-ensembles d’un espace de HilbertH
Sous-ensembles denses

Soit H un espace de Hilbert etD un sous-ensemble deH . On dit queD est dense dansH si, étant
donnéψ ∈ H et ǫ > 0 , il existe un élémentϕ ∈ D tel que

||ψ − ϕ|| < ǫ .

Vari étés linéaires et sous-espaces

SoitM un sous-ensemble linéaire d’un espace de HilbertH [c.-à-d.ϕ, ψ ∈ M etα ∈ C ⇒ ϕ + αψ
appartient également àM ; en d’autres termes, toutes les combinaisons linéaires finies6 d’éléments de m
appartiennent encore àM ]. Un tel ensembleM sera appelé unevariét́e linéairedansH .

Une variété linéaireM dansH est clairement un espace vectoriel linéaire complexe munid’un produit
scalaire (ce dernier étant donné par le produit scalaire défini dansH, c.-à-d. siϕ, ψ ∈ M , alors leur
produit scalaire〈ϕ|ψ〉MdansM est simplement〈ϕ|ψ〉 , leur produit scalaire dansH ). En généralM ne
sera pas complet par rapport à la norme|| || c.-à-d. la limite d’une suite de Cauchy{ϕn} avecϕn ∈ M
n’appartiendra pas àM mais seulement àH . Si M est complet (c.-à-d. siM vérifie lui-même tous les
axiomes I à IV), on dira queM est unsous-espacedeH .

Attention : La terminologie concernant les sous-ensembles linéaires n’est pas uniforme : certains auteurs
utilisent le terme ”sous-espace” ou ”sous-espace vectoriel” pour une variété linéaire.

Complément orthogonal

Deux vecteursϕ, ψ deH sont ditsorthogonaux(ϕ ⊥ ψ) si 〈ϕ|ψ〉 = 0 . Une suite{ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . .} de
vecteurs deH est diteorthonorḿeesi 〈ϕj |ϕk〉 = δjk .

SoitN un sous-ensemble deH. On définit soncompĺement orthogonalN⊥ dansH comme étant l’en-
semble des vecteurs deH qui sont orthogonaux à chaque vecteur deN :

N⊥ = {ϕ ∈ H
∣∣〈ϕ|ψ〉 = 0 ∀ψ ∈ N} . (8.8)

6. C.à.d. les vecteursψ de la formeψ =
PN

k=1
αkψk , avecαk ∈ C , ψk ∈ M etN < ∞ .
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Théorème de d́ecomposition :

SoitM un sous-espace deH , M⊥ son complément orthogonal. Alors tout vecteurψ deH peut être
décomposé de façon unique en

ψ = ψ1 + ψ2 , avecψ1 ∈ M etψ1 ∈ M⊥ . (8.9)

[La démonstration est donnée dans l’annexe, 8.8].

Remarque : Dans la situation du théorème de décomposition, on dit queH est lasomme directedeM
etM⊥, et on écritH = M⊕M⊥ . Dans la suite il est sous-entendu que toute décompositionen somme
directe est une décompositionorthogonale.

Exercice 13 (Sous-ensembles del2) :

(a) SoitM1 l’ensemble des éléments del2 qui n’ont qu’un nombre fini de composantes non-nulles
[c.-à-d.ϕ = (α1, α2, α3, . . .) appartient àM1 si αk = 0 à l’exception d’un nombre fini de valeurs
dek].
- Montrer queM1 est dense dansl2 .
- M1 est-il une variété linéaire dansl2 ?
- M1 est-il un sous-espace del2 ?

(b) SoitM2 l’ensemble des élémentsϕ del2 tels queα1 = 0 .
- M2 est-il dense dansl2 ?
- M2 est-il une variété linéaire dansl2 ?
- M2 est-il un sous-espace del2 ?
- Montrer queM2 est isomorphe àl2.

(c) SoitM3 l’ensemble desϕ ∈ M2 qui n’ont qu’un nombre fini de composantes non-nulles.
- M3 est-il dense dansl2 ?
- M3 est-il dense dansM2 ?
- Déterminer le complément orthogonalM⊥

3 deM3 .
(d) SoitM4 l’ensemble desϕ ∈ M1 tels queα1 = α3 = α5 = α7 = α9 = . . . = 0 [c.-à-d.

l’ensemble des combinaisons linéairesfiniesdes vecteursχ2, χ4, χ6, χ8, . . . ]
- Déterminer le complément orthogonalM⊥

4 deM4 .
- Déterminer le plus petit sous-espaceM4 del2 qui contientM4 .
- Vérifier qu’on a la décomposition suivante del2 en la somme directe de deux sous-espaces dont

chacun est isomorphe àl2 tout entier :l2 = M4 ⊗M⊥
4 .

Remarque : M4 est appelé l’adh́erencedeM4 ou la fermeturedeM4 .

Exercice 14 (Compĺement orthogonal) :

Soit H un espace de Hilbert etN un sous-ensemble quelconque deH . Montrer que le complément
orthogonalN⊥ deN est un sous-espace deH .

Exercice 15 (Sous-espaces deL2((a, b))) :

(a) Indiquer un sous-espace de dimension 1 et un sous-espacede dimension 2 deL2((−π,+π)) .
(b) Soit a1 < a2 < b2 < b1 . Montrer queL2((a2, b2)) peut être identifié de façon naturelle avec

un sous-espace deL2((a1, b1)) [établir un isomorphisme entreL2((a2, b2)) et un sous-espace de
L2((a1, b1))].

(c) Soit a < b < c . Montrer queL2((a, c)) est la somme directe deL2((a, b)) et deL2((b, c)) :
L2((a, c) = L2((a, b)) ⊕ L2((b, c)) .
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(d) Désignons parM+ l’ensemble des fonctions paires dansL2((−a, a)) [a > 0] et parM− l’en-
semble des fonctions impaires :ϕ ∈ M+ si ϕ(x) = ϕ(−x) etϕ ∈ M− si ϕ(x) = −ϕ(−x) pour
toutx ∈ (−a, a) .
(i) Montrer queϕ+ ⊥ ϕ− si ϕ+ ∈ M+ etϕ− ∈ M− .
(ii ) Montrer que chaqueψ ∈ L2((−a, a)) peut être écrit commeψ = ψ+ + ψ− avecψ+ ∈ M+ et
ψ− ∈ M− .
(iii ) Déduire des résultats précédents queM+ etM− sont des sous-espaces deL2((−a, a)) et que
M+ ⊕M− = L2((−a, a)) .

8.4 Applications linéaires

Une application linéaire d’un espace vectoriel linéaireV (sur le corpsC) dans lui-même est une cor-
respondanceϕ 7→ Aϕ qui associe à chaque élémentϕ deV un autre élémentAϕ deV et qui vérifie la
condition de linéarité

αϕ+ ψ 7→ A(αϕ + ψ) = α · Aϕ+ Aψ ∀ϕ, ψ ∈ V , ∀α ∈ C .

Si V est un espace de HilbertH, on parle d’unopérateur lińeaireplutôt que d’une application linéaire.
Si dimH = n <∞ , un opérateur linéaire peut être donné (dans une base fixée deH) sous forme d’une

matricen× n :
A = {ajk} j, k = 1, . . . n .

Si dim H = ∞ , il est peu commode d’utiliser le langage matriciel. Etant donné une matrice∞×∞ ,
celle-ci ne correspond en général pas à une application linéaire deH dansH . Ceci sera expliqué en relation
avec l’Exercice 19 qui se trouve un peu plus loin.

Un opérateur lińeaire borńeA est une application deH dansH telle que

A(ϕ+ αψ) = Aϕ+ α · Aψ ∀ϕ, ψ ∈ H , ∀α ∈ C

et

||A|| ≡ sup
0 6=ϕ∈H

||Aϕ||
||ϕ|| <∞ . (8.10)

(8.10) définit lanorme||A|| de l’opérateurA [à ne pas confondre avec la norme||ψ|| d’un vecteurψ !
L’éq. (8.10) définit la norme deA en termes de la norme dansH de certains vecteurs]. (8.10) implique que

||Aϕ|| 6 ||A|| ||ϕ|| ∀ϕ ∈ H . (8.11)

Si dim H = ∞ , la donnée d’un opérateur linéaire est équivalente à la donnée d’une matricen × n et
la finitude deA (la condition (8.10)) est automatiquement vraie. SidimH = ∞ , le supremum dans (8.10)
n’est pas nécessairement fini, voir l’Exercice 19.

L’ adjointA∗ d’un opérateur linéaire borné est une application linéaire deH dansH telle que

〈ϕ|Aψ〉 = 〈A∗ϕ|ψ〉 ∀ϕ ∈ H . (8.12)

(Si dimH = n < ∞ , l’adjoint deA est donné par la matrice adjointeA† ≡ AT ). L’existence et l’unicité
deA∗ seront démontrées plus loin.

Un opérateur linéaire borné est appeléautoadjointsi A∗ = A , en d’autres termes si

〈ϕ|Aψ〉 = 〈Aϕ|ψ〉 ∀ϕ, ψ ∈ H . (8.13)

Exercice 16 (Oṕerateurs linéaires borńes) :
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(a) L’opérateur identit́e1l est défini par

1lϕ = ϕ ∀ϕ ∈ H .

Vérifier que1l est un opérateur linéaire borné autoadjoint et calculersa norme.
(b) Faire de même pour l’opérateur źero0 défini par0ϕ = 0 .
(c) Soit{χ1, χ2, χ3, . . .} la base orthonormée del2 introduite dans l’Exercice 11 (b,iv). Un opérateur

linéaire borné est entièrement défini si on connaı̂t sonaction sur chacun des vecteursχk . Par exemple,
soitC un opérateur linéaire tel que

Cχk
=

(−i)k
k

χk k = 1, 2, . . . ;

si ϕ =
∑∞

k=1 αkχk = (α1, α2, α3, . . .) est un vecteur del2 , on doit avoir

Cϕ =

∞∑

k=1

αkCχk =

(
−iα1,−

1

2
α2,

i

3
α3,

1

4
α4, . . .

)
.

Montrer que cet opérateurC est borné, et déterminer sa norme et son adjointC∗ . Donner une
représentation matricielle deC et deC∗.

(d) SoitA etB des opérateurs linéaires bornés etα ∈ C .
(i) Montrer queA + αB etAB sont également des opérateurs linéaires bornés.
ii) Montrer que(AB)∗ = B∗A∗ .
(iii ) Montrer queA∗∗ ≡ (A∗)∗ = A .
(iv) SupposonsA et B autoadjoints. Sous quelles conditionsA + αB ou AB sont-ils également
autoadjoints ?

8.5 Le dual d’un espace de Hilbert

Le dualH∗ d’un espace de HilbertH est par définition l’ensemble des fonctionnelles linéaires bornées
surH , c.-à-d. l’ensemble des applicationsf : H 7→ C telles que

f(ϕ+ αψ) = f(ϕ) + αf(ψ) linéarité

et
||f(ψ)|| 6 c ||ψ|| ∀ψ ∈ H , f bornée

oùc est une constante (indépendante deψ ).
L’espaceH∗ est un espace vectoriel linéaire (la somme de deux fonctionnelles linéaires bornées p.ex.

est encore une fonctionnelle linéaire bornée), etH∗ est également normé, avec norme

||f ||H∗ = sup
0 6=ψ∈H

|f(ψ)|
||ψ|| . (8.14)

Chaque vecteurϕ deH détermine un élémentfϕ deH∗, en posant

fϕ(ψ) = 〈ϕ|ψ〉 (oùψ varie surH) . (8.15)

En effet, le produit scalaire (pourϕ fixé) est linéaire enψ, et

||fϕ||H∗ = sup
0 6=ψ∈H

|〈ϕ|ψ〉|
||ψ||

6 sup
0 6=ψ∈H

||ϕ|| ||ψ||
||ψ|| (utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz (8.1))

= ||ϕ|| .
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En fait on a

||fϕ||H∗ = ||ϕ|| (8.16)

puisque le supremum est atteint pourψ = ϕ :

〈ϕ|ϕ〉
||ϕ|| =

||ϕ||2
||ϕ|| = ||ϕ|| .

Nous avons ainsi montré que chaque vecteur deH peut être identifié avec un élément de l’espace dual
H∗. Il s’avère que le contraire est également vrai (on peut donc identifierH∗ etH ) :

Proposition (Lemme de Riesz) :

Soit H un espace de Hilbert,f une fonctionnelle linéaire bornée surH . Alors il existe un (unique)
vecteurϕ deH tel que

f(ψ) = 〈ϕ|ψ〉 ∀ψ ∈ H . (8.17)

En particulier :

||f ||H∗ = ||ϕ||H ≡ ||ϕ|| . (8.18)

(La démonstration de cette proposition est donnée en annexe§8.8.)

Corollaire : Existence de l’adjoint A∗ d’un opérateur lin éaire bornéA

Soit A un opérateur linéaire borné. Soitϕ un vecteur fixé deH . En utilisant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz (8.1) et (8.11), on obtient :

|〈ϕ|Aψ〉| 6 ||ϕ|| ||Aψ|| 6 ||ϕ|| ||A|| ||ψ|| ≡ cϕ ||ψ|| .

Commecϕ est fini, le produit scalaire〈ϕ|Aψ〉 (considéré comme fonction deψ ) définit une fonctionnelle
linéaire bornée surH . Donc d’après le Lemme de Riesz il existe un unique vecteurϕ∗ (qui dépend deϕ )
tel que

〈ϕ|Aψ〉 = 〈ϕ∗|ψ〉 ∀ψ ∈ H . (8.19)

On définitA∗ϕ = ϕ∗ . Comme chaqueϕ deH détermine de façon unique un vecteurϕ∗ dansH , on obtient
ainsi (en faisant varierϕ surH) une applicationA∗ deH dansH.

Vérifions que c’est bien un opérateur linéaire :A∗(ϕ1 +αϕ2) est l’unique vecteur(ϕ1 +αϕ2)
∗ tel que

〈ϕ1 + αϕ2|Aψ〉 = 〈(ϕ1 + αϕ2)
∗|ψ〉 ∀ψ ∈ H . Or

〈ϕ1 + αϕ2|Aψ〉 = 〈ϕ1|Aψ〉 + ᾱ〈ϕ2|Aψ〉
= 〈ϕ∗

1|ψ〉 + ᾱ〈ϕ∗
2|ψ〉

= 〈A∗ϕ1|ψ〉 + ᾱ〈A∗ϕ2|ψ〉
= 〈A∗ϕ1 + αA∗ϕ2|ψ〉 ∀ψ ∈ H .

Donc on doit avoir(ϕ1 + αϕ2)
∗ = A∗ϕ1 + αA∗ϕ2 , c.-à-d.A∗(ϕ1 + αϕ2) = A∗ϕ1 + αA∗ϕ2 , ce qui

exprime la linéarité deA∗ .

Exercice 17 (Norme de l’oṕerateur adjoint) :

SoitA un opérateur linéaire borné.
(i) Montrer que son adjointA∗ est borné et que||A∗|| 6 ||A|| .
(ii ) Montrer ensuite que||A|| 6 ||A∗|| donc [avec (i)] qu’on a en fait||A∗|| = ||A|| .
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Bras et kets (”Notations de Dirac”, utilisées par les physiciens)

Les vecteurs de l’espace de Hilbert sont appelés desketset désignés par un crochet ”| 〉” dans lequel on
met une lettre qui spécifie le vecteur (plus généralementl’ étaten mécanique quantique). Donc un vecteur
ψ deH est noté|ψ〉 .

Les vecteurs de l’espace dualH∗ sont appelés desbras et désignés par un crochet ”〈 |”. D’après la
Proposition qui précède, chaqueϕ de H détermine un bra〈ϕ| et chaque bra est de la forme〈ϕ| pour
un certain vecteurϕ deH . [L’utilisation de ces notations sera poussée plus loin aucours de mécanique
quantique.]

En mettant un bra〈ϕ| et un ket|ψ〉 ensemble on obtient l’objet〈ϕ|ψ〉 le produit scalaire entre les
vecteursϕ etψ (la valeur de la fonctionnellefϕ (voir (8.15)) ”au point”ψ deH) ,. En mettant les mots bra
et ket ensemble, on obtient le motbraket(bracket est le mot anglais pour ”crochet”).

Règle: Lorsqu’un bra se trouve à gauche d’un ket, ils se contractent pour donner un nombre :

(〈ϕ|)(|ψ〉) = 〈ϕ|ψ〉 .

SiA est un opérateur linéaire borné dansH etψ ∈ H , alorsAψ est un vecteur deH , donc il correspond
un ket|Aψ〉 à ce vecteur. On écrit

|Aψ〉 = A|ψ〉 , (8.20)

c.-à-d. les opérateurs sont considérés comme agissantsur les kets.
Le vecteurAψ détermine également un bra. On écrit

〈Aψ| = |ψ〉A∗ , (8.21)

c.-à-d.les oṕerateurs agissent sur les brasà gauche, et lorsqu’on sort un opérateur d’un bra, cet opérateur
doit êtreremplaće par son adjoint. Ceci est logique, puisqu’on a en termes du produit scalaire:

〈ϕ|Aψ〉 = 〈A∗ϕ|ψ〉 . (8.22)

On utilise la notation suivante pour le produit scalaire dans (8.22) :

〈ϕ|Aψ〉 ≡ 〈ϕ|A|ψ〉 . (8.23)

Exercice 18 (Braà droite d’un ket) :

Regardons l’expression

Aϕ1ϕ2
≡ |ϕ1〉〈ϕ2| (8.24)

oùϕ1, ϕ2 sont deux vecteurs deH .
(i) Montrer que cette expression définit un opérateur linéaire dansH (agir avecAϕ1ϕ2

sur un ket|ψ〉 ).
(ii ) Calculer la norme de cet opérateur (||ϕ1|| · ||ϕ2||) .
(iii ) Vérifier que, siϕ1 = ϕ2 = ϕ et ||ϕ|| = 1 alorsAϕϕ est leprojecteur orthogonal sur le sous-espace

uni-dimensionnel engendré parϕ , c.-à-d. queAϕϕ appliqué à un multiple du vecteurϕ le laisse invariant,
tandis que tout vecteurψ orthogonal àϕ est appliqué sur0 parAϕϕ.

(iv) Soit χ1, χ2, . . . un ensemble de vecteurs orthonormés〈χj |χk〉 = δjk . Quelle est la signification
géométrique de l’opérateur ∑

k

|χk〉〈χk| ?

Discuter le cas particulier où les vecteursχk forment une base orthonormée deH .
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8.6 Oṕerateurs non-bornés

La théorie des opérateurs dans un espace vectoriel de dimension infinie fait apparaı̂tre de nouveaux
problèmes :
(i) un opérateur dans un espace de dimension infinie peut êtrenon-borńe (cela arrive en mécanique quan-
tique pour des observables décrivant des grandeurs physiques qui peuvent prendre des valeurs arbitrairement
grandes – par exemple la position d’une particule dans l’espace infini, le moment cinétique d’une particule) ;
(ii ) un opérateur dans un espace de dimension infinie n’est pas nécessairement défini sur tous les vecteurs
(souvent on a une expression formelle pour un opérateur, mais elle n’a pas de sens sur certains vecteurs –
un exemple est une matrice∞×∞ , comme on verra dans l’Exercice 19, ou l’opérateur formeld/dx qui
n’a un sens que sur des fonctions d’onde différentiables).

Exercice 19 (Domaine d’une application lińeaire) :

a) Considérons la matrice suivante

A =




1 1 1 1 · · ·
1 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
...

...
...

...
...




.

En se référant à la base orthonormée{χ1, χ2, χ3, . . .} del2 de l’Exercice 11 (b,iv), calculer l’action
deA sur chacun des vecteursχ1, χ2, χ3, . . . . Pour quelsk le vecteur imageAχk appartient-il encore
à l2 ?
Conclusion: Dans un espace de HilbertH de dimension infinie, un opérateur linéaire n’est pas
nécessairement défini sur tous les vecteurs deH . On appelledomainede l’opérateur le sous-ensemble
deH sur lequel l’opérateur est défini.

(b) Dans la base{χ1, χ2, χ3, . . .} utilisée déjà dans (a), déterminer le domaine maximal possible de
l’opérateur linéaireB défini par

Bχk = kχk k = 1, 2, . . .

[donc, siϕ =
∑∞
k=1 αkχk = (α1, α2, α3, . . .) est un vecteur del2 , on doit avoir

Bϕ =
∞∑

k=1

kαkχk = (1α1, 2α2, 3α3, 4α4, . . .)] .

Montrer que ce domaine [désigné parD(B)] est une variété linéaire dansl2, et queD(B) est dense
dansl2. Quelle serait la matrice qui représente cet opérateur?
(c) Faire de même pour l’opérateurC défini par

Cχk =
(−i)k
k

χk k = 1, 2, . . .

Exercice 20 (Oṕerateurs de multiplication dansL2((a, b))) :

Soit (a,b) un intervalle dansR . Si θ est une fonction de (a,b) dansC , on peut lui associer un opérateur
A dansL2((a, b)) en posant7

(Aϕ)(x) = θ(x)ϕ(x) pourϕ ∈ L2((a, b)) .

En d’autres termes la fonction imageAϕ deϕ sousA est obtenue à partir de la fonctionϕ en multipliantϕ
par la fonctionθ. Un opérateur de ce type est appelé unopérateur de multiplication.

7. Sans se soucier d’éventuels problèmes de domaine dans les points (a), (b) et (c).
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(a) Montrer queA est un opérateur linéaire.
(b) Montrer queA∗ est également un opérateur de multiplication, c.-à-d. qu’il existe une fonction
ρ : (a, b) 7→ C telle que

(A∗ϕ)(x) = ρ(x)ϕ(x) .

Quelle est la relation entreρ(x) etθ(x) ?
(c) SoitB un deuxième opérateur de multiplication :(Bϕ)(x) = β(x)ϕ(x) oùβ : (a, b) 7→ C est une

fonction fixée. Montrer que le produitAB est également un opérateur de multiplication et calculerle
commutateur[A,B] ≡ AB − BA .

(d) Quelle condition faut-il imposer à la fonctionθ pour que l’opérateurA soit
(i) borné
(ii ) autoadjoint
(iii ) unitaire [c.-à-d. tel queA∗A = AA∗ = 1l]
(iv) un projecteur [c.-à-d. tel queA∗ = A = A2] ? Dans le cas (i), quelle serait la norme deA (en
termes de la fonctionθ que l’on supposera continue)?.

(e) SiA est non-borné, quel est son domaine ?
(f) Considérer le cas particulier où(a, b) = (0, 1) et θ(x) = (ǫ + x)−1 , où ǫ > 0 est une constante.

Montrer que l’opérateurA est borné et autoadjoint. Déterminer ses valeurs propres(voir la définition
ci-dessous) et sa norme.

(g) Qu’est-ce qui change si on metǫ = 0 dans l’exemple précédent?

8.7 Spectre d’un oṕerateur

Soit A un opérateur linéaire dans un espace de HilbertH . Un nombre complexez est appelévaleur
propredeA s’il existe un vecteurψ 6= 0 dansH tel queAψ = zψ [ψ est alors appelé unvecteur proprede
A].

Si dim H < ∞ etA est autoadjoint, il existe une base orthonormée deH formée de vecteurs propres
deA , et les valeurs propres deA sont toutes réelles (diagonalisation d’une matrice hermitiennen× n). Si
dimH = ∞ , il se peut queA ne possède aucune valeur propre. Pour couvrir ces cas, on introduit la notion
de ”spectre”. Un nombre complexez appartient auspectredeA s’il existe une suite{ϕn} de vecteurs de
H [plus précisément dans le domaineD(A)] telle que

||ϕn|| = 1 ∀n et lim
n→∞

||(A− z)ϕn|| = 0 . (8.25)

Donc lespectreσ(A) deA est l’ensemble des nombres complexesz pour lesquels on peut trouver une telle
suite{ϕn} .

La notion de spectre est une généralisation de la notion devaleur propre. En effet, siz est valeur propre
deA , alorsz appartient au spectre deA : il suffit de poserϕn = ϕ pour toutn , oùϕ est un vecteur propre
deA pour la valeur proprez (||ϕ|| = 1 , (A − z)ϕ = 0). Mais la définition (8.25) est plus générale ; il se
peut qu’il existe une suite{ϕn} vérifiant (8.25) sans quez soit valeur propre deA . (8.25) veut dire quez
est ”presque” valeur propre : pour toutǫ > 0 il existe un vecteurψ tel que||ψ|| = 1 etAψ ≈ zψ dans le
sens que||(A− z)ψ|| < ǫ .

Il est facile à montrer que le spectre d’un opérateur autoadjoint est réel [voir l’annexe§8.8]. Il se peut
que le spectre ne consiste qu’en des valeurs propres (appel´e unspectre purement discreten physique). Dans
le cas où l’opérateur n’a aucune valeur propre, on parle d’un spectre purement continu(voir l’exercice
suivant pour des exemples8). En général un opérateur possède unspectre mixte, c.-à-d. un certain nombre
de valeurs propres (mais l’ensemble de tous les vecteurs propres n’engendre pas l’espace de Hilbert mais
seulement un sous-espace deH) ainsi que du spectre continu.

Exercice 21 (Spectre d’un oṕerateur autoadjoint) :

SoitH = L2((a, b)) et soitA l’opérateur de multiplication par la variable x :(Aψ)(x) = xψ(x) .

8. Le spectre continu est un sous-ensemble deR ayant la puissance du continu, p.ex. un intervalle.
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(a) Quelles sont les valeurs propres deA? [Indication : Exercice 20 (f)].
(b) Soit z un nombre complexe n’appartenant pas à l’intervalle[a, b] . Montrer que, siδ désigne la

distance dez à l’intervalle[a, b] , on a pour tout vecteurϕ :

||(A− z)ϕ||2 ≡
∫ b

a

|(x− z)|2 dx > δ2||ϕ||2 .

Conclure que le spectre deA est contenu dans[a, b] .
(c) Soitz ∈ [a, b] . Montrer quez appartient au spectre deA en construisant une suite{ϕn} vérifiant

(8.25). Conclusion : le spectre de A est identique à l’intervalle [a, b] .
(d) Soit(Aϕ)(x) = θ(x)ϕ(x) comme dans l’Exercice 20, oùθ est une fonction continue et réelle (donc
A est autoadjoint). Quel est le spectre deA? Sous quelles conditions l’opérateurA possède-t-il des
valeurs propres?

Exercice 22 (Spectre de l’oṕerateur d’impulsion) :

Formellement l’opérateur d’impulsion pour une particuleen une dimension (avec~ = 1) est donné par
l’expressionP = −id/ dx . Son domaine ne peut contenir que des fonctions différentiables (avec dérivée
de carré intégrable).

(a) Considérons une particule confinée dans un interval fini I, p.ex.I = (−a,+a) .
(i) Montrer que l’opérateur−id/ dx n’est pas autoadjoint [trouver des fonctions différentiables pour
lesquelles (8.13) n’est pas satisfait].
(ii ) Pour associer un opérateur autoadjoint à−id/ dx, il faut prendre comme domaine deP un sous-
ensemble des fonctions différentiables en imposant des conditions à la limite aux extrémités deI .
Exemple : on n’admet que des fonctions d’ondeϕ satisfaisantϕ(+a) = ϕ(−a) . Montrer que, siϕ
etψ satisfont cette condition, alors (8.13) est satisfait.
(iii ) Déterminer les valeurs propres deP (avec comme domaine celui indiqué dans (ii )).

(b) Considérons une particule dansR. Dans ce cas on n’a pas besoin d’imposer des conditions à la limite
(à l’infini), car siϕ et ϕ′ appartiennent àL2(R) , on peut montrer assez facilement queϕ(x) → 0
lorsquex→ ±∞ .
(i) Quelles sont les valeurs propres deP dans ce cas ?
(ii ) Comparer avec le résultat de (a) lorsquea→ ∞ .

Exercice 23 (Sous-espace associé à une valeur propre d’un opérateur) :

SoitA un opérateur linéaire borné dans un espace de HilbertH etλ une valeur propre de A. Désignons
parM{λ} l’ensemble des vecteurs propres deA à valeur propreλ , c.-à-d.

Mλ = {ϕ ∈ H
∣∣Aϕ = λϕ} .

Montrer queM{λ} est un sous-espace deH .

Exercice 24 (Projecteurs) :

SoitM un sous-espace d’un espace de HilbertH , M⊥ son complément orthogonal. Alors tout vecteur
ψ de H possède une décomposition unique enψ = ψ1 + ψ2 , avecψ1 ∈ M , ψ2 ∈ M⊥ (d’après le
Théorème de décomposition). La correspondanceψ 7→ ψ1 définit une application dansH , la ”projection
orthogonale” sur le sous-espaceM . Cette application sera appelée le projecteurPM sur le sous-espace
M . [Il serait plus précis d’appelerPM le projecteur orthogonal surM].

(a) Vérifier quePM a les propriétés suivantes :
(i) PM estlinéaire,
(ii ) PM estborné,
(iii ) PM estautoadjoint,
(iv) PM estidempotent, c.-à-d.P2

M = PM .
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(b) Déterminer la norme||PM|| d’un projecteur.
(c) En se plaçant dans l’espace de Hilbertl2, donner un exemple d’un projecteurPM sur un sous-espace

m de dimension1 . De même pourdimM = 0 , dimM = 3 , dimM = ∞ .
(d) SoitH un espace de Hilbert etP est une application linéaire deH dansH ayant les propriétés

suivantes :
P est idempotent, c.-à-d.P2 = P
P est autoadjoint, c.-à-d. on a〈Pϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Pψ〉 , pour toutϕ, ψ ∈ H
Montrer queP est un projecteur (orthogonal), c.-à-d. qu’il existe un sous-espaceM deH tel queP
est identique au projecteurPM sur ce sous-espace.

Indications: PrendreM = {ϕ ∈ H
∣∣Pϕ = ϕ} . Utiliser le résultat de l’Exercice 23 pour voir queM

est un sous-espace. Pourψ ∈ H , poserψ1 = Pψ etψ2 = ψ − Pψ et vérifier queψ1 ∈ M etψ2 ∈ M⊥ .

Exercice 25 (Isoḿetries et oṕerateurs unitaires) :

Définition : Un opérateur linéaire bornéU dans un espace de HilbertH est appelé uneisoḿetrie (ou un
opérateur isoḿetrique) si U∗U = 1l .

(a) Montrer qu’une isométrie préserve le produit scalaire, c.-à-d. que

〈Uϕ|Uψ〉 = 〈ϕ|ψ〉 ∀ϕ, ψ ∈ H . (8.26)

(b) SoitU une isométrie.
(i) Montrer queF ≡ UU∗ est un projecteur.
(ii ) Montrer queF est égal au projecteurPM sur le sous-espaceM = {Uϕ

∣∣ϕ ∈ H} [l’image deH
parU ]. (Indication : Tenir compte du résultat de l’Exercice 24 (d).
(iii ) Montrer quedimM = dimH .

Définition : Une isométrie est appelée unopérateur unitairesi le sous-espaceM dans (b) est égal à
H , en d’autres termes siF = 1l . Donc un opérateur linéaire borné est unitaire si

U∗U = 1l etUU∗ = 1l . (8.27)

(c) Montrer que, sidimH < ∞ , tout opérateur isométrique est unitaire (donc la premi`ere équation
dans (8.27) implique la deuxième dans ce cas).
Indication: Utiliser (b.iii).

Remarque : Si dimH = ∞ , il existe des sous-espaces stricts deH de dimension infinie, donc il existe des
isométries qui ne sont pas unitaires. En physique les opérateurs unitaires sont particulièrement importants
et il faut exiger les deux conditions dans (8.27) pour s’assurer queU soit unitaire.

8.8 ANNEXE

8.8.1 D́emonstration du Théorème de d́ecomposition

Nous utiliserons l’identité suivante : siθ etη sont des vecteurs dansH , alors

||θ + η||2 + ||θ − η||2 = {||θ||2 + 〈η|θ〉 + ||θ||2} + {||θ||2 − 〈θ|η〉 − 〈η|θ〉 + ||η||2}
= 2||θ||2 + 2||η||2 . (8.28)

Nous désignons pard la distance deψ àM , c.-à-d.

d = inf
ϕ∈M

||ψ − φ|| .

(a) Montrons d’abord qu’il existe un unique vecteurϕ0 ∈ M tel qued = ||ψ − ϕ0|| .
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(i) Existence: choisissons une suite{ϕk
∣∣k = 1, 2, . . .} dansM telle que

lim
k→∞

||ψ − ϕk|| = d .

Prenonsθ = (ψ − ϕj)/2 etη = (ψ − ϕk)/2 dans (8.28). Nous obtenons que
∣∣∣∣
∣∣∣∣
1

2
(ϕj − ϕk)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

=
1

2
||ψ − ϕj ||2 +

1

2
||ψ − ϕk||2 −

∣∣∣∣
∣∣∣∣ψ − 1

2
(ϕj + ϕk)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

.

Commeϕj + ϕk ∈ M :
∣∣∣∣ψ − 1

2 (ϕj + ϕk)
∣∣∣∣2 > d2 . Donc

1

4
||ϕj − ϕk||2 6

1

2
||ψ − ϕj ||2 +

1

2
||ψ − ϕk||2 − d2 → 0 lorsquej, k → ∞ .

Donc{ϕk} est une suite de Cauchy (dansH). Désignons sa limite parϕ0 . On aϕ0 ∈ M , puisqueM est
un sous-espace fermé. Donc||ψ − ϕ0|| > d . D’autre part

||ψ − ϕ0|| 6 ||ψ − ϕk|| + ||ϕk − ϕ0|| → d+ 0 = d .

Ceci montre que||ψ − ϕ0|| = d .

(ii ) Unicité : Supposons qu’il existe deux vecteursϕ(1)
0 etϕ(2)

0 dansM tels que
∣∣∣
∣∣∣ψ − ϕ

(1)
0

∣∣∣
∣∣∣ =

∣∣∣
∣∣∣ψ − ϕ

(2)
0

∣∣∣
∣∣∣ = d .

En prenantθ = (ψ − ϕ
(1)
0 )/2 etη = (ψ − ϕ

(2)
0 )/2 dans (8.28), on obtient comme dans (i) que

1

4

∣∣∣
∣∣∣ϕ(1)

0 − ϕ
(2)
0

∣∣∣
∣∣∣
2

6
1

2

∣∣∣
∣∣∣ψ − ϕ

(1)
0

∣∣∣
∣∣∣
2

+
1

2

∣∣∣
∣∣∣ψ − ϕ

(2)
0

∣∣∣
∣∣∣
2

− d2 = 0 .

Donc
∣∣∣
∣∣∣ϕ(1)

0 − ϕ
(2)
0

∣∣∣
∣∣∣ = 0 , c.-à-d.ϕ(1)

0 = ϕ
(2)
0 .

(b) Pour démontrer (8.9), prenonsψ1 = ϕ0 . Doncψ2 = ψ − ϕ0 , et il faut montrer queψ2 ∈ M⊥ , en
d’autres termes que〈ρ|ψ2〉 = 0 pour chaqueρ ∈ M . Soit doncρ 6= 0 un vecteur fixé deM , et posons
a = 〈ρ|ψ2〉 . Soit

ϕ = ψ1 +
a

||ρ||2
ρ .

Clairementϕ ∈ M , donc||ψ − ϕ|| > d . Ainsi

||ψ − ϕ||2 = 〈ψ2 −
a

||ρ||2
ρ|ψ2 −

a

||ρ||2
ρ〉

= ||ψ2||2 −
ā

||ρ||2
〈ρ|ψ2〉 −

a

||ρ||2
〈ψ2|ρ〉 +

|a|2

||ρ||4
||ρ||2

= ||ψ2||2 −
|a|2

||ρ||2
− |a|2

||ρ||2
+

|a|2

||ρ||2

= ||ψ2||2 −
|a|2

||ρ||2
= d2 − |a|2

||ρ||2
6 d2 .

Comme||ψ − ϕ||2 > d2 (voir plus haut), nous pouvons conclure quea = 0 .
Montrons encore l’unicité de la décomposition (8.9). Supposons queη1, η2 ∈ M , θ1, θ2 ∈ M⊥ et

η1 + θ1 = η2 + θ2 .

Nous devons montrer queη1 = η2 etθ1 = θ2. Or

0 = ||0||2 = ||η1 + θ1 − (η2 + θ2)||2

= ||(η1 − η2) + (θ1 − θ2)||2

= ||η1 − η2||2 + ||θ1 − θ2||2 ,
car〈η1 − η2|θ1 − θ2〉 = 0 . Donc||η1 − η2|| = ||θ1 − θ2|| = 0 , et par conséquent on aη1 = η2 etθ1 = θ2 .
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8.8.2 D́emonstration du Lemme de Riesz

(a) SoitM l’ensemble des vecteursψ ∈ H tels quef(ψ) = 0 . Montrons queM est un sous-espace
fermé :

(i) ψ1, ψ2 ∈ M, α ∈ C ⇒ f(ψ1 + αψ2) = f(ψ1) + αf(ψ2) = 0 + 0 = 0 ,
(ii ) si {ψn} ∈ M et limm,n→∞ ||ψm − ψn|| = 0 , alors la suite{ψn} possède une limiteψ dansH

(c.-à-d.ψ ∈ H), et il faut montrer queψ appartient àM (compĺetudedeM), c.-à-d. que f(ψ) = 0 . Or

|f(ψ)| = |f(ψ − ψn + ψn)| = |f(ψ − ψn) + f(ψn)| 6 ||f ||H∗ ||ψ − ψn|| .

Comme||ψ − ψn|| → 0 pourn→ ∞ , on doit avoirf(ψ) = 0 .
(b) Sif ≡ 0 , on prendϕ = 0 ; on a alors bien0 = f(ψ) = 〈0|ψ〉 = 0 ∀ψ ∈ H .
Si f 6= 0 , il existe un vecteurχ deH tel quef(χ) 6= 0 . On écritχ = χ1 + χ2 avecχ1 ∈ M et

χ2 ∈ M⊥ (en utilisant le Théorème de décomposition (cfr.§8.3). Alors

f(χ2) = f(χ− χ1) = f(χ) − f(χ1) = f(χ) 6= 0 .

en particulierχ2 6= 0 (puisquef(0) = 0) .
Si ψ est un vecteur quelconque deH, considérons le vecteurψ − f(ψ)

f(χ2) χ2 . On a alors

f(ψ − f(ψ)

f(χ2)
χ2) = f(ψ) − f(ψ)

f(χ2)
f(χ2) = 0 ,

donc le vecteurψ − f(ψ)
f(χ2) χ2 appartient àM . Commeχ2 ⊥ M , on aura

〈χ2|ψ − f(ψ)

f(χ2)
χ2〉 = 0 ,

c.-à-d.
f(ψ2)〈χ2|ψ〉 = f(ψ)||χ2||2 ,

donc

f(ψ) =
f(χ2)

||χ2||2
〈χ2|ψ〉 ∀ψ ∈ H .

En posantϕ = f(χ2)

||χ2||2 χ2 (ce qui est bien un vecteur deH , puisque||χ2|| 6= 0), on obtient (8.15).
(c) Montrons encore queϕ est unique. Siϕ1, ϕ2 sont deux vecteurs tels que

f(ψ) = 〈ϕ1|ψ〉 = 〈ϕ2|ψ〉 ∀ψ ∈ H ,

alors
〈ϕ1 − ϕ2|ψ〉 = 0 ∀ψ ∈ H .

En particulier, pourψ = ϕ1 − ϕ2 : ||ϕ1 − ϕ2||2 .
D’après l’axiome III, on doit avoirϕ1 − ϕ2 = 0 , c.-à-d.ϕ1 = ϕ2 + 0 = ϕ2 .

8.8.3 D́emonstration du fait que le spectre d’un oṕerateur autoadjoint est réel

On a (utiliser (8.1))

|〈φn|(A − z)ϕn〉| 6 ||ϕn|| ||(A− z)ϕn|| = ||(A− z)ϕn|| → 0 ,

et de même
〈(A − z)ϕn|ϕn〉 → 0 lorsquen→ ∞ .
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Donc
lim
n→∞

{〈φn|(A− z)ϕn〉 − 〈(A− z)ϕn|ϕn〉} = 0 . (8.29)

Or, commeA∗ = A :

〈φn|(A− z)ϕn〉 = 〈(A∗ − z̄)ϕn|ϕn〉 = 〈(A− z̄)ϕn|ϕn〉 .

En insérant cette identité dans (8.29) et en désignant par µ la partie imaginaire du nombre complexez, on
voit que

0 = lim
n→∞

〈(z − z̄)ϕn|ϕn〉 = lim
n→∞

〈2iµϕn|ϕn〉 = −2iµ · lim
n→∞

||ϕn||2 = −2iµ ,

d’oùµ = 0 .


