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2.4 Systèmes non autonomes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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6 Mécanique hamiltonienne II : 121
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Préface

La mécanique analytique est la base de la physique théorique. Dans ce cours,
vous fâıtes pour la première fois connaissance avec le langage et les méthodes
de la physique théorique. Dans la première partie, nous introduisons les
concepts centraux de lagrangien et d’action. Ces concepts forment la base de
toute théorie physique connue à ce jour. Les théories de champs classiques,
telles l’électrodynamique et la relativité générale, mais aussi la mécanique
quantique et les théories de champs quantiques, et même la théorie des su-
percordes sont basées sur une formulation lagrangienne. Comme nous l’ex-
pliquerons, ceci permet de définir une fonctionnelle d’énergie, l’hamiltonien.
La question si cette fonctionnelle admet une borne inférieure est un premier
test de la stabilité de la théorie. En effet, une théorie instable ne peut pas
décrire une situation physique pertinente.

Après l’introduction du lagrangien et de l’hamiltonien, nous traitons de la
mécanique lagrangienne sur des variétés différentielles. Cette démarche est
adéquate pour décrire des systèmes avec des contraintes holonomiques, tels
le pendule ou la toupie. Nous allons démontrer le fameux théorème de E.
Nöther, lequel établit le lien entre symétries d’une part, et lois de conserva-
tion d’autre part. Dans cette partie nous introduisons encore les systèmes de
coordonnées en mouvement accéléré, ce qui nous conduit aux forces d’inertie.
En guise d’application principale, le corps rigide et la toupie y sont étudiés.
Dans la deuxième partie du cours nous discutons la mécanique hamiltonienne
sur des variétés sympléctiques, les transformations canoniques, la théorie de
Hamilton-Jacobi et nous introduisons la théorie des perturbations.

Ce cours se veut également comme une occasion de constater que des notions
mathématiques, qui peuvent apparâıtre un peu formelles à première vue,
permettent en fait souvent de trouver des résultats surprenants, et ceci de
façon aisée. Tel est le cas par exemple au début de ce cours avec les théorèmes
de Liouville et de Poincaré, démontrés en quelques lignes avec le formalisme
lagrangien, alors que de telles preuves à partir des équations de Newton
requièrent une large quantité de travail.

Ce cours se base sur le magnifique livre de V.I. Arnold [1]. Ce livre contient
clairement beaucoup plus de matériel que celui du cours. Si vous le pouvez
et si vous présentez un intérêt particulier pour la physique théorique, alors
je vous recommande de vous le procurer. [2] présente un texte plus avancé.
Un bon livre disponible en français est [3], et [4] est un très bon texte
en allemand. Beaucoup de cours de mécanique se réfèrent à [5], mais je le
trouve quelque peu dépassé, ceci surtout au niveau des outils mathématiques
présentés.
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Chapitre 1

Mécanique Lagrangienne

1.1 Le principe variationnel de Hamilton

Nous considérons un système mécanique de dimension d. Par exemple d/3
points matériels, mais comme nous le verrons il peut aussi s’agir d’autres
’coordonnées généralisées. Le nombre d est appelé le nombre de degrés de
liberté du système. Son espace des phases est alors

(x1, ..., xd, ẋ1, ..., ẋd) ∈ R2d.

Le lagrangien du système est une fonction (de Lagrange)

L = L (x1, ..., xd, ẋ1, ..., ẋd, t) ,

laquelle dépend de (2d+ 1) variables. Pour une trajectoire différentiable

t 7→ q (t) ∈ Rd,

nous définissons la fonctionnelle d’action par l’intégrale

S [q, t1, t2] :=

∫ t2

t1

dt L (q, q̇, t) . (1.1)

Le principe variationnel de Hamilton peut alors s’énoncer ainsi :

”Toute trajectoire physique, i.e. toute solution des équations de mouvement,
satisfaisant les conditions initiales q (t1) = α et finales q (t2) = β est un
extremum de la fonctionnelle d’action S.”

Nous écrivons habituellement le principe de Hamilton sous la forme

δS = δ

∫ t2

t1

dt L (q, q̇, t) = 0. (1.2)

6



Chap. 1 : Mécanique Lagrangienne 7

Un système lagrangien est défini par son lagrangien

L : R2d+1 → R : (x1, . . . , xd, ẋ1, . . . ẋd, t) 7→ L(x1, . . . , xd, ẋ1, . . . ẋd, t) .

Les équations de mouvement sont alors obtenues par le principe variationnel
de Hamilton.

Lemme 1.1 Si q (t) est un extremum de la fonctionnelle S, alors il satisfait
aux équations de Euler-Lagrange :

∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)

= 0, 1 ≤ k ≤ d, (1.3)

ou de manière plus précise

∂L

∂xk

∣
∣
∣
∣
(xi=qi(t),ẋi=q̇i(t))

− d

dt

( ∂L

∂ẋk

)
∣
∣
∣
∣
(xi=qi(t),ẋi=q̇i(t))

= 0.

Les équations d’Euler-Lagrange peuvent encore s’écrire sous la forme suivante

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0

ou encore

∇qL− d

dt
∇q̇L = 0.

Preuve 1.1 du lemme 1.1 Ceci est un exemple du calcul variationnel. Nous
négligeons les aspects formels et supposons nos fonctions suffisamment dif-
férentiables. Soit η (t) une courbe quelconque satisfaisant aux conditions de
bord η (t1) = η (t2) = 0 et soit q (t) une trajectoire physique, et donc selon le
principe de Hamilton précédemment énoncé, un extremum de la fonctionnelle
d’action S. Nous posons

ζ (t, s) = q (t) + sη (t) , (1.4)

et

S [s, t1, t2] =

∫ t2

t1

dt L
(

ζ (t, s) , ζ̇ (t, s) , t
)

. (1.5)

Le principe de Hamilton implique que

dS

ds

∣
∣
∣
∣
s=0

= 0 (1.6)
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pour tout choix de η (t). En employant la règle de dérivation en châıne et le
fait que ζ (s = 0, t) = q (t), nous pouvons écrire (1.6) de la façon suivante

0 =

∫ t2

t1

dt
dL

ds

∣
∣
∣
∣
s=0

=

∫ t2

t1

dt

d∑

k=1

[ ∂L

∂ζk

∂ζk
∂s

+
∂L

∂ζ̇k

∂ζ̇k
∂s

]

s=0

=

∫ t2

t1

dt
d∑

k=1

[ ∂L

∂qk
ηk +

∂L

∂q̇k
η̇k

]

, (1.7)

et après intégration par parties du second terme de (1.7), nous obtenons

0 =

∫ t2

t1

dt

d∑

k=1

[ ∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k

]

ηk.

Comme la fonction η (t) est arbitraire, le terme entre crochets est donc nul et
le lemme est démontré. Remarquons finalement que la satisfaction des condi-
tions aux bords η (t1) = η (t2) = 0 est essentielle pour éviter une contribution
des bords. 2

Nous développons maintenant deux exemples permettant de mettre en ap-
plication les points précédents :

Exemple 1 Soit le lagrangien

L (q, q̇, t) =
d∑

i=1

mi

2
q̇2
i − V (q, t) . (1.8)

Les équations d’Euler-Lagrange sont alors

0 =
d

dt

∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk

=
d

dt
(mkq̇k) +

∂V

∂qk

= mkq̈k +
∂V

∂qk
,

ce qui n’est rien d’autre que l’équation de Newton

mkq̈k = −∂V
∂qk

. (1.9)
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Exemple 2 Soit d = 3 et L le lagrangien d’une particule de charge électrique
e

L (q, q̇, t) =
m

2
|q̇|2 − eφ (q, t) +

e

c
q̇A (q, t) (1.10)

d’une particule chargée dans un champs électomagnétique (E,B), avec
c la vitesse de la lumière, e la charge de la particule, φ (q, t) le potentiel
scalaire et A (q, t) le potentiel vecteur qui satisfont les relations

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
B = ∇ ∧ A.

En guise d’exercice, montrez que les équations de Euler-Lagrange
donnent

mq̈ = eE (q, t) +
e

c
q̇ ∧ B (q, t) . (1.11)

Pour la démonstration, il est utile d’employer la formule

a ∧ (b ∧ c) = (a · c) b − (a · b) c.

Nous introduisons maintenant le concept central d’impulsion canonique :

Définition 1.1 Tout système dynamique de deuxième ordre dont les équations
de mouvement correspondent aux équations de Euler-Lagrange par rapport à
une fonction lagrangienne L(q, q̇, t) est appelé système langrangien.

Définition 1.2 L’impulsion canonique d’un système lagrangien est définie
par

p :=
∂L

∂q̇
. (1.12)

Ainsi, dans l’exemple 1 ci-dessus, nous avons

pk = mkq̇k , p = mq̇

et pour l’exemple 2,

p = mq̇ +
e

c
A.
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Définition 1.3 Une variable qi est appelée variable cyclique si le lagran-
gien n’en dépend pas,

∂L

∂qi
= 0.

Théorème 1.1 L’impulsion canonique correspondant à une variable cyclique
est conservée le long d’une trajectoire physique.

Preuve 1.2 du théorème 1.1
Des équations d’Euler-Lagrange (1.3), il suit pour une variable cyclique

dpk
dt

=
d

dt

∂L

∂q̇k
=
∂L

∂qk
= 0. 2

1.2 Transformations de Legendre et fonction

de Hamilton

Définition 1.4 Soit

f : Ix → R

x 7→ f(x)

une fonction convexe, f ′′(x) > 0, ∀x ∈ Ix ⊂ R, ici Ix est un intervalle. La
transformée de Legendre de f est une nouvelle fonction g de la variable p
que nous nous proposons de définir dans ce qui suit.

Nous considérons la fonction de deux variables suivante

F (p, x) := px− f(x).

Pour p fixé, f étant convexe (figure 1.1 de la page suivante), la fonction F
possède un maximum en x que nous appelons x(p). La fonction

g : Ip → R

p 7→ max
x

(px− f(x)) = F (p, x(p)), Ip ⊂ R

est la transformée de Legendre de f .

Comme f est (deux fois) différentiable ceci est aussi vrai pour F et l’ex-
tremum x(p) satisfait 0 = ∂xF (p, x)|x(p) donc p = f ′ (x(p)). Considérons
d’abord quelques exemples.
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Exemple 1

f(x) =
1

2
mx2, F (p, x) = px− 1

2
mx2

∂F

∂x
= p−mx = 0 ⇐⇒ x =

p

m
= x(p)

g(p) = F (p, x(p)) =
p2

2m

Exemple 2

f(x) =
1

α
xα, α > 1

g(p) =
1

β
pβ, avec

1

α
+

1

β
= 1.

Exemple 3 Ce dernier exemple est laissé comme exercice. Soit f (x) un
polygone convexe. Montrer que g (p) est alors également un polygone
convexe et que les coins de f (x) correspondent aux arrêtes de g (p) et
vice versa.
(En principe un polygone convexe n’est pas deux fois differentiable en
ses coins mais la construction de la transformée de Legendre d’après la
figure 1.1 est quand même possible.) Cet exemple est important pour
la thermodynamique.

Théorème 1.2 La transformation de Legendre est involutive : si f est convexe
et L(f) = g est sa transformée de Legendre, alors g est aussi convexe et

L(g) = L(L(f)) = f, (1.13)

ou de manière équivalente

L ◦ L = id.

Preuve 1.3 du théorème 1.2
Vérifions tout d’abord que la transformée de Legendre d’une fonction convexe
est elle-même une fonction convexe, et donc que la transformée de Legendre
est applicable deux fois. Ceci est nécessaire puisque la convexité fait partie
des hypothèses de la défintion de L :

g (p) = (Lf) (p) = F (p, x (p)) = px (p) − f (x (p)) ,

sa dérivée par rapport à la variable p

g′ (p) =

(
∂F

∂p
+
∂F

∂x

dx

dp

) ∣
∣
∣
∣
(p,x(p))

=
∂F

∂p
= x (p) , (1.14)
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Fig. 1.1 – Nous fixons p et déterminons la droite d’équation y = xp. Le point
x = x (p) est le point qui maximise la distance entre la droite et la courbe
f (x). Pour tout p, la fonction F (p, x) = px − f (x) a un maximum par
rapport à x au point x = x (p). Ce point est défini par la condition ∂F

∂x
= 0

ou f ′ (x) = p.

∂F
∂x

= 0 au point x(p), car x (p) est un maximum de F (x, p) pour p fixé. Pour
la dérivée seconde, nous avons alors simplement

g′′ (p) =
dx

dp
. (1.15)

Mais

0 =
∂F

∂x

∣
∣
∣
∣
x=x(p)

= p− f ′ (x (p)) , (1.16)

et donc p = f ′ (x (p)). Si alors nous dérivons les deux côtés de cette égalité
par rapport à la variable p, nous trouvons

1 = f ′′ (x (p))
dx

dp
, (1.17)

et nous avons donc

g′′ (p) =
dx

dp
=

1

f ′′ (x (p))
> 0, (1.18)
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ce qui prouve la convexité de g. Pour déterminer la transformée de Legendre
de g, nous introduisons

G (x, p) = xp− g (p)

(Lg) (x) = max
p
G(x, p) = G (x, p (x)) (1.19)

avec p (x) un maximum de G (p, x) comme fonction de p. Pour p fixé et
x = x (p), nous avons

G (x (p) , p) = x (p) p− (x (p) p− f (x (p))) = f (x (p)) , (1.20)

et avec (1.16)

p = f ′ (x (p)) . (1.21)

Fig. 1.2 – Transformation de Legendre et preuve du corollaire 1.1.

La fonction G (x, p) = xp−g (p) peut être comprise de manière géométrique :
pour un p fixé, par exemple p = p0, g (p0) est la différence entre la droite
d’équation y = xp0 et la fonction f (x). Si nous considérons maintenant la
tangente à f (x) de pente p0, avec la relation (1.20), nous constatons alors
facilement que G (x, p0) = (x− x(p0)) p0+f (x(p0)) n’est autre que l’ordonnée
du point d’abscisse x sur cette même tangente.
Nous fixons maintenant x = x0 et laissons p varier (voir figure 1.2). Selon
l’égalité précédente, p est la pente de f en x = x (p). Alors G (p, x0) est
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donnée par l’intersection de la verticale x = x0 avec la tangente au point
x (p). Ceci étant toujours en-dessous de f(x0), cette valeur est le maximum
(pour p tel que x(p) = x0) sur tous les points, et donc, nous avons bien
G (x, p (x)) = f (x) 2.

Nous donnons encore une seconde preuve plus formelle du théorème 1.2 :

Preuve 1.4 du théorème 1.2
Afin de ne produire aucune confusion avec la variable x de la fonction f (x),
nous considérons la fonction G = G (z, p). Nous voulons alors démontrer que

G (z, p (z)) = f (z)

où p (z) est telle que G (z, p) = zp− g (p) admet un maximum en p pour un
z fixé, g′ (p) = z. Or, selon l’équation (1.14), nous avons g′ (p) = x (p) et
donc, z = x (p). Nous pouvons donc écrire

(Lg) (z) = [zp− g (p)]p=x−1(z)

= zx−1 (z) − g
(
x−1 (z)

)

= zx−1 (z) − x
(
x−1 (z)

)
x−1 (z) − f

(
x
(
x−1 (z)

))

= zx−1 (z) − zx−1 (z) + f (z)

= f (z) . 2

Corollaire 1.1 Nous considérons la famille de droites

y(x) = px− g (p)

avec g (p) une fonction convexe. Alors son enveloppe est la fonction y = f (x)
où f (x) est la transformée de Legendre de g.

Preuve 1.5 du corollaire 1.1
Voir la figure 1.2. 2

Nous examinons maintenant le cas de plusieures variables. Une fonction f (x)
de plusieures variables x = (x1, ..., xn) est appelée convexe si la matrice
(

∂2f
∂xi∂xj

)

est définie positive. La transformée de Legendre d’une telle fonction

est alors définie par

g (p) = F (p,x (p)) = max
x

(p · x − f (x))
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donc

p = ∇xf

∣
∣
∣
∣
x=x(p)

, p = (p1, ..., pn) .

Les démonstrations précédentes sont faciles à généraliser pour le cas à plu-
sieures variables.

Exercice Soit une forme quadratique

f (x) =
1

2

n∑

i,j=1

fijxixj ,

avec (fij) définie positive.

1. Montrer que sa transformée de Legendre g (p) est aussi une forme
quadratique,

g (p) =
1

2

n∑

i,j=1

gijpipj

et que f (x (p)) = g (p) et g (p (x)) = f (x).

2. Etablir la relation mathématique entre les matrices (fij) et (gij).

1.3 Les équations de Hamilton

Nous considérons le systèmes des équations d’Euler-Lagrange

ṗ =
∂L

∂q
, avec p :=

∂L

∂q̇
(1.22)

pour une fonction lagrangienne

L : Rd × Rd × R → R

(q, q̇, t) 7→ L (q, q̇, t) ,

que nous supposons convexe par rapport au second argument q̇. Cette fonc-
tion sera souvent une forme quadratique définie positive.
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Théorème 1.3 Les équations de Euler-Lagrange sont équivalentes au système
de 2d équations du premier ordre données par

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
, (1.23)

avec la fonction de Hamilton définie par

H (q,p, t) := pq̇ − L (q, q̇, t) , (1.24)

et

p =
∂L

∂q̇
. (1.25)

La fonction de Hamilton H (q,p, t) est donc la transformée de Legendre par
rapport à q̇ de L (q, q̇, t). Dans la définition (1.24) il importe de comprendre
la variable q̇ comme q̇ = q̇ (q,p, t) déterminée par la résolution de l’équation

(1.25). Comme L est convexe en q̇, le déterminant det
(

∂2L
∂q̇∂q̇

)

6= 0 et donc

cette inversion est (localement) possible.

Preuve 1.6 du théorème 1.3
Nous commençons par écrire la différentielle de la fonction de Hamilton

dH =
∂H

∂p
dp +

∂H

∂q
dq +

∂H

∂t
dt. (1.26)

Or, si nous considérons la relation (1.24), nous avons également en utilisant
(1.22)

dH = q̇dp − ∂L

∂q
dq − ∂L

∂t
dt

= q̇dp − ṗdq − ∂L

∂t
dt. (1.27)

En comparant les coefficients des membres de droite des deux dernières égalités,
la relation (1.23) est démontrée. De plus, la même comparaison pour la va-
riable temporelle fournit

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (1.28)

Ceci achève de prouver que les équations de Euler-Lagrange impliquent les
équations de Hamilton. L’implication inverse suit la même ligne de démonstration
et l’équivalence des systèmes lagrangien et hamiltonien est donc démontrée. 2
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Les équations (1.23) sont appelées les équations canoniques du système
hamiltonien.

Lemme 1.2 Les valeurs d’une forme quadratique f (x) et de sa transformée
de Legendre g (p) cöıncident aux points correspondants : f (x) = g (p (x)) et
g (p) = f (x (p)).

Exemple Prenons la forme f (x) = 1
2
mx2. Nous avons alors

p = f ′ (x) = mx

et

g (p) =
p2

2m
=

1

2
mx2 = f (x) .

Preuve 1.7 du lemme 1.2.
Comme la transformation de Legendre est involutive, il suffit de montrer une
des deux égalités du lemme. Pour une forme quadratique, nous avons

∂f

∂x
x = 2f (x)

et par conséquent

g (p (x)) =
[

p (x)x − f (x)
]
∣
∣
∣
∣
p(x)= ∂f

∂x

= f (x) . 2

Théorème 1.4 Si le lagrangien est de la forme (dite ’naturelle’)

L = T − U, T =
1

2

∑

ij

aij (q, t) q̇iq̇j , U = U (q, t) , (1.29)

avec T l’énergie cinétique et U le potentiel, alors

H = T + U. (1.30)

Preuve 1.8 du théorème 1.4
Selon le même raisonnement que celui employé pour la preuve du lemme
précédent et en employant (1.22), nous pouvons écrire

H = pq̇ − L =
∂L

∂q̇
q̇ − L = 2T − L = L = T + U. 2

Plusieurs corollaires importants peuvent être déduits du théorème 1.3 qui
établit l’équivalence des sytèmes lagrangien et hamiltonien. Un exemple en
est la loi de la conservation de l’énergie qui prend la forme suivante :
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Corollaire 1.2 Pour un système hamiltonien, nous avons

dH

dt
=
∂H

∂t
, (1.31)

pour toute solution (q (t) ,p (t)) des équations de mouvement. En particulier,
si H ou L de dépendent pas explicitement du temps, H est conservé. Un tel
système est appelé autonome.

Preuve 1.9 du corollaire 1.2
En considérant la variation de H sur la trajectoire H (q (t) ,p (t) , t) et en
employant les équations de Hamilton, nous avons

d

dt
H (q,p, t) =

∂H

∂q
q̇ +

∂H

∂p
ṗ +

∂H

∂t

=
∂H

∂q

∂H

∂p
− ∂H

∂p

∂H

∂q
+
∂H

∂t

=
∂H

∂t
. 2

En connaissant les symétries d’un problème donné, nous pouvons en simplifier
la résolution en choisissant un système de coordonnées {q} de manière telle
que la fonction de Hamilton est indépendante de certaines variables.

Corollaire 1.3 Pour une variable cyclique qi,

∂H

∂qi
= 0.

Le qualificatif de cyclique provient de la variable angulaire φ dans le cas d’un
problème à symétrie sphérique.

Preuve 1.10 du corollaire 1.3 D’après la définition 1.3, une variable cy-
clique qi satisfait ∂qiL = 0. Donc

∂H

∂qi
= p

∂q̇

∂qi
− ∂L

∂q̇

∂q̇

∂qi
− ∂L

∂qi
=
∂L

∂qi
= 0 . (1.32)

La seconde égalité est dérivée au moyen de la relation p = ∂L
∂q̇

.

Nous définissons encore

Définition 1.5 Une fonction f (q1, ..., qd, p1, ..., pd, t) sur l’espace des phases
est appelée ”intégrale première” si elle est constante le long d’une trajectoire
qui résoud les équations de mouvement,

d

dt
f (q(t),p(t), t) = 0.
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Corollaire 1.4 Soit q1 une variable cyclique. Alors p1 est une intégrale première
et le système se réduit à un système à (d− 1) coordonnées indépendantes
{q2, ..., qd} avec fonction de Hamilton H = H (q2, ..., qd, p2, ..., pd, t, c), qui
dépend du paramètre c = p1.

Preuve 1.11 du corollaire 1.4
Nous posons d’abord p′ = (p2, ..., pd) et q′ = (q2, ..., qd). Les équations de
Hamilton prennent alors la forme suivante

dq′

dt
=
∂H

∂p′
,

dp′

dt
= −∂H

∂q′
(1.33)

et

dq1
dt

=
∂H

∂p1

=
∂H

∂c
,

dp1

dt
= −∂H

∂q1
= 0. (1.34)

Selon la dernière égalité, nous avons p1 = c = constante. Lorsque le système
(1.33) est résolu pour p1 = c nous avons

dq1
dt

= f (t) ≡ ∂

∂c
H (q′(t),p′(t), t, c) ,

que nous pouvons intégrer

q1 (t) = q1 (t0) +

∫ t

t0

f(t′)dt′. (1.35)

Par conséquent, q1 n’est pas une variable indépendante, et seules (d− 1)
variables le sont. 2

Corollaire 1.5 Tout système autonome avec deux degrés de liberté (d = 2)
et une variable cyclique est intégrable, i.e. il peut être résolu par inversion et
intégration des fonctions.

Preuve 1.12 du corollaire 1.5
En se référant au corollaire 1.4, ce système peut être réduit à un système ne
possédant plus qu’un seul degré de liberté

H = H (q′, p′, c) .

Mais à tout système hamiltonien autonome
(
∂H
∂t

= 0
)

est associée l’intégrale
première

H (q (t) , p (t) , c) = E.
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Dans le cas d’un système autonome avec un degré de liberté, cette équation
peut être résolue pour p,

p = f (q, c, E) .

Alors l’équation canonique q̇ = ∂H
∂p

peut être écrite comme

d

dt
q =

∂

∂p
H (q, f (q, c, E) , c) := g (q, c, E) .

Ceci peut être intégré

t− t0 =

∫ q

q0

dq′

g (q′, c, E, )
. (1.36)

En inversant cette dernière relation, nous trouvons finalement q (t) et donc
p(t) = f (q(t), c, E). 2

1.4 Le théorème de Liouville

Le flot d’un système hamiltonien préserve le volume dans l’espace des phases.
Il en suit par exemple que des systèmes hamiltoniens ne peuvent pas avoir des
points d’équilibres asymptotiquement stables. Un point d’équilibre asympto-
tiquement stable est défini ainsi :

Définition 1.6 Un point d’équilibre x0 d’un système dynamique

ẋ = f (x, t)

est appelé asymptotiquement stable si f (x0, t) = 0 (condition d’équilibre) et
s’il existe un R > 0 tel que pour tout y avec |y−x0| < R et la solution x (t)
avec x (0) = y, tend vers x0,

lim
t→∞

x (t) = x0. (1.37)

Par simplicité, nous considérons un système autonome H = H (q,p). Nous
nous attachons maintenant à expliquer la notion de ”flot sur l’espace des
phases”.

Définition 1.7 L’espace de dimension 2d avec le système de coordonnées
(q1, ..., qd, p1, ..., pd) est appelé l’espace de phase. Un système hamiltonien est
un système dynamique sur cet espace donné par

(
q̇

ṗ

)

= XH (q,p) =

(
∂H
∂p

−∂H
∂q

)

. (1.38)
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Définition 1.8 Le flot est le groupe des transformations à un paramètre sur
l’espace de phase définies par

gt := (q,p) 7→ (q (t) ,p (t)) , (1.39)

où (q (t) ,p (t)) est la solution des équations canoniques aux conditions ini-
tiales q (0) = q et p (0) = p. Nous supposons que toutes les solutions peuvent
être étendues sur l’entiéreté de l’axe temporel t ∈ R. Le groupe

{gt, t ∈ R} (1.40)

est un groupe de transformations sur l’espace des phases dans le sens que
(
gt ◦ gs

)
(q,p) = gt (q (s) ,p (s)) = (q (t+ s) ,p (t+ s)) = gt+s (q,p) ,

puisque le système est autonome.

Nous sommes maintenant en possession de tous les éléments pour pouvoir
énoncer le théorème de Liouville :

Théorème 1.5 (de Liouville) :
Le flot d’un système hamiltonien préserve le volume dans l’espace des phases.
Pour tout ensemble ouvert D, nous nous proposons de démontrer que

vol
(
gtD

)
= vol (D) . (1.41)

Nous énonçons et démontrons ci-dessous un théorème un peu plus général,
dont la preuve implique celle du théorème de Liouville :

Théorème 1.6 Soit

ẋ = f (x)

un système dynamique (dont les solutions sont définies pour tout t ∈ R) et
soit gt son flot. Si

∇ · f = 0, (1.42)

alors gt conserve le volume.

Le théorème de Liouville, 1.5, suit directement de ce théorème puisque selon
(1.38), nous avons pour f = XH

∇ · XH =
∂

∂q

∂H

∂p
− ∂

∂p

∂H

∂q
= 0. (1.43)

Nous appelons D (0) une région dans l’espace de x et v (0) son volume, alors

v (t) = vol (D(t)) D(t) := gtD(0) .

Pour vérifier le théorème, nous démontrons le lemme suivant :
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Lemme 1.3

dv

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

=

∫

D(0)

ddx∇f (1.44)

Preuve 1.13 du lemme 1.3 et du théorème 1.5
Pour tout t, la formule de changement de variables dans une intégrale mul-
tiple est

v (t) =

∫

D(t)

ddy =

∫

D(0)

ddx det

(
∂gt

∂x

)

.

Les transformations induites par le groupe gt peuvent être écrites comme

gt (x) = x + f (x) t+ O
(
t2
)
,

pour t→ 0. Alors,

∂gt (x)

∂x
= 11 +

∂f (x)

∂x
t+ O

(
t2
)
,

pour t→ 0. Nous montrons maintenant que toute matrice A vérifie la relation
suivante

det (11 + At) = 1 + tr (A) t+ O
(
t2
)
. (1.45)

Cette relation permet aussi de démontrer la formule utile

det (exp(At)) = exp (tr(A)t) .

En composantes et en utilisant la formule de Leibniz pour le déterminant
d’une matrice carrée

det ([δij + Aijt]) =
∑

σ∈Sn

(−1)ν(σ)

n∏

i=1

(
δiσ(i) + tAiσ(i)

)
. (1.46)

Ici Sn est le groupe des permutations de n éléments et ν(σ) = nombre de
transpositions qui génèrent la permutation σ. Dans le produit du côté droit
de l’égalité précédente, le terme pour lequel σ (i) = i contient le terme
(1 + tr (A) t+ O (t2)), alors que tout autre permutation possède au moins
deux valeurs i 6= σ (i), et ne contient dès lors que des terms d’ordres O (t2)
et supérieurs. Ceci démontre (1.45) et nous pouvons donc écrire

det

(
∂gt(x)

∂x

)

= 1 + tr

(
∂f (x)

∂x

)

t+ O
(
t2
)

= 1 + t∇ · f + O
(
t2
)
.
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Donc

d

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

v (t) =
d

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

(∫

D(0)

ddx(1 + t∇ · f )

)

=

∫

D(0)

ddx∇ · f , (1.47)

ce qui prouve le lemme 1.3 et donc le théorème (1.6). 2

Dans le cas général du théorème, nous pouvons écrire

d

dt
v (t) =

d

ds
v (t+ s)

∣
∣
∣
∣
s=0

=
d

ds

∣
∣
∣
∣
s=0

vol (gsD(t)) = 0 , (1.48)

où le lemme a été appliqué sur D(t). Donc d
dt
v(t) = 0 ∀t.

Nous énonçons et démontrons maintenant une conséquence du théorème de
Liouville applicable aux systèmes dynamiques (1.38), il s’agit du ”théorème
de récurrence de Poincaré” :

Théorème 1.7 (de récurrence de Poincaré) :
Soit g une bijection continue préservant le volume d’une région bornée D de
l’espace euclidien

(
R2d
)

vers elle-même,

gD = D.

Dans ce cas, dans tout ensemble ouvert U , il existe un point x ∈ U qui
retourne dans U après un nombre fini d’applications de g, c’est-à-dire qu’il
existe un n ∈ N tel que gnx ∈ U .

Preuve 1.14 Nous considérons les images de U par la bijection g

gU, g2U, g3U, · · · , gnU, · · · (1.49)

A toutes ces images correspond un volume identique (la bijection g conserve le
volume), tous contenus dans D. Comme le volume de D est fini, ces volumes
doivent se recouvrir. Il existe alors des entiers k, l ∈ N tels que

gkU ∩ glU 6= ∅.

Nous supposons k > l. Alors,

gk−lU ∩ U 6= ∅.

Il existe donc un x ∈ U avec y = gnx ∈ U , n = k − l. 2
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Il est évident qu’ils existent alors un nombre infini de points dans U qui
retourne dans U , parce qui si x retourne dans U alors aussi U/{x} est un
ouvert et contient donc un point x2 qui retounre dans U/{x} et ainsi de suite.
Comme g est continue, il existe même tout un ouvert V ⊂ U qui retourne
dans U , c’est-à-dire gnV ⊂ U .
Ce théorème conduit au paradoxe suivant : supposons un récipient constitué
de deux parties séparées. La partie 1 est remplie d’un gaz de molécules de
l’espèce 1, alors que la partie 2 est pleine de molécules de l’espèce 2. Nous
enlevons maintenant la paroi séparant les deux gazs de façon à ce que ceux-
ci puissent se mélanger. Selon le théorème de Poincaré que nous venons
d’énoncer et de prouver, après un certain temps, toutes les molécules du
gaz 1 doivent être retournées dans la partie 1 du récipient, et de même pour
les particules de l’espèce 2 et la partie 2. La résolution du paradoxe est que
le temps nécessaire à ce que toutes les particules retournent proche de leur
position initiale est long, beaucoup plus long que l’âge de l’univers qui est
d’environ 13,7 milliards d’années.

Nous passons maintenant à quelques applications du théorème de Poincaré.
Dans les exemples qui suivent, la notion d’ensemble ”dense” est relevant :
Un ensemble A ⊂ B ⊂ Rn est dense dans B si tout ouvert U ⊂ B a une
intersection non-vide avec A, A ∩ U 6= ∅. En d’autres mots, il y a un point
de A dans tout voisinage de tout point de B. (Par ex. Q est dense dans R.)

Exemple 1 Soit D un cercle et g une rotation d’angle α. Si

α = 2π
m

n
, m, n ∈ N,

alors gn est l’identité et le théorème de Poincaré est évidemment satis-
fait. Par contre, si α/(2π) 6∈ Q, alors le théorème de Poincaré implique
que les orbites sont denses. Pour démontrer ceci nous prenons un point
x ∈ D et considérons son orbite définie par

Ox = {gnx|n ∈ N}.

Pour démontrer que Ox est dense sur D, il faut monter que Ox∩U 6= ∅,
pour tout ouvert U ⊂ D. Soit U ⊂ D l’ouvert qui forme un arc de lon-
gueur δ > 0. Le théorème de Poincaré veut alors qu’il existe un point
y ⊂ U et un entier k ∈ N tel que |gky − y| < δ. Mais gk est une
rotation fixe, et par conséquent |gkx − x| < δ, ∀x ∈ S1 = D. Soit
alors |gky − y| = δ1 < δ. Alors, gk est une rotation d’angle δ1 < δ (et
pour tout δ > 0, il existe un k tel que gk est une rotation d’un angle
inférieur à δ). Comme |U | ≥ δ, en applicant la rotation gk maintes fois,
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tout point tombera alors dans U à un moment donné. C’est-à-dire, il
existe un n tel que

(
gk
)n
x = gknx ∈ U ∀x ∈ D. Donc tout orbite est

dense.

Exemple 2

Nous considérons le système dynamique suivant sur le tore.

φ̇1 = α1, φ̇2 = α2, α1, α2 = constantes.

(
φ̇1

φ̇2

)

=

(
α1

α2

)

= f et ∇f = 0 . (1.50)

Le flot de f est

gt : (φ1, φ2) 7→ (φ1 + α1t, φ2 + α2t) .

Par le théorème de Poincaré, nous trouvons facilement le résultat suivant :
si α1

α2
∈ Q, toute orbite est fermée, sinon toute orbite est dense sur le tore.

Preuve 1.15 de l’exemple 2.
Si α1

α2
= p

q
∈ Q, p, q ∈ N on peut choisir T = q 2π

α2
. Alors α1T = p2π et

α2T = q2π, donc gT = 11. Donc toute orbite est fermée.
Si α1

α2
6∈ Q, soit δ > 0. Il suffit de montrer que pour tout point

(
φ̄1, φ̄2

)
∈

S1×S1 et toute condition initiale (φ1 (0) , φ2 (0)), il existe un temps tδ tel que
|φ1 (tδ) − φ̄1| < δ et |φ2 (tδ) − φ̄2| < δ.
Il existe même un temps avec |φ1 (tδ) − φ̄1| = 0. Pour ceci, nous choisissons

t1 = φ̄1−φ1(0)
α1

. Donc, φ (t1) = φ̄1 et φ1

(

t1 + 2π
α1
n
)

= φ̄1, ∀n ∈ N.

Soit α1 > α2. Nous définissons

g2 : φ2 7→ φ2 + 2π
α2

α1
.

D’après l’exemple 1, les orbites {gn2φ2|n ∈ N} sont denses sur S1

(
α2

α1
6∈ Q

)

.

Donc il existe un entier k ∈ N tel que |gk2φ2 (t1)− φ̄2| < δ. Choisissons alors
tδ = t1 + 2π

α1
k. Alors, φ1 (tδ) = φ̄1 et φ2 (tδ) = φ2 (t1) + α2

α1
2πk = gk2φ2 (t1), et

donc, |φ2 (tδ) − φ̄2| < δ . 2
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Mécanique Lagrangienne sur
des variétés différentiables

2.1 Contraintes holonomes

Dans cette section, nous allons définir la notion de système de points de
masse soumis à des contraintes holonomes.

Exemple Soit γ une courbe lisse dans le plan. Si dans le voisinage de γ,
une force de grande intensité est dirigée vers la courbe, un point de
masse en sera toujours très proche. Dans la limite pour laquelle cette
force tend vers l’infini, le point est forcé de bouger le long de γ. Nous
appelons un tel système un système avec contrainte.

Fig. 2.1 – Perle contrainte

26
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Pour formuler ceci de manière plus précise, nous introduisons des coordonnées
généralisés q1 (x1, x2) , q2 (x1, x2), telles que le vecteur ∇q1 sur γ est en tout
point parallel à la courbe γ, alors que ∇q2 lui est perpendiculaire.

Nous considérons maintenant l’énergie potentielle

UN = Nq2
2 + U0 (q1, q2) ,

qui dépend du paramètre N (que nous laisserons tendre vers l’infini). Nous
considérons les conditions initiales suivantes sur γ :

q1 (0) = q10, q̇1 (0) = q̇10, q2 (0) = q̇2 (0) = 0.

Soit q1 (t) = φ (t, N). Il est alors possible de démontrer dans un sens précis
que la limite

lim
N→∞

φ (t, N) =: ψ (t)

existe et qu’elle est une solution des équations d’Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L⋆
∂q̇1

)

− ∂L⋆
∂q1

,

ou encore

L⋆ = T

∣
∣
∣
∣
q2=q̇2=0

− U0

∣
∣
∣
∣
q2=0

.

Nous ne démontrons pas ce théorème dans le cadre de ces notes, bien que ce
soit le moyen de justifier la définition suivante :

Définition 2.1 Soit M une surface de dimension m dans l’espace de confi-
guration (l’ensemble des positions que le système peut atteindre) de dimension
3n composé de n points avec positions (r1, ..., rn) et de masses m1, .., mn.
Soient q = (q1, ..., qm) des coordonnées sur M :

ri = ri (q) .

Le système lagrangien
d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
avec

L =
1

2

∑

i

miṙ
2
i (q) + U (r (q))
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est appelé un système de n points avec (3n−m) contraintes holonomes idéales.
”Holonome” signifie que le système est contraint à des mouvements dans une
sous-variété de l’espace des configurations. Si la surface M est donnée par

k = 3n−m

contraintes indépendantes
(
rang

(
∂f
∂r

)
= k
)
,

f1 (r) = 0, ..., fk (r) = 0,

nous disons alors que le système est contraint par les relations

f1 = ... = fk = 0.

2.2 Variétés différentiables

Définition 2.2 Un espace topologique M est une variété différentiable de
dimension m s’il existe une collection (finie ou dénombrable) de cartes telles
que tout point dans M est représenté dans une carte au moins.
Une carte est un ouvert U ⊂ Rm muni d’une application bijective continue
dans un sous-ensemble de M,

φ : U → φ (U)

q 7→ φ (q) .

Si des points q et q′ dans deux cartes U et U ′ ont la même image, alors, par
continuité, il existe des voisinages V de q et V ′ de q′ tels que

φ′−1 ◦ φ : V → V ′
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existe. Les cartes U et U ′ sont appelées ”compatibles” si

φ′−1 ◦ φ : q 7→ q′ (q)

est différentiable (φ′−1 ◦ φ ∈ C∞). Un atlas est une réunion de cartes com-
patibles. Deux atlas sont ”équivalents” si leur union constitue également un
atlas. Une variété différentiable se note (M,A), où A est une classe d’atlas
équivalents. Le nombre m est le même pour toutes les cartes, et est appelé la
dimension de la variété.
L’ensemble φ (V ) est un voisinage d’un point φ (q), avec V un voisinage de
q. Nous supposons que des points différents ont des voisinages disjoints.

Un espace de configuration en mécanique est en générale une variété différentiable.
La dimension de cette variété est appelée le nombre de degrès de liberté
du système considéré.

Exemple 1 Tout ensemble ouvert U ⊂ Rm est une variété différentiable de
dimensions m avec un atlas qui consiste en une seule carte :

U → U : q 7→ q.

Exemple 2 La sphère S2 = {(x, y, z) |x2 + y2 + z2 = 1} est une variété
différentiable de dimension 2. Nous pouvons choisir comme atlas (Ui, φi),
Ui = R2 et φ1/2 la projection stéréographique par le pôle nord/sud. Pour
les détails, voir les exercices.

Fig. 2.2 – Exemple 2, un atlas de la sphère.

Exemple 3 Le pendule planaire. L’espace des configurations est un cercle
S1, qui est une variété différentielle de dimension d = 1. Comme atlas,
nous pouvons choisir U1 = (−π, π) et U2 = (0, 2π), avec φ1 (q) =
φ2 (q) = exp (iq).

Exemple 4 L’espace des configurations du pendule mathématique sphérique
est la sphère.
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Fig. 2.3 – Exemple 5, le double pendule planaire.

Exemple 5 L’espace des configurations du double pendule planaire est le
tore T = S1 × S1.

Exemple 6 L’espace de configuration du double pendule sphérique est S2×
S2.

Exemple 7 L’espace de configuration d’un bâton rigide dans le plan (q1, q2)
est R2 × S1 ∋ (q1, q2, q3). Il peut être couvert avec deux cartes.

Fig. 2.4 – Exemple 7, bâton rigide dans le plan.

Exemple 8 Un triangle rectangle rigide OAB est fixé à l’origine O (voir
fig. 2.5). L’orientation du triangle est déterminée par trois nombres : 2

nombres fixent l’orientation de l’axe ~OA, e1 =
~OA

| ~OA|
∈ S2, alors qu’une

rotation autour de ~OA d’angle φ ∈ S1 détermine la position du point B
ou de manière équivalente, de l’axe ~OB. La position du triangle définit

uniquement un système orthogonal, {e1, e2 =
~OB

| ~OB|
, e3 = e1 ∧ e2}.

L’espace des configurations est donc celui des rotations, pour lequel
une configuration est donnée par la rotation qui transforme le système
(e1, e2, e3) dans la base canonique (ex, ey, ez). De telles rotations sont
décrites par des matrices orthogonales 3×3 avec déterminant égal à 1 :
R ∈ SO (3) ⇔∑3

i=1RjiRli = δjl, c’est-à-dire RT = R−1, et detR = 1.

Exemple 9 Un système de k ≥ 3 bâtons de longueur ℓ attachés les uns aux
autres, de façon à former une chaine close possède 3+2 (k − 2)+1 = 2k
degrés de liberté : 3 pour la position du premier point du premier bâton
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Fig. 2.5 – Exemple 9, triangle rigide.

dans notre espace spatial à trois dimensions, 2 pour son orientation, la-
quelle fixe la position du second bâton, 2 pour l’orientation du second
bâton, laquelle fixe la position du troisième bâton, et ainsi de suite
jusqu’au (k− 2)-ième bâton. L’orientation de l’avant-dernier bâton est
restrictée sur un cercle de rayon ℓ autour du premier point et l’orien-
tation du dernier bâton est fixée par la contrainte de jonction entre la
position k et la position 1. Même si les angles du (k − 2)-ième bâton ne
sont par exemple pas entièrement libres, mais ne couvrent qu’une partie
de S2, partie déterminée par le fait qu’une des extrêmités du k−1-ième
bâton doit être située à une position telle que le dernier bâton puisse
joindre 1, ceci ne change pas le nombre de degrés de liberté. Par contre,
une description précise de l’espace des configurations pour cet exemple
est compliquée.

Exemple 10 Une variété immergée. Nous appelons une variété M de di-
mension k une sous-variété de Rn, avec n ≥ k, si M ⊂ Rn et, dans
un voisinage U ⊂ Rn de tout point x ∈ M existent des fonctions
f1, ..., fn−k,

fi : U → R,

telles que l’intersection U ∩M est déterminée par les conditions

f1 = ... = fn−k = 0,

et les vecteurs {∇fi(x)}n−ki=1 sont linéairement indépendants ∀x ∈ M.
Nous pouvons démontrer que toute variété est immergée dans un Rn.
Par exemple, il est facile d’immerger SO (3) dans R9. Un exercice
consiste à déterminer les 6 fonctions f1, ..., f6 qui définissent SO (3)
dans R9.

A l’aide de ce dernier exemple, nous définissons maintenant le concept im-
portant d’espace tangent :
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Définition 2.3 Soit M une variété de dimension k immergée dans Rn. Pour
tout point x ∈ M, nous pouvons définir un espace tangent TxM. Cet espace
est le complément orthogonal à {∇f1(x), ...,∇fn−k(x)} dans Rn. C’est-à-dire

TxM = {v ∈ Rn | v · ∇fj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ n− k} .

Evidemment, cet espace vectoriel est de dimension k. Les vecteurs de TxM
s’appellent les vecteurs tangents à M au point x. Ces vecteurs sont également
l’ensemble de toutes les vitesses au point x des courbes lisses sur M qui
passent par x :

γ : I → M (2.1)

t 7→ γ (t) , I ⊂ R, 0 ∈ I, γ (0) = x,

nous avons alors la vitesse au point x dans l’espace tangent. Celle-ci est
définie ainsi :

γ̇(0) := lim
t→0

γ(t) − γ(0)

t
∈ TxM. (2.2)

Les courbes vitesse nous donnent la possibilité de définir l’espace tangent de
manière intrinsèque sous forme de classes d’équivalence : deux courbes γ (t)
et σ (t) dans M avec γ(0) = σ(0) = x sont appelées équivalentes en x si

lim
t→0

γ (t) − σ (t)

t
= 0, γ ∼ σ, γ,σ ∈ [γ] .

La limite signifie que les deux courbes ont la même vitesse à x, le symbole ”∼”
signifie qu’elles sont équivalentes et [γ] est la classe d’équivalence. Un vecteur
tangent en x, v ∈ TxM, est une classe de courbes qui sont équivalentes en
x.

Soit U une carte de M avec les coordonnées q1, ..., qk. Alors les composantes
du vecteur tangent à la courbe γ(t) au point x = γ (0) sont les nombres

ξi =
dγi
dt

∣
∣
∣
∣
t=0

. (2.3)
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Définition 2.4 Le fibré tangent. L’union de tous les espaces tangents
TxM est appelé le ”fibré tangent ”

TM =
⋃

x∈M

TxM.

La dimension 2k du fibré tangent est égale à deux fois la dimension k de M.
Pour une carte

φ : U → M
q 7→ φ (q) ,

nous pouvons définir la carte

Φ : U × Rk → TM
(q, ξ) 7→ (φ (q) , [γ])

où [γ] est la classe d’équivalence des courbes qui passent par φ (q) = γ (0)
de la vitesse

ξ =
dγ

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

.

L’application

Π : TM → M
(x, [γ]x) 7→ x (2.4)

est appelée la projection de TM sur M et

TxM = Π−1 (x) . (2.5)

Définition 2.5 Variété riemannienne.
Si une variété est immergée dans un espace euclidien Rn, la métrique induite
par Rn nous permet de mesurer les longueurs des courbes, les angles entre
les vecteurs, les volumes, etc ... . Toutes ces quantités sont déterminées par
une forme quadratique sur l’espace tangent TxM :

g : TxM× TxM → R

(ξ,η) 7→ g (x) (ξ,η) =

k∑

i,j=1

gij (x) ξiηj = ξ · η . (2.6)
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La matrice symétrique définie positive gij (x) dépend du système de coor-
données choisi. Par exemple, la longueur l d’une courbe γ (t) , t ∈ [t1, t2] est
donnée par

l (γ) :=

∫ x2

x1

√
dx · dx =

∫ t2

t1

√

γ̇(t) · γ̇(t) dt, (2.7)

si x1 = γ (t1) et x2 = γ (t2).

Soit f : M → N une application d’une variété M dans une autre variété N .
L’application f est appelée différentiable si son expression en coordonnées
locales est donnée par des fonctions différentiables.

Définition 2.6 La dérivée d’une application différentiable f : M → N à un
point x est l’application linéaire

Txf : TxM → Tf(x)N (2.8)

définie comme suit. Soit γ (t) une courbe dans M avec γ (0) = x et γ̇ (0) = v.
Alors, (Txf)v est la vitesse au point f(x) = f (γ(0)) de la courbe f (γ (t)).
Alors,

(Txf)v =
d

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

f (γ (t)) . (2.9)

Soient (x1, ..., xm) des coordonnées dans un voisinage de x ∈ M et (y1, ..., yn)
des coordonnées dans un voisinage de f (x) dans N . Soient (ξ1, ..., ξn) les
coordonnées de v = γ̇(0). Donc ξi = dxi

dt
|t=0, où x (t) est γ (t) exprimée dans

les coordonnées (x1, ..., xm). Soit y (x) l’expression de f dans les coordonnées
(x1, ..., xm) et (y1, ..., yn), et (η1, ..., ηn) les coordonnées de (Txfv). Alors,

ηj =
d

dt
yj (x (t))

∣
∣
∣
∣
t=0

=
∑

i

∂yj
∂xi

dxi
dt

∣
∣
∣
∣
t=0

=
∑

i

∂yj
∂xi

ξi. (2.10)

Alors, exprimée en coordonnées locales, Txf est donnée par la matrice
(
∂yj
∂xi

)

∈ Rn×m .
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Soient les fonctions

f : M → N
g : N → K,

alors il est possible en exercice de démontrer que pour h = g ◦ f

(Txh) =
(
Tf(x)g

)
· (Txf) , avec h = g ◦ f, (2.11)

ce qui, dans un système de coordonnées locales est une conséquence de la
règle de la châıne pour des applications d’un ouvert de Rm dans un ouvert
de Rn.

2.3 Systèmes dynamiques lagrangiens

Soit M une variété différentielle, TM son fibré tangent et L : TM → R une
application différentiable. Un chemin γ : R 7→ M est appelé un mouvement
lagrangien du système lagrangien sur l’espace des configurations M avec la
fonction de Lagrange L si γ est un extremum de l’action

S [γ, t0, t1] :=

∫ t1

t0

L (γ̇(t),γ(t)) dt, (2.12)

où γ̇ est la vitesse γ̇ ∈ Tγ(t)M.

Exemple Soit M un ouvert de Rm avec des coordonnées q = (q1, ..., qm).
La fonction

L : TM → R

(q, q̇) 7→ L (q, q̇) . (2.13)

Alors, (q(t), q̇(t)) est un mouvement lagrangien s’il satisfait les équations
d’Euler-Lagrange. Ceci est aussi vrai pour des variétés différentielles
dans un système de coordonnées locales :

Théorème 2.1 L’évolution dans coordonnées locales q = (q1, ..., qm) d’un
mouvement lagrangien γ (t) satisfait aux équations d’Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0, (2.14)

où L(q, q̇) est l’expression de L en coordonnées locales.
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Nous décrivons et définissons maintenant la notion de ”système naturel”.
Soit T := 1

2
v · v, v ∈ TxM, une forme quadratique sur M appelée l’énergie

cinétique, et U : M → R une fonction différentiable appelée l’énergie poten-
tielle.

Définition 2.7 Un système lagrangien sur une variété riemannienne est ap-
pelé ”naturel” si L est de la forme

L = T − U. (2.15)

Exemple Nous considérons deux points massifs avec masses m1 et m2 reliés
par une droite de longueur l dans le plan (x, y) (fig. 2.6). L’espace des
configurations est de dimension 3

M = R2 × S1 ⊂ R2 × R2.

Fig. 2.6 – Segment dans le plan

Nous voulons exprimer l’énergie cinétique

T =
m1

2

(
ẋ2

1 + ẏ2
1

)
+
m2

2

(
ẋ2

2 + ẏ2
2

)
(2.16)

dans les coordonnées (x, y, φ) de M où (x, y) fixe la position de m1 et
φ est l’angle entre la droite l et l’axe x. Alors,

x1 = x, y1 = y, x2 = x+ l cos (φ) , y2 = y + l sin (φ)

ẋ1 = ẋ, ẏ1 = ẏ, ẋ2 = ẋ− φ̇l sin(φ), ẏ2 = ẏ + φ̇l cos(φ)

T =
m1 +m2

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+
m2

2

(

φ̇2l2 + 2lφ̇ (ẏ cos (φ) − ẋ sin (φ))
)

.
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Evidemment, comme T (x1, x2, y1, y2) est positive, ceci est également
vrai pour T (x, y, φ) = T (x, x2(x, φ), y, y2(y, φ)). De plus, T (x, y, φ)
est une forme quadratique. Donc, le système naturel (x1,x2) contraint
par la connection l est aussi un système naturel. La validité de cet
argument est générale : un système naturel soumis à des contraintes
holonomes est aussi un système naturel.

Nous indiquons maintenant la procédure à suivre pour résoudre
des problèmes avec contraintes :

1. Déterminer l’espace des configurations et introduire des coordonnées
locales q = (q1, ..., qm).

2. Exprimer l’énergie cinétique T = 1
2

∑

imiṙ
2
i comme forme quadra-

tique dans les vitesses généralisées q̇i,

T =
1

2

∑

ij

aij (q) q̇iq̇j. (2.17)

3. Construire L = T − U (q) et résoudre les équations de Euler-
Lagrange.

Fig. 2.7 – Surface de révolution

Exemple Nous considérons un point massif de masse égale à l’unité.
Cette masse est libre et confinée sur une surface de révolution
(fig. 2.7). La surface est décrite par une fonction ρ = ρ (z) en
coordonnées cylindriques (ρ, φ, z). Nous avons alors

T =
1

2

[
ẋ2 + ẏ2 + ż2

]
=

1

2

[(
1 + ρ′2

)
ż2 + ρ2φ̇2

]

= L,

U = 0. (2.18)
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Dans cette dernière expression, le prime signifie une dérivée par
rapport à la variable z. Dans ce probème φ est une variable cy-
clique. Par conséquent,

pφ =
∂L

∂φ̇
= ρ2φ̇

est une quantité conservée. Cette quantité n’est autre que la com-
posante z du moment cinétique. Comme nous allons le voir dans
la section suivante, cette conservation est liée à la symétrie sous
rotations autour de l’axe z. Comme ceci est un système avec
2 degrés de liberté, l’intégrale première pφ suffit pour intégrer
complètement le système. Si v est la vitesse du point q(t), ρφ̇ =
vφ = v · eφ = v sin(α), v = |v| et α est l’angle entre la courbe
et le méridien qui passe par le point q (t). Comme la grandeur
H = L = 1

2
v2 est conservée, la conservation de pφ implique

ρv sin(α) = constante, et donc

ρ sin (α) = constante,

cette dernière égalité porte le nom de ”théorème de Clairaut”.
Comme | sin (α) | < 1, ceci implique que

ρ ≥ ρ0| sin (α0) |

et plus ρ décrôıt, plus α crôıt jusqu’à ρmin = ρ0 sin (α0). Pour ce
minimum, l’orbite est réfléchie et revient dans les régions de larges
valeurs de ρ (voir figure 2.8).

Fig. 2.8 – Géodésique sur la surface de révolution.

Pour intégrer le système nous utilisons que

v2 = (1 + ρ′2)ż2 +
p2
φ

ρ2
= const. (2.19)
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et donc

ż =

√

v2ρ2 − p2
φ

ρ2(1 + ρ′2)
= f(z) , t(z) =

∫ z

z0

dz′

f(z′)
. (2.20)

Ici z0 est la valeur de z à t = 0. De même

φ(z) − φ(z0) = pφ

∫ z

z0

dz′

ρ2(z′)f(z′)
. (2.21)

Pour résoudre le problème il faut alors effectuer les intégrales
(2.20) et (2.21) et puis inverser la fonction t(z) pour obtenir z(t).
(Exercice : Trouver un profil ρ(z) qui permet à résoudre le problème
analytiquement, ou choisir un profil et résoudre le problème numériquement,
e.g. avec Mathematica.)

2.4 Systèmes non autonomes

Si la fonction de Lagrange dépend explicitement du temps,

L : TM× R → R

(q, q̇, t) 7→ L (q, q̇, t) ,

le système est appelé non autonome. Ceci arrive souvent pour des systèmes
avec contraintes holonomes si les contraintes dépendent du temps. Le procédé
pour résoudre un tel système reste toutefois le même que ce qui a été expliqué
auparavant.

Exemple Nous considérons le mouvement d’une perle le long d’un fil en
forme de cercle en rotation avec vitesse angulaire constant ω autour de
l’axe z. La perle est soumise au potentiel gravifique U = mgz.

x

y

z

q

Fig. 2.9 – Perle sur un cercle en rotation.
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L’espace de configurations au moment t est alors donné par l’immersion

i : M× R → R3

(q, t) 7→ (r sin(q) cos(ωt), r sin(q) sin(ωt), r cos(q)) (2.22)

Quant à l’énergie cinétique, son expression est

T =
m

2
ẋ2 =

m

2

(
ω2r2 sin2 (q) + r2q̇2

)
,

et l’énergie potentielle

U = mgr cos (q) .

Ainsi, L = T0 − U0, avec

T0 =
1

2
Mq̇2, M = mr2

U0 = A cos (q) −B sin2 (q) , A = mgr, B =
m

2
ω2r2.

La forme du potentiel dépend du rapport entre A et B. Si 2B < A,
c’est-à-dire si ω2r < g, la position inférieure q = π reste un minimum
stable et le mouvement est quantitativement le même que pour un
cercle qui ne serait pas en rotation. Mais si 2B > A, q = π devient un
maximum local et deux minima apparaissent à cos (qm) = − A

2B
= − g

rω2

(figure 2.10).

Fig. 2.10 – Energie potentielle effective.

En guise d’exercice, il est utile de faire le calcul explicite pour discuter
de la nature des extrema de U0 et de dessiner le diagrame de phases
dans le plan (q, q̇).
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2.5 Le théroème de E. Noether
(Emmy Nöther, 1882–1932)

Ce théorème, qui reste valable pour des théories de champs classique et quan-
tiques, met en évidence le lien fondamental entre groupes de symétrie à un
paramètre et lois de conservation : à tout groupe de symétrie à un paramètre
dans l’espace des configurations correspond une intégrale première, c’est-à-
dire une fonction sur M qui est conservée sous le mouvement lagrangien.

Définition 2.8 Soit

h : M → M

une application différentiable. Nous appelons h une symétrie du système la-
grangien (M, L)

L : TM → R

(q, q̇) 7→ L (q, q̇) ,

si la transformation Th : TM → TM laisse L invariant, c’est-à-dire

L (h (q) , Tqh(q̇)) = L (q, q̇) .

Exemple Nous considérons la variété M = R3 et le lagrangien

L =
1

2
mẋ2 − U (x2, x3) .

Ce lagrangien est invariant sous translation en direction de x1 :

hc : R3 → R3

(x1, x2, x3) 7→ (x1 + c, x2, x3) .

Définition 2.9 Un ensemble de diffeomorphismes sur M {hs | s ∈ R} est
appelé un groupe à un paramètre si hs1 ◦ hs2 = hs1+s2. Donc h0 = 1I et
h−s = h−1

s .

Théorème 2.2 (de E. Nöther)
Si le système (M, L) admet un groupe de symétrie à un paramètre

hs : M → M, s ∈ R.

alors le système lagrangien possède une intégrale première

I : TM → R
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donnée par

I (q, q̇) =
∂L

∂q̇

dhs (q)

ds

∣
∣
∣
∣
s=0

. (2.23)

Preuve 2.1 Nous faisons la preuve dans un système de coordonnées locales
autour du point (q0, q̇0), conditions initiales de la solution φ (t). Pour cela,
il faut simplement choisir t et s assez petits afin que hs (φ(t)) puisse être
exprimée dans les coordonnées choisies. Nous posons

Φ : R × R → M
(s, t) 7→ hs (φ(t)) .

Nous indiquons les dérivées par rapport à s avec un prime, Φ′ = ∂Φ
∂s

et celles

par rapport à t avec un point, Φ̇ = ∂Φ
∂t

. Comme hs est une symétrie, nous
pouvons écrire

0 =
∂L
(

Φ, Φ̇
)

∂s
=
∂L

∂q
· Φ′ +

∂L

∂q̇
· Φ̇′

. (2.24)

La courbe Φ|s=const : R → M est une solution des équations d’Euler-Lagrange,

d

dt




∂L
(

Φ, Φ̇
)

∂q̇



 =
∂L
(

Φ, Φ̇
)

∂q
. (2.25)

En substituant le membre de gauche de l’équation (2.25) dans (2.24), nous
obtenons

0 =

(
d

dt

∂L

∂q̇

)

Φ′ +
∂L

∂q̇
Φ̇

′

=
d

dt

(
∂L

∂q̇
Φ′

)

=
d

dt
I .

2

La valeur de I (q, q̇) = ∂L
∂q̇

Φ′ ne dépend pas des coordonnées choisies. En effet,

I (q, q̇) est la variation de L si q̇ ∈ TxM change avec la vitesse d
ds
|s=0hs (x).

Exemple 1 Soit

L =
n∑

i=1

mi

2
ẋ2
i − U(x1, ...,xn), (2.26)
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avec

xi = xi1e1 + xi2e2 + xi3e3,

contraint par les conditions fj (x) = 0, 1 ≤ j ≤ k, x = (x1, ...,xn).
Nous supposons que L est invariant sous translation le long de e1

hs : xi 7→ xi + se1.

Comme d
ds
|s=0hs (xi) = e1, nous trouvons

I =
∂L

∂q̇
· e1 =

∑

i

miẋi1 =: P1. (2.27)

Par conséquent, l’impulsion en direction de e1 est conservée. Le même
argument est applicable aux autres directions. Nous pouvons donc
énoncer le résultat suivant :
Si un système est invariant sous translation dans une direction donnée,
l’impulsion dans cette direction est conservée.

Exemple 2 De la même façon, nous montrons que, si un système est inva-
riant sous rotation autour d’un axe donné ei, alors le moment cinétique
dans la direction e, M · e, est conservé avec

M := x ∧ ∂L

∂ẋ
= x ∧ p .

Pour démontrer ceci nous utilisons le fait qu’une rotation R (e, α) au-
tour de l’axe e d’angle α est donnée par

R (e, α)x = sin (α) (e ∧ x) − cos (α) e ∧ (e ∧ x) + e (e · x)

= hα (x) . (2.28)

Donc, d
dα
|α=0hα (x) = e ∧ x et

I (e) =
∂L

∂ẋ
· (e ∧ x) = e ·

(

x ∧ ∂L

∂ẋ

)

= e · M.

Pour le lagrangien donné en (2.26) nous avons

∂L

∂ẋ
=

n∑

i=1

miẋi

donc

M =

n∑

i=1

mixi ∧ ẋi . (2.29)
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Exemple 3 Nous considérons une particule qui bouge dans un potentiel
invariant sous la transformation suivante

hα (x) = R (e3, α)x + cαe3, , c ∈ R constant. (2.30)

Cette dernière transformation est celle du mouvement hélicöıdal. Nous
avons alors

d

dα

∣
∣
∣
∣
α=0

hα (x) = e3 ∧ x + ce3, (2.31)

et donc

I = mẋ (e3 ∧ x + ce3) = M3 + cP3 (2.32)

est une grandeur conservée.

2.6 Le principe d’Alembert

Exemple Considérons le système holonome (M, L) où M ⊂ R3 est une
surface et

L =
1

2
mẋ2 − U (x) .

Le point x de masse m est confiné à la surface M. Pour un mouvement
sur M qui satisfait aux équations de Euler-Lagrange correspondant à
L|M, les équations de Euler-Lagrange sur R3 ne sont en général pas
satisfaites et nous avons

R =
d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= mẍ +

∂U

∂x
6= 0. (2.33)

Par définition, la quantité R est appelée la ” force de contrainte ”. Pour
garder la masse sur M, il faut évidemment que

mẍ = R − ∂U

∂x
, (2.34)

donc, la force R doit être appliquée, en plus de celle provenant du
potentiel U . La force R qui contraint le point x sur M est normale à
M dans le sens que pour M ⊂ Rn ∋ x (t), le produit scalaire

R(t) · ξ(t) =

(

mẍ(t) +
∂U

∂x(t)

)

· ξ(t) = 0

pour toute solution x(t) des équations d’Euler-Lagrange induites dans
M ∋ x(t) et ξ(t) ∈ Tx(t)M. Nous démontrons cet énoncé plus précisément
dans ce qui suit :
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Définition 2.10 La courbe x (t) dans M est appelée un extremum condi-
tionnel de l’action

S =

∫ t2

t1

L (x(t), ẋ(t)) dt

si la différentielle δS = 0 pour des variations qui consistent en courbes voi-
sines dans M avec x (t1) = x1 et x (t2) = x2. Nous écrivons δMS = 0.

Théorème 2.3 (Principe d’Alembert) Une courbe x (t) est un extremum
conditionnel de S si et seulement si

(
d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x

)

· η = 0, ∀η ∈ Tx(t)M. (2.35)

Lemme 2.1 Soit M ⊂ Rn une variété différentielle de dimension k et

f : {t, t1 ≤ t ≤ t2} 7→ Rn

une application continue. Si pour tout champs vectoriel ξ (x(t)) ∈ Tx(t)M,

∫ t2

t1

f (t) · ξ(t)dt = 0,

alors, f (t) est normale à Tx(t)M à chaque point x(t), c’est-à-dire que nous
avons f (t) · h = 0, ∀h ∈ Tx(t)M, ∀t ∈ (t1, t2).

Preuve 2.2 du lemme 2.1.
A chaque point x(t) nous choisissons une base orthonormée de Rn, telle que
e1(t), · · · , ek(t) forment une base de Tx(t)M et donc ek+1(t), · · ·en(t) sont
orthogonaux à Tx(t)M. Nous exprimons les vecteurs ξ(t) et f(t) dans cette
base. Choisissons ξ = (ξ1(t), 0, · · · , 0) alors

∫ t2

t1

f (t) · ξ(t)dt =

∫ t2

t1

f1(t)ξ1(t)dt. (2.36)

La preuve que f1 = 0 est identique à la preuve qui montre que si

∫ t2

t1

f (t) g (t) dt = 0,

pour toute fonction continue g (t), alors f1(t) ≡ 0, f1 étant supposée continue.
De même pour les composantes fi, 2 ≤ i ≤ k. 2

Nous démontrons maintenant le théorème précédent .
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Preuve 2.3 du théorème 2.3.
Soient x (t) et x (t)+ξ (t) deux courbes voisines dans M ⊂ Rn, avec ξ (t1) =
ξ (t2) = 0. Au premier ordre en ξ, la variation de l’action S est

δξS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂ẋ
ξ̇ +

∂L

∂x
ξ

)

dt = −
∫ t2

t1

(
d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x

)

· ξdt. (2.37)

Comme x (t) et x (t) + ξ (t) sont dans M, il faut que la déviation infi-
nitésimale ξ (t) ∈ Tx(t)M. Pour que δMS = 0, il faut alors que δξS = 0,
pour tout champs vectoriel ξ (t)Tx(t)M le long de la courbe x(t). Le lemme
2.1 implique donc le théorème 2.3. 2

Evidemment, si q ∈ Rk sont des coordonnées locales sur M et L (q, q̇) :=
L (x(q), ẋ(q, q̇)), S est un extremum conditionnel si L(q, q̇) satisfait aux
équations d’Euler-Lagrange. Ceci démontre l’équivalence des équations d’Euler-
Lagrange sur M et le principe d’Alembert des ”variations virtuelles” (2.37).

Corollaire 2.1 Un point x0 ∈ M est un point d’équilibre si et seulement si

R (x0) · ξ = 0, ∀ξ ∈ Tx0
M.

Définition 2.11 x0 ∈ M est un point d’équilibre si x (t) = x0 et ẋ (t) = 0
résolvent les équations de mouvement δξS = 0 ∀ξ(t) ∈ Tx(t)M.

Tous les résultats du présent paragraphe sont également valables si les contraintes
dépendent du temps.

Exemple Nous considérons un anneau qui glisse le long d’un bâton, lequel
est incliné d’un angle α par rapport à la verticale. Ce bâton tourne
autour de l’axe z avec une vitesse angulaire ω (voir figure 2.11) telle
que x = (q sinα cos(ωt), q sinα sin(ωt), q cosα).

Fig. 2.11 – Anneau en mouvement le long d’un bâton en rotation.
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Sans gravitation, nous avons donc

L = T =
1

2
mẋ2 =

1

2
m
(
q̇2 + ω2q2 sin2(α)

)
.

L’équation d’Euler-Lagrange devient

q̈ = ω2q sin2(α).

La force de contrainte R = mẍ est à tout point normale à la direction
du bâton, mais non à la direction de la trajectoire. (Exercice : calculer
la force R.)

2.7 Le théorème d’Ostrogrodski (1850)

Une question intéressante à se poser est la suivante : pourquoi les équations
du mouvement sont-elles généralement des équations du deuxième ordre, et
non des équations du troisième ou quatrième ordre ?
Une réponse, quoique partielle, à cette question est donnée par le théorème
d’Ostrogrodski. Pour un lagrangien L (q, q̇), les équations du mouvement
sont données par les équations d’Euler-Lagrange

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0. (2.38)

Si le lagrangien n’est pas dégénéré, c’est-à-dire si nous avons

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)

6= 0,

alors les équations d’Euler-Lagrange peuvent être écrites sous la forme q̈ =
F (q, q̇), et cette forme admet une solution q (t) qui dépend des conditions
initiales q0 = q (0), q̇0 = q̇ (0). Comme nous l’avons vu auparavant, dans ce
cas nous pouvons définir les coordonnées canoniques

Q = q et P =
∂L

∂q̇
, (2.39)

et la fonction de Hamilton
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H (Q,P) ≡ Pq̇− L

= Pq̇ (Q,P) − L (Q, q̇ (Q,P)) .

Les équations canoniques

Q̇ =
∂H

∂P
et Ṗ = −∂H

∂Q
(2.40)

sont satisfaites. Cette évolution conserve la fonction H (Q,P) si L (q, q̇) n’a
pas de dépendance explicite du temps. H est donc la grandeur conservée qui
correspond à la symétrie de translation dans le temps (théorème de Noether).
Cette grandeur n’est autre que l’énergie.
Si nous couplons le système donné avec de petites perturbations (ce qui est
toujours le cas, au moins si nous prenons en compte des effets quantiques),
il garde ses caractéristiques si et seulement si H admet une borne inférieure.
Dans le cas contraire, les degrés de liberté Q et P perdent toute pertinence
et nous n’observons jamais un système décrit par H (Q,P). Ceci motive la
définition suivante :

Définition 2.12 Un système lagrangien est appelé stable si la fonction de
Hamilton H (Q,P) admet une borne inférieure.

Nous énonçons maintenant le théorème d’Ostrogradski :

Théorème 2.4 Un système lagrangien pour lequel le lagrangien est une fonc-
tion L = L (q, q̇, q̈) ne permet pas d’obtenir un hamiltonien admettant une
borne inférieure : par conséquent, un tel système n’est pas stable.

Preuve 2.4 du théorème 2.4
Pour simplifier la notation, nous considérons un système à une dimension
q = q. L’action est

S (q (t)) =

∫ t2

t1

L (q, q̇, q̈) dt,

avec q (t) un chemin, q (t1) = q1, q (t2) = q2, et q̇ (t1) = q̇1, q̇ (t2) = q̇2. La
fonction q (t) est une solution des équations d’Euler-Lagrange, si l’action est
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un extremum. Considérons une petite variation q̃ (t) = q (t) + ǫh(t). L’action
est un extremum si

0 =
dS

dǫ
=

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
h+

∂L

∂q̇
ḣ+

∂L

∂q̈
ḧ

)

dt

=

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+
d2

dt2
∂L

∂q̈

)

hdt,

où nous avons supposé h (t1) = h (t2) = ḣ (t1) = ḣ (t2) = 0. L’équation
d’Euler-Lagrange est donc

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+
d2

dt2
∂L

∂q̈
= 0, (2.41)

qui est une équation du quatrième ordre, justifiant les quatre conditions de
bord. Comme pour une équation du premier ordre, une équation différentielle
d’ordre impair ne peut pas être obtenue à partir d’un système lagrangien.
Ceci est évident pour un système hamiltonien et c’est donc également une
conséquence de l’équivalence des systèmes lagrangiens et hamiltoniens.
Si le système (2.41) n’est pas dégénéré, ∂2L

∂q̈2
6= 0, nous pouvons le réécrire

sous la forme

....
q = F (q, q̇, q̈,

...
q ) . (2.42)

Comme cette équation est du quatrième ordre, elle requiert deux pairs de
variables canoniques. Nous choississons

Q1 = q, P1 =
∂L

∂q̇
− d

dt

∂L

∂q̈
(2.43)

et

Q2 = q̇, P2 =
∂L

∂q̈
. (2.44)

Comme L n’est pas dégénéré, nous pouvons résoudre (2.44) pour q̈ = f (Q1, Q2, P2).
L’hamiltonien est alors obtenu par transformation de Legendre dans les va-
riables Q̇1 = q̇ = Q2 et Q̇2 = q̈ = f (Q1, Q2, P2). Nous obtenons alors

H (Q1, Q2, P1, P2) = P1Q2 + P2f (Q1, Q2, P2) − L (Q1, Q2, f (Q1, Q2, P2)) .(2.45)

Comme nous dérivons maintenant, l’équation de mouvement (2.41) est équivalente
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aux équations canoniques

Q̇i =
∂H

∂Pi
, Ṗi = − ∂H

∂Qi
donc : (2.46)

Q̇1 = q̇ = Q2 =
∂H

∂P1

Q̇2 = q̈ = f (Q1, Q2, P2) mais

∂H

∂P2
= f (Q1, Q2, P2) + P2

∂f

∂P2
− ∂L

∂q̈

∂f

∂P2
= f.

De plus,

∂H

∂Q1
= P2

∂f

∂Q1
− ∂L

∂q
− ∂L

∂q̈

∂f

∂Q1
(2.47)

= −∂L
∂q

= − d

dt

(
∂L

∂q̇
− d

dt

∂L

∂q̈

)

= −Ṗ1,

et

∂H

∂Q2
= P1 + P2

∂f

∂Q2
− ∂L

∂q̇
− ∂L

∂q̈

∂f

∂Q2
(2.48)

= −∂L
∂q̇

+ P1 = − d

dt

∂L

∂q̈
= −Ṗ2.

Les équations canoniques sont donc satisfaites et H est la grandeur conservée
qui correspond à la symétrie de translation dans le temps, H (Q1, Q2, P1, P2),
est l’énergie du système. Cependant, dans l’équation (2.45), P1 entre de
manière linéaire, et donc H ne peut pas admettre de borne inférieure. Par
exemple pour Q2 6= 0 fixe, et Q2 < 0, nous pouvons choisir P1 très grand, et
H devient alors arbitrairement négative. 2

Cet énoncé ne dépend pas du choix des variables canoniques (Q1, Q2, P1, P2).
Comme nous allons le voir dans le chapitre 5, un changement de variables
(transformation canonique) laisse l’énergie invariante.
Il y a des exceptions importantes à ce théorème, des situations pour lesquelles

det
(

∂2L
∂q̈j∂q̈i

)

= 0 pour des raisons de symétrie ou en raison de contraintes im-

posées. Le fait d’ajouter des dérivées d’ordre supérieur, L (q, q̇, q̈,
...
q ) n’améliore

pas la situation, puisque pour toute dérivée supplémentaire, il faut ajouter
une paire de variables canoniques, et donc, nous obtenons une impulsion ad-
ditionnelle dans laquelle l’hamiltonien est linéaire. Comme exercice, nous
proposons de chercher les variables canoniques (Q1, Q2, Q3, P1, P2, P3) pour

L (q, q̇, q̈,
...
q ) avec det

(
∂2L
∂q̈j∂q̈i

)

= 0, déterminer l’hamiltonien et vérifier les

équations canoniques.



Chapitre 3

Oscillation

Comme ce sujet a été discuté longuement lors du cours de Mécanique 1, nous
allons le trâıter de manière plus brève. Le présent chapitre doit donc être
considéré comme un complément de la matière dispensée en Mécanique 1.

3.1 Linéarisation

Définition 3.1 Un point x0 ∈ Rn est appelé point d’équilibre du système
dynamique

dx

dt
= f (x) (3.1)

si f (x0) = 0. Alors, x (t) = x0 est une solution de (3.1).

Définition 3.2 un point d’équilibre x0 est appelé stable dans le sens de
Liapunov si pour tout ǫ > 0, il existe un δ > 0 tel que ‖x (t) − x0‖ < ǫ si
‖x (0) − x0‖ < δ.

Théorème 3.1 Soit (M, L), avec

L =
1

2

∑

ij

aij (q) q̇iq̇j − U(q) = T (q, q̇) − U (q) , (3.2)

un système lagrangien naturel, (aij(q)) une forme quadratique positive définie,
avec point d’équilibre (q0, 0). Si q0 est un minimum local de U (q), alors
(q0, 0) est un point d’équilibre stable.

Preuve 3.1 du théorème (3.1).
Soit U (q0) = h. Pour de petites valeurs de ǫ, l’ensemble

{q : U (q) < h+ ǫ}

51
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qui contient q0 est un voisinage arbitrairement petit de q0. Pour

p :=
∂T

∂q̇
,

la région de l’espace de phase définie par

{(q,p) : E (q,p) = T + U ≤ h+ ǫ}

est un petit voisinage du point (q0, 0). Comme l’énergie est conservée, une
trajectoire qui commence dans ce petit voisinage ne le quitte jamais. 2

Nous faisons encore remarquer que comme l’énergie le long d’une trajec-
toire est conservée, une position d’équilibre ne peut pas être asymptotique-
ment stable. Il n’y a pas de bassin d’attraction tel que lim

t→∞
x (t) = x0 si

|x (0) − x0| < δ.

Si nous développons maintenant en série de Taylor autour de x0 la fonction
f (x) (3.1), (pour simplifier, nous choisissons x0 = 0, le cas général étant
obtenu par translation), nous obtenons

f (x) = Ax +R2 (x) ,

avec
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A =
∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

, R2 (x) = O
(
x2
)
.

Le passage du système (3.1) au système

dy

dt
= Ay, Aij =

∂fi
∂xj

∣
∣
∣
∣
x=0

, y ∈ T0R
n, (3.3)

est appelé la linéarisation du système (3.1) autour du point d’équilibre x = 0.
La solution du système précédent est

y (t) = y (0) exp (At), (3.4)

avec

exp (At) = 11 +At+
1

2
A2t2 + · · ·+ 1

n!
Antn + · · · .

Si y (0) = x (0) est sufisamment petit, les solutions de (3.1) et de (3.3) restent
proches assez longtemps.

Théorème 3.2 Pour linéariser le système lagrangien (3.2) autour du point
d’équilibre q = 0, il suffit de remplacer 1

2

∑

ij aij (q) q̇iq̇j par sa valeur à q = 0,

T2 =
1

2

∑

ij

aij q̇iq̇j , aij = aij (0) , (3.5)

et l’énergie potentielle U (q) par sa partie quadratique

U2 =
1

2

∑

ij

bijqiqj , bij =
∂2U

∂qj∂qi

∣
∣
∣
∣
q=0

. (3.6)

Preuve 3.2 du théorème (3.2)
Nous réduisons le système lagrangien à un système du premier ordre en uti-
lisant les variables canoniques p = ∂L

∂q̇
et q. Nous avons alors

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
, H = T + U. (3.7)
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Comme (q,p) = (0, 0) est un point d’équilibre, l’expansion en séries de Taylor
des équations canoniques ne commence qu’avec des termes linéaires en q

et p. Mais ces termes linéaires, qui déterminent la linéarisation de (3.7)
proviennent des termes quadratiques de H

H2 = T2 + U2,

ce qui correspond, comme nous l’avons vu en discutant les transformations
de Legendre, à

L2 = T2 − U2, 2.

Comme nous l’avons démontré, le point d’équilibre q = 0 est stable si il est
un minimum de U , i.e. si bij = ∂2U

∂qj∂qi
(0) est définie positive.

3.2 Petites oscillations

Nous considérons un système linéarisé

T =
1

2
(Aq̇, q̇) , U =

1

2
(Bq, q) , q, q̇ ∈ Rn.

A et B sont des matrices symétriques et A est définie positive. Nous pouvons
trouver une transformation linéaire C telle que pour Q = Cq, Q̇ = Cq̇,

T =
1

2
(Aq̇, q̇) =

1

2

∑

i

Q̇2
i . (3.8)

Il est ensuite possible de diagonaliser la matrice symétrique (C−1)
T
BC−1 par

une transformation orthogonale. Dans les nouvelles coordonnées appelées Q,
les énergies cinétique et potentielle prennent les formes suivantes

T =
1

2

∑

i

Q̇2
i , U =

1

2

∑

i

λiQ
2
i . (3.9)

Les nombres λi sont appelés les valeurs propres de B par rapport à A.

Comme exercice, il est possible de montrer que les λi sont les solutions de
l’équation polynomiale

det (B − λA) = 0. (3.10)



Chap. 3 : Oscillation 55

Pour la démonstration, il est conseillé de montrer d’abord que A = CTC.
Alors, les racines du polynôme caractéristique de (C−1)

T
BC−1 sont égales

aux solutions de (3.10).

Dans les coordonnées Q, le système lagrangien avec L = T − U se réduit à
n équations indépendantes,

Q̈i = −λiQi. (3.11)

Nous voulons énoncer tout ce qui précède sous forme de théorème :

Théorème 3.3 Un système lagrangien linéaire de dimension n est le produit
direct de n systèmes linéaires à 1 dimension. Dans le cas d’un système à 1
dimension, nous avons les possibilités suivantes :

1. λ = ω2 > 0 oscillations, (q, q̇) = 0 est un équilibre stable :
Q = C1 cos (ωt) + C2 sin (ωt).

2. λ = 0, (q, q̇) = 0 est un équilibre neutre :
Q = C1 + C2t.

3. λ = −ω2 < 0, (q, q̇) = 0 est un équilibre instable :
Q = C1 cosh (ωt) + C2 sinh (ωt).

Corollaire 3.1 Soit λi = ω2 > 0 et ξ un vecteur propre correspondant à λi,
i.e. Bξ = λiAξ. Alors,

q (t) = (C1 cos(ωt) + C2 sin(ωt)) ξ

est une solution du système linéarisé.

Preuve 3.3 du corollaire 3.1.
La preuve procède en diagonalisant le système et en choisissant

Qi = C1 cos (ωt) + C2 sin (ωt) , Qj = 0 ∀j 6= i. 2 (3.12)

Les nombres ωi =
√
λi sont appelés les fréquences caractéristiques du système :

1. Un système est stable dans le sens de Liapunov si toutes ses fréquences
caractéristiques sont réelles et non-nulles.

2. – Le nombre d’oscillations stables d’un système linéarisé est égale à la
dimension du plus grand sous-espace sur lequel l’énergie potentielle
1
2
(Bq, q) est définie positive.
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– Le système est stable si B ∈ Rn×n est définie positive.

Corollaire 3.2 Toute oscillation (solution du système linéarisé) est une
somme d’oscillations caractéristiques. Même dans le cas d’un système stable,
une telle oscillation générique n’est en général pas périodique.

Exemple Nous considérons deux pendules de différentes longueurs couplés.
Le ressort est caractérisé par une constante de raideur α. Ce système
oscille avec une faible amplitude.

Nous avons

T2 =
1

2
m1q̇

2
1 l

2
1 +

1

2
m2q̇

2
2l

2
2,

et

U2 = m1gl1
q2
1

2
+m2gl2

q2
2

2
+
α

2
(q1 − q2)

2 ,

où g ≃ 9.8m/s2 et l’accélération gravitationnelle à la surface de la terre.
Les matrices A et B s’écrivent

A =

(
m1l

2
1 0

0 m2l
2
2

)

, B =

(
gm1l1 + α −α

−α gm2l2 + α

)

.

Le polynôme caractéristique, det (B − λA) = 0 donne la relation sui-
vante

aλ2 − (b0 + b1α)λ+ (c0 + c1α) = 0
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dont les racines sont

λ2,1 =
b0 + b1α±

√

(b0 + b1α)2 − 4a (c0 + c1α)

2a
, (3.13)

avec

a = m1m2l
2
1l

2
2, b0 = gm1m2l1l2 (l1 + l2)

c0 = g2m1m2l1l2, b1 = m1l
2
1 +m2l

2
2

c1 = gm1l1 + gm2l2.

En exercice, il est possible de démontrer que

∆ = (b0 + b1α)2 − 4a (c0 + c1α) > 0,

et par conséquent, λ2,1 ∈ R+ et ω2,1 =
√
λ2,1 ∈ R+ également. Nous

définissons λ1 avec le signe − de la racine et λ2 avec le signe +.
Avec ceci, pour α = 0, limite dans laquelle l’action du ressort devient
nulle et les pendules libres, nous obtenons λ1 = g

l1
et λ2 = g

l2
. Alors,

ω1,2 (α = 0) =
√

g
l1,2

. Dans la limite α → ∞, nous avons λ2(α) ≃
α(b1/a) → ∞ (choix du signe positif dans (3.13)). Pour obtenir λ1,
nous développons la racine

√

(b0 + b1α)2 − 4a (c0 + c1α) = αb1

√

1 +
2b0
b1α

+
b20
b21α

2
− 4ac1

b21α
− 4ac0
b21α

2

= αb1 + b0 −
2ac1
b1

+ O
(

1

α

)

,

et donc,

λ1 =
b0 + b1α−

(

b1α + b0 − 2ac1
b1

)

2a
+ O

(
1

α

)

=
c1
b1

+ O
(

1

α

)

,

que nous écrivons

λ1 (∞) =
c1
b1

= g
m1l1 +m2l2
m1l

2
1 +m2l

2
2

= ω2
∞. (3.14)
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Fig. 3.1 – Comportement de ω1,2 en fonction de α. L’asymptote pour ω2 (α)
a la pente b1

a
.

3.3 Comportement des fréquences caractéristiques

Nous considérons un système stable avec de petites oscillations,

T =
1

2
(Aq̇, q̇) > 0, U =

1

2
(Bq, q) > 0 ∀q, q̇ 6= 0.

Définition 3.3 Un système avec la même énergie cinétique et avec l’énergie
potentielle U ′ = 1

2
(B′q, q) ≥ 0 est dit ”plus rigide” que le système avec

énergie potentielle U si U ′ ≥ U ∀q ∈ Rn.

Théorème 3.4 Un premier système plus rigide qu’un second possède des
fréquences plus élevés que ce dernier. Soient ω1 ≤ ω2 ≤ · · · ≤ ωn les
fréquences caractéristiques du système L = T − U , et ω′

1 ≤ ω′
2 ≤ · · · ≤ ω′

n

celles du système L′ = T − U ′. Si U ′ est plus rigide, alors ω1 ≤ ω′
1, ω2 ≤

ω′
2, · · · , ωn ≤ ω′

n.

Preuve 3.4 du théorème (3.4)
Nous considérons les ellipsöıdes E ⊂ Rn et E ′ ⊂ Rn définies par

E = {q ∈ Rn| (Bq, q) ≤ 1}

et

E ′ = {q ∈ Rn| (B′q, q) ≤ 1}.

Comme U ′(q) > U(q) ∀q, la relation E ′ ⊂ E est satisfaite. Nous supposons
que T = 1

2
(q̇, q̇), i.e. A = 11, sans restriction de généralité. Alors, les axes
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principaux ξ1, · · · , ξn et ξ′
1, · · · , ξ′

n des ellipses sont les vecteurs propres de
B et B′ avec Bξi = ω2

i ξi et B′ξ′
i = ω

′2
i ξ′

i. Les longueurs ai des demi-axes
principaux sont données par

ω2
i a

2
i = 1,→ ai =

1

ωi

et

ω
′2
i a

′2
i = 1,→ a′i =

1

ω′
i

avec a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an et a′1 ≥ a′2 ≥ · · · ≥ a′n. Mais pour que E ′ ⊂ E, il
faut que a′1 ≤ a1, a

′
2 ≤ a2, · · · , a′n ≤ an.

En effet, le plus petit demi-axe d’une ellipse obtenue par l’intersection de
E avec un sous-espace Ak de dimension k, est plus petit ou égal à ak. De
même le plus petit demi-axe d’une ellipse obtenue par l’intersection de E ′

avec un sous-espace Ak de dimension k, est plus petit ou égal à a′k. Ceci est
une conséquance des inégalités suivantes :

a′k = max
{Ak⊂Rn}

min
x∈Ak∩∂E

′

‖x‖ ≤ max
{Ak}

min
x∈Ak∩∂E

‖x‖ = ak, (3.15)

et donc, a′k ≤ ak. 2

Fig. 3.2 – Les demi-axes de l’ellipse intérieure sont plus petits.

Nous nous intéressons maintenant au comportement des fréquences caractéri-
stiques sous l’imposition de contraintes. Afin qu’un système linéaire reste
linéaire sous imposition de certaines contraintes, il faut que les contraintes
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soient linéaires. Le système est par conséquent forcé de rester dans un sous-
espace linéaire de Rn. Soit Rn−1 ⊂ Rn ce sous-espace (une contrainte linéaire)
et soient

ω1 ≤ ω2 · · · ≤ ωn

les fréquences caractéristiques du système original et

ω′
1 ≤ ω′

2 · · · ≤ ω′
n−1

les fréquences du système contraint.

Théorème 3.5 Les fréquences caractéristiques des systèmes original et contraint
vérifient la relation suivante :

ω1 ≤ ω′
1 ≤ ω2 · · · ≤ ω′

2 · · · ≤ · · ·ω′
n−1 ≤ ωn. (3.16)

Grâce à l’identification ω2
i = 1

a2i
, ce théorème est équivalent au théorème

suivant.

Théorème 3.6 Soit E ⊂ Rn l’ellipse avec demi-axes principaux a1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ an et E ′ son intersection avec un sous-espace linéaire de dimension
d = (n− 1). Alors, E ′ est aussi une ellipse et les demi-axes principaux de E ′

appelés a′1 ≥ a′2 ≥ · · · ≥ a′n−1 satisfont les inégalités

a1 ≥ a′1 ≥ a2 · · · ≥ a′2 · · · ≥ · · ·a′n−1 ≥ an. (3.17)

Fig. 3.3 – Contrainte linéaire



Chap. 3 : Oscillation 61

Preuve 3.5 du théorème (3.6).
D’abord a′k ≤ ak parce que

ak = max
{Ak⊂R

n}
min

x∈Ak∩∂E
‖x‖,

tandis que

a′k = max
{Ak⊂Rn−1}

min
x∈Ak∩∂E

‖x‖.

Alors, pour ak, le maximum est défini sur un plus grand ensemble de sous-
espaces Ak que ce n’est le cas pour a′k. Pour démontrer a′k ≥ ak+1, nous
prenons Ak+1 ⊂ Rn et posons A′

k = Ak+1 ∩ Rn−1. La dimension de A′
K est

≥ k. Donc
donné nous qui devient Ak sous intersection avec Rn−1. Comme Ak ⊂ Ak+1

et donc E ∩Ak+1 ⊃ E ∩Ak+1, le plus petit demi-axe de l’ellipsöıde E ∩Ak+1

est plus grand ou égal à celle de E ∩ Ak+1 :

a′k = max
{Ak⊂R

n−1}
min

x∈Ak∩∂E
′

‖x‖ ≥ max
{Ak+1⊂R

n}
min

x∈A′

k
∩∂E′

‖x‖

≥ max
{Ak+1⊂Rn}

min
x∈Ak+1∩∂E

‖x‖ = ak+1. 2

Ceci complète la démonstration des équations de la section 3.3. Nous propo-
sons encore l’exercice consistant à montrer qu’une augmentation de l’énergie
cinétique, pour un potentiel U fixé, a pour effet de réduire les fréquences ca-
ractéristiques. Il s’agit d’un fait bien connu pour le pendule pour lequel nous
avons ω2 = g

l
. Si on augmente la masse et rèduit la longueur telles que

ml =constante, l’énergie cinétique est augmentée (comme l) mais l’énergie
potentielle reste constante. Comme ω ∝ 1/l est indépendante de la masse, la
fréquence augmente aussi.

3.4 Résonance paramétrique

Si les paramètres d’un système varient de façon périodique avec le temps, une
position d’équilibre qui est stable pour toutes les valeurs fixées des paramètres
peut devenir instable. C’est ce phénomène de résonance qui permet à la
balançoire de fonctionner si bien.

Exemple 1 Un enfant sur une balançoire qui étend puis replie ses jambes
périodiquement correspond à un pendule mathématique de longueur
variable l(t+ T ) = l(t), avec T la période du système.
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Exemple 2 Un pendule dans un champ gravitationnel qui varie périodiquement,
à cause de la présence de la lune par exemple, correspond au système

q̈ = −ω2 (t) q, ω (t+ T ) = ω (t) ,

avec T la période du système.

Exemple 3 Un pendule avec un point d’attache et qui oscille vericalement
satisfait également l’équation précédente.

En général, nous considérons un système dynamique de la forme

ẋ = f (x, t) , f(x, t+ T ) = f(x, t), x ∈ Rn. (3.18)

Soit gt le flot de (3.18), c’est-à-dire

gtx := γx (t) ,

où γx (t) est la solution de (3.18) avec la condition initiale γx (0) = x.
Comme f (x, t) dépend du temps, les applications gt ne forment pas un
groupe, gt◦gs 6= gt+s 6= gs◦gt. Mais il est évident que gT ◦gs = gT+s = gs◦gT ,
et en particulier, (gT )n = gnT . Par conséquent, les applications gnT forment
un groupe, n ∈ Z.

L’application

A := gT : Rn 7→ Rn

x = γx(0) 7→ γx(T )

est appelée application de Poincaré.

Théorème 3.7 1. Le point x0 est un point fixe de A, Ax0 = x0 si et
seulement si la solution x(t) avec condition initiale x(0) = x0 est
périodique de période T .

2. La solution périodique x (t) est stable dans le sens de Liapunov ou
asymptotiquement si et seulement si A est stable dans le sens de Lia-
punov ou asymptotiquement.

3. Si le système (3.18) est linéraire, alors l’application A est linéaire.



Chap. 3 : Oscillation 63

4. Si le système (3.18) est hamiltonien, l’application A préserve le volume,
| det (TxA) | = 1.

Nous faisons remarquer que la stabilité d’une application A se réfère à son
itération : A est ”Liapunov-stable” si ∀ǫ > 0, ∃δ > 0 tel que pour ‖x−x0‖ <
δ, la condition ‖Anx−x0‖ < ǫ est satisfaite ∀n ≥ 0. A est asymptotiquement
stable si ∀ǫ > 0, ∃n tel que ‖Anx−x0‖ < ǫ, ∀n ≥ N et x dans un voisinage
de x0.

Les énoncés du théorème précédent sont de simples conséquences des définitions.
Nous n’en donnons par conséquent pas de preuve formelle.

Corollaire 3.3 Nous considérons

ẋ1 = x2 (3.19)

ẋ2 = −ω2x1, ω (t+ T ) = ω (t) .

Le système est linéaire et hamiltonien. A est donc linéaire et det (A) = 1.
La solution triviale (x1(t), x2(t)) = (0, 0) de (3.19) est stable si et seulement
si A est stable.

Théorème 3.8 Soit A la matrice d’une application linéaire du plan. Cette
application préserve l’aire, det (A) = 1. Alors l’application A est stable si
|trA| ≤ 2 et instable si |trA| > 2.

Preuve 3.6 du théorème (3.8).
Soit λ1 et λ2 les valeurs propres de A. Alors,

λ2 − (trA)λ+ 1 = (λ− λ1) (λ− λ2) ,

donc λ1 + λ2 = trA et λ1λ2 = 1. De plus,

∆ = b2 − 4ac = (trA)2 − 4,

donc λ1, λ2 ∈ R si ∆ ≥ 0 → |trA| ≥ 2. Si ∆ = 0, les solutions sont λi = 1 et
A = 11.
Si |trA| > 2, λ1 < 1 et λ2 = 1

λ1
> 1. L’application A est donc instable dans

la direction du vecteur propre pour λ2.
Si |trA| < 2, les solutions λ1,2 sont conjuguées complexes λ2 = λ̄1 et λ1λ̄1 = 1.
Donc, λ1,2 = exp (±iα). A est alors une rotation d’angle α, trA = 2 cosα.
2
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Fig. 3.4 – La figure de gauche illustre le cas |trA| > 2 et celle de droite la
cas |trA| < 2.

La discussion de la stabilité de la solution triviale de (3.19) est alors réduite
au calcul de la trace de A. En général, ceci doit être fait de façon numérique.
Nous définissons maintenant le concept de ”stabilité forte”.

Définition 3.4 La solution triviale d’un système hamiltonien linéaire est
appelée ”fortement stable ”, si elle est stable et la solution de tout système
hamiltonien suffisamment proche est stable. Ici, nous définissons la distance
d entre deux systèmes de période T , ẋ = B1x et ẋ = B2x comme d =
max
t∈[0,T ]

‖B1 (t) −B2 (t) ‖.

Le théorème précédent implique le corollaire suivant :

Corollaire 3.4 Si |trA| < 2 pour un système de dimension 2, hamiltonien
et linéaire, alors la solution triviale est fortement stable.

Appliquons le corollaire précédent au système suivant

ẍ = −ω2 (1 + ǫa (t))x, (3.20)

avec ǫ << 1 et a (t) = a (t+ 2π), |a (t) | ≤ 1. Par exemple a (t) = cos (t).
Dans ce cas, (3.20) est l’équation de Mathieu.

Nous représentons un système de la forme du système (3.20) par un point
dans le plan (ω, ǫ), ω, ǫ > 0. Les systèmes stables avec |trA| < 2 forment un
ouvert dans le plan. La borne de stabilité est donnée par l’égalité |trA| = 2.
De même pour les systèmes instables avec |trA| > 2 qui forment également
un ouvert dans le plan (ω, ǫ).
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Théorème 3.9 Tous les points sur l’axe ω du système (3.20) excepté les
demi-entiers, ω = k

2
, k = 0, 1, 2, 3, . . ., correspondent à des systèmes stables.

En d’autres termes, faire fonctionner une balançoire avec de petits change-
ments de longueur est possible seulement au voisinage des fréquences ω = k

2

pour T = 2π, résultat connu expérimentalement par tous les enfants.

Preuve 3.7 du théorème (3.9) La preuve du théorème se base sur la solution
de (3.20) avec ǫ = 0. Dans ce cas,

x (t) = c1 cos (ωt) + c2 sin (ωt) .

La solution avec les conditions initiales
(
x (0)
ẋ (0)

)

=

(
1
0

)

, est

(
cos (ωt)

−ω sin (ωt)

)

et celle avec les conditions initiales

(
x (0)
ẋ (0)

)

=

(
0
1

)

, est

(
1
ω

sin (ωt)
cos (ωt)

)

.

Donc,

A =

(
cos (2πω) 1

ω
sin (2πω)

−ω sin (2πω) cos (2πω)

)

,

avec |trA| = |2 cos (2πω) | < 2 pour ω 6= {0, 1
2
, 1, 3

2
}, et le théorème suit.

2.

Pour ω ≃ k
2
, k ∈ N, la position d’équilibre de la balançoire devient instable,

et ceci même sous des changements arbitrairement petits de la longueur. Ce
phénomène est appelé résonnance paramétrique. Si la fréquence de la
perturbation a (t) est ν (dans (3.20)), et la condition de résonnance devient
ω
ν
≃ k

2
, k ∈ N. Normalement, la résonnance k = 1 est la plus forte et les

enfants étendent et replient leurs jambes avec fréquence ν = 2ω = 2
√

g
L
,

avec L la longueur de la balançoire.
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Corps rigide, la toupie.

4.1 Mouvement par rapport à un système de

coordonnées mobiles

Si nous voulons discuter le mouvement d’un corps rigide et surtout sa ro-
tation, nous nous référons souvent à un système de coordonnées fixé sur
ce corps, et non au système de coordonnées par rapport auquel l’objet est
en mouvement (le laboratoire par exemple). Dans ce contexte, le principe
d’inertie veut qu’un point matériel sur lequel agissent des forces dont la
somme est nulle reste au repos ou garde son mouvement rectiligne uniforme.
Un référentiel galiléen obéit au principe d’inertie, et l’accélération reste la
même dans tout référentiel galiléen. Cette approche n’est plus valable dans
des référentiels accélérés où apparaissent les forces d’inertie.

Comme nous le verrons, toutes les forces d’inertie sont proportionnelles à la
masse. Ceci a conduit Einstein à penser que la gravitation pourrait être une
sorte de force d’inertie, ce qui le mena à développer la théorie de la Relativité
Générale.

Nous considérons un système lagrangien L = L (q, q̇, t) décrit par les coor-
données (q, t). Nous voulons le décrire dans les nouvelles coordonnées Q (q, t)
en mouvement par rapport à q.

Théorème 4.1 Si la trajectoire

γ : q = φ (t) ,

solution de l’équation lagrangienne

d

dt

∂L

∂q̇
=
∂L

∂q

66
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est écrite comme

γ : Q = Φ (t) ,

alors la fonction Φ (t) est une solution des équations de Euler-Lagrange du
lagrangien L′ donné par

L′
(

Q, Q̇, t
)

= L
(

q (Q, t) , q̇
(

Q, Q̇, t
)

, t
)

. (4.1)

Preuve 4.1 du théorème (4.1)
La trajectoire γ est un extremum de l’action

δ

∫

γ

L (q, q̇, t) dt = 0,

et donc

δ

∫

γ

L′
(

Q, Q̇, t
)

dt = 0.

Φ satisfait par conséquent les équations d’Euler-Lagrange pour le lagrangien
L′.

Définition 4.1 Soit maintenant k un système de coordonnées q galiléen,
et K un système de coordonnées en mouvement par rapport à k avec coor-
données Q. K et k sont des espaces euclidiens orientés de dimension n. Un
mouvement de K relativement à k est une application affine

Dt : K 7→ k

qui dépend de t de façon lisse et qui préserve la métrique ainsi que l’orien-
tation. Une application affine est de la forme

Q 7→ RtQ + r(t) = q(Q, t) ,

où Rt est une applicatoin linéaire et r(t) est une translation. Il suit donc le
théorème suivant :

Théorème 4.2 Tout mouvement Dt peut être décomposé de façon unique
en une rotation Rt et une translation r (t).
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Preuve 4.2 du théorème (4.2)
Nous voulons prouver que

DtQ = RtQ + r (t) ,

de façon unique. Alors, comme Dt doit préserver la métrique et l’orientation,
Rt doit être une rotation, Rt ∈ SO(n). 2

Nous posons maintenant

q (t) = RtQ (t) + r (t) (4.2)

et la dérivée par rapport au temps t

q̇(t) = RtQ̇(t) + ṘtQ(t) + ṙ(t). (4.3)

Nous considérons d’abord le cas spécial pour lequel la condition Ṙt = 0 est
satisfaite, sce qui équivaut à un mouvement de translation. Nous avons alors
le théorème suivant.

Théorème 4.3 Soient Ṙt = 0 et ṙ = v0. Alors, v = q̇ = v′ + v0 (addition
des vitesses), avec v′ = RQ̇.

(Ce théorème est just un conséquence de (4.3) avec Ṙt = 0.)
Nous considérons maintenant le cas de rotation avec r = 0. Si le point Q est
au repos, Q̇ = 0, nous parlons alors de rotation transférée du point q (t).

Exemple Nous considérons une rotation avec vitesse angulaire ω autour
d’un axe e fixé dans un espace à n = 3 dimensions. Comme nous
l’avons déjà vu, dans un tel cas,

RtQ = sin (α)e ∧ Q − cos (α)e ∧ (e ∧ Q) + e · (e · Q) = q (t) . (4.4)

Pour un axe e fixe et une vitesse angulaire ω, nous avons

α̇ = ω et ė = 0,

et

q̇ (t) = ṘtQ = ω cos(α)e ∧ Q + ω sin(α)e ∧ (e ∧ Q)

= ωe ∧ q. (4.5)
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Pour la dernière égalité, nous observons d’abord que e ∧ e = 0. En
employant (4.4), il reste alors à démontrer que

e ∧ (e ∧ (e ∧ Q)) = −e ∧ Q. (4.6)

D’abord, il est clair que si e et Q sont parallèles, l’égalité est vérifiée.
Dans les autres cas, Q peut être décomposé en une partie parallèle et
une partie normale à e , Q = Q⊥ + Q‖ avec Q⊥ 6= 0 et seul la partie
Q⊥ contribue dans (4.6). Il reste alors à démontrer que

e ∧ (e ∧ (e ∧ Q⊥)) = −e ∧ Q⊥. (4.7)

Pour ceci nous observons que les vecteurs suivants

{e, e ∧ Q⊥

|Q⊥|
,
e ∧ (e ∧ Q⊥)

|Q⊥|
}

forment un système orthonormé et nous définissons

e =: v1,
e ∧ Q⊥

|Q⊥|
=: v2,

e ∧ (e ∧ Q⊥)

|Q⊥|
=: v3.

Alors, v1 ∧ v3 = −v2, et la relation (4.7) est démontrée.

Nous posons maintenant ω = ωe de façon à ce que q̇ = ω ∧ q. Dans le
cas général, α (t) et e (t), ce dernier produit vectoriel reste valable avec
une vitesse angulaire ω (t) instantanée. Aux termes ∝ α̇, s’ajoutent des
termes comprenant ė. Il est possible de trouver ω (t) à partir de (4.4),
mais il est plus simple de procéder de façon abstraite. Comme Rt est
une matrice orthogonale RtR

T
t = 11, et donc

ṘtR
T
t +RtṘ

T
t = ṘtR

T
t +

(

ṘtR
T
t

)T

= 0.

Par conséquent,

ṘtQ = ṘtR
−1
t q = ṘtR

T
t q = Aq,

avec A + AT = 0, A est antisymétrique. En 3 dimensions, l’espace des
matrices antisymétriques est tridimensionnel et nous pouvons écrire

A =





0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0



 (4.8)
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de manière à ce que

Aq = ω ∧ q pour ω = (ω1, ω2, ω3)
T , (4.9)

ce qui démontre le théorème suivant.

Théorème 4.4 Pour tout moment t, il existe un vecteur ω (t) ∈ k tel que
la vitesse transférée d’un système en rotation est donnée par

q̇ = ω ∧ q, ∀q ∈ k, (4.10)

ω (t) est la vitesse angulaire instantanée.

Cette démonstration montre aussi que la vitesse angulaire n’est en effet pas
un vecteur, mais une matrice 3 × 3 antisymétrique. Ce n’est qu’en dimen-
sion n = 3 qu’il est possible d’adopter la représentation vectorielle. Pour un
mouvement purement rotationnel, r = 0, nous avons alors

v = q̇ = ṘQ +RQ̇ = ω ∧ q + v′. (4.11)

Théorème 4.5 Un système K en mouvement (translation et rotation) par
rapport à k est décrit par une relation entre les vitesses :

q = RtQ + r (t)

q̇ = v = v′ + vn + v0, (4.12)

avec v′ = RtQ̇, v0 = ṙ et vn = ω ∧ (q − r).

K

r(t)

m

k
R Q(t)t

q(t)

Fig. 4.1 – Additon des positions pour des référentiels en mouvement relatif.
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Preuve 4.3 du théorème (4.5)

Pour prouver le théorème précédent, nous considérons d’abord le système K1

qui tourne par rapport à K, de même origine, mais sans translation. Donc,
à partir de (4.11),

v1 = Q̇1 = ω ∧ Q1 + v′.

Mais K1 décrit un pur mouvement de translation par rapport à k, donc v =
v1 + ṙ = v1 + v0 et q = Q1 + r. Alors,

v = v′ + +ω ∧ (q − r) + v0. 2 (4.13)

4.2 Forces d’inertie

Théorème 4.6 Dans tout système K en mouvement de translation par rap-
port à un système d’inertie k, le mouvement d’un système mécanique est
semblable à celui d’un système mécanique dans un système d’inertie avec
force d’inertie

Fi = −mr̈

ajoutée à la force résultante. Ici, r̈ est l’accélération du système K.

Preuve 4.4 du théorème (4.6)

Q = q − r,

donc

mQ̈ = mq̈ −mr̈ = F + Fi. (4.14)

Un mouvement de translation est donc équivalent à l’ajout d’un champs de
force homogène Fi = −mr̈. 2

Exemple 1 Une fusée dans sa phase de lancement est accélérée vers le haut
avec une accélération r̈ > 0. La force de gravité vers le centre de la Terre
mesuré par une physicienne à bord de la fusée est alors −m (g + r̈),
donc plus importante que pour les gens qui assistent au lancement par
terre.
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Exemple 2 Une physicienne en chute libre est accélérée avec r̈ = g. Si
elle fait localement des mesures de la gravité, ses résultats pour la
force seront F = m (g − r̈) = 0, comme une personne qui serait dans
une espace dépourvu de gravitation. Par conséquent, la chute libre et
l’absence de gravitation ne peuvent pas être distinguées localement.
Ces idées jouèrent un rôle très importants pour Einstein dans son
développement de la Relativité Générale.

Exemple 3 Si le point de suspension d’un pendule est en mouvement ver-
tical avec accélération r̈ (t) vers le haut, alors le pendule bouge comme
si il était dans un champs gravitationnel variable g′ (t) = g − r̈ (t).

4.2.1 Systèmes en rotation

Soit

Rt : K 7→ k

Q 7→ RtQ = q

une rotation. Le vecteur de rotation ω dans le système k est défini comme
précédemment et nous posons

Ω = R−1
t ω, (4.15)

le vecteur de rotation dans le système K. Dans le système d’inertie k, q est
soumis à une force f (q, q̇)

mq̈ = f (q, q̇) .

Théorème 4.7 En plus de la force F = R−1
t f , le mouvement dans un

système en rotation est soumis à trois forces d’inertie

1. La force d’inertie de rotation : −mΩ̇ ∧ Q.

2. La force de Coriolis : −2mΩ ∧ Q̇.

3. La force centrifuge : −mΩ ∧ (Ω ∧ Q).

Par conséquent,

mQ̈ = F −mΩ̇ ∧ Q − 2mΩ ∧ Q̇ −mΩ ∧ (Ω ∧ Q) (4.16)
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avec RtF
(

Q, Q̇
)

= f
(

RtQ, RtQ̇ + ṘtQ
)

. La force centrifuge est toujours

dirigée radialement vers l’extérieur de l’axe de rotation, et agit même si Q̇ =
0. Par contre, la force de Coriolis n’agit que sur un point en mouvement,
Q̇ 6= 0.

En exercice, on démontrera que dans l’hémisphère nord, la force de Coriolis
dévie tout point qui bouge le long de la Terre vers sa droite, et que tout point
se dirigeant verticalement vers le haut est dévié vers l’ouest.

Fig. 4.2 – Force centrifuge d’inertie.

Preuve 4.5 du théorème (4.7)
Pour X ∈ K, nous avons

ṘtX = ω ∧ RtX = RtΩ ∧ RtX

= Rt (Ω ∧ X) .

La dernière èaution suit du fait que la rotation Rt conserve longueurs et
angles, et par conséquent le produit vectoriel également. Alors,

q̇ = ṘtQ +RtQ̇ = Rt

(

Ω ∧ Q + Q̇
)

et

q̈ = Ṙt

(

Ω ∧ Q + Q̇
)

+Rt

(

Ω̇ ∧ Q + Ω ∧ Q̇ + Q̈
)

= Rt

(

Ω ∧
(

Ω ∧ Q + Q̇
)

+ Ω̇ ∧ Q + Ω ∧ Q̇ + Q̈
)

= Rt

(

Q̈ + 2Ω ∧ Q̇ + Ω̇ ∧ Q + Ω ∧ (Ω ∧ Q)
)

. 2
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Nous discutons maintenant brièvement l’effet du mouvement de la Terre sur
des expériences terrestres. La rotation de la Terre est presque uniforme, de
telle sorte qu’il est possible de négliger Ω̇. L’accélération centrifuge atteint
sa plus grande valeur à l’équateur, et elle y vaut :

|Ω ∧ (Ω ∧ Q) | = Ω2R⊕

≃
(
7.3 × 10−5

)2
6.4 × 106m

s2
≃ 0.03

m

s2
.

Ceci correspond à environ 3h de l’accélération gravitationnelle, g = 9.8m
s2

.
Dans un laboratoire, cette quantité n’a pas un très grand effet, et la dépendance
la plus importante provient de la force de Coriolis :

Q̈ = g + 2Q̇ ∧ Ω

avec |Ω| ≃ 7.3 × 10−5s−1 et g = 9.8m
s2

. Pour une vitesse de |Q̇| ≃ 104m
s
≃

3000km
h

, la force de Coriolis est du même ordre de grandeur que la force
gravitationnelle.

4.2.2 Le pendule de Foucault

Nous considérons de petites oscillations d’un pendule idéal sur Terre. Nous
tenons compte de la force de Coriolis. Le pendule est positionné verticalement
(axe z) à une latitude λ0.

Fig. 4.3 – Pendule de Foucault

Nous ne nous interéssons que au mouvement dans le plan (x, y) qui est
indépendant de celui en direction ez que nous négligeons. La force de Coriolis
est :

Fc = 2mQ̇ ∧ Ω = 2mΩz (ẏex − ẋey) ,
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avec Ωz = |Ω| sin (λ0) = Ω sin (λ0). Pour un pendule de fréquence propre
ω, ω2 = g

l
, avec g l’accélération gravitationnelle et l la longueur du pendule,

nous obtenons les équations de mouvement suivantes :

ẍ = −ω2x+ 2Ωz ẏ

ÿ = −ω2y − 2Ωzẋ. (4.17)

Nous écrivons (4.17) au moyen de la variable complexe u = x + iy, u̇ =
ẋ+ iẏ, ü = ẍ+ iÿ, et nous avons

ü = −ω2w + 2Ωz (ẏ − iẋ) (4.18)

= −ω2u− 2iΩzu̇.

Nous faisons alors l’Ansatz u = eiλt que nous introduisons dans l’équation
différentielle précédente. Cette équation devient alors

−λ2 = −ω2 + 2λΩz,

équation algébrique du second degré admettant les deux solutions suivantes

λ± = −Ωz ±
√

Ω2
z + ω2.

Pour des valeurs réalistes ω ≫ Ωz, nous développons au premier ordre en Ωz,

λ± ≃ −Ωz ± ω.

La solution générale (au premier ordre en Ωz

ω
)est alors

u (t) = e−iΩzt
(
c1e

iωt + c2e
−iωt
)

u̇ (t) = ie−iΩzt
(
c1 (ω − Ωz) e

iωt − c2 (ω + Ωz) e
−iωt
)
.

Nous admettons les conditions initiales y(0) = ẏ(0) = 0, ce qui permet de
fixer les constantes c1 et c2 : c1 + c2 ∈ R et i [c1(ω − Ωz) − c2(ω + Ωz)] ∈ R,

c1 = a+ ib

c2 = a
ω − Ωz

ω + Ωz
− ib ≃ a

(

1 − 2
Ωz

ω

)

− ib.
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Après un aller-retour du pendule, une période s’est écoulée et nous nous
situons au temps t = T = 2π

ω
. Nous avons

u (T ) = e−2πiΩz
ω (c1 + c2) = e−2πiΩz

ω x (0) ,

puisque les parties imaginaires des deux constantes s’annulent, et donc il ne
reste plus que la partie réelle de u(0), Re (u(0)) = x(0). Les deux solutions
indépendantes après une période sont ainsi

x (T ) = cos

(

2π
Ωz

ω

)

x(0)

y (T ) = − sin

(

2π
Ωz

ω

)

x(0).

Le pendule a donc accompli une rotation d’angle

α (T ) = ΩzT =
2πΩz

ω
. (4.19)

Au pôle nord, Ωz = 2π 1
jour

, et par conséquent, le pendule fait un tour par

jour. A une certaine latitude λ0, nous avons Ωz = 2π sin (λ0)
1

jour
, et le pendule

parcourt une fraction de tour de r = sin (λ0) par jour. A Genève, la latitude
est de λ0 = 46◦12′, et donc sin (λ0) = r = 0.72.

4.3 Corps rigides, la toupie

Définition 4.2 Un corps rigide est un système de masses {m1, m2, . . . , mn}
ponctuelles soumis aux contraintes holonomes

|xi − xj| = rij = constante.

Théorème 4.8 L’espace des configurations d’un corps rigide est de dimen-
sion d = 6 et est donné par R3 × SO (3) (translations × rotations).

Preuve 4.6 du théorème (4.8)
Nous supposons que le corps n’est pas linéaire (s’il l’était, le théorème ne
serait pas valable). Nous choisissons trois points {x1, x2, x3} sur le corps de
telle manière à ce qu’ils ne soient pas alignés sur une droite. Nous considérons
le système droit orthonormé donné par

{e1 =
x2 − x1

|x2 − x1|
, e2 = e3 ∧ e1, e3}, (4.20)
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Fig. 4.4 – Corps rigide

avec e3 la normale au plan engendré par {x1, x2, x3}.
Comme |xi − xj| = rij est fixé, toutes les positions du corps sont fixées si
les vecteurs {x1, x2, x3} sont connus. La configuration du corps est donc
entiérement déterminée si les vecteurs {x1, x2, x3} le sont. Finalement, une
translation de r ∈ R3 amène x1 à l’origine et une rotation change le référentiel
{e1, e2, e3} en {ex, ey, ez}. 2

Définition 4.3 Un corps rigide avec un point fixe x1 (t) = 0 est appelé une
toupie.

L’espace des configurations de la toupie est évidemment SO (3).
Nous considérons maintenant les lois de conservation pour un corps rigide
libre. Nous supposons que le corps rigide n’est soumis à aucune force, sauf les
contraintes. Le système est alors invariant sous translation globale. D’après
le théorème de Noether, il existe alors trois intégrales premières, qui sont les
trois composantes du vecteur impulsion,

P =
∑

i

miQ̇i = constante.

Nous posons M =
∑

imi et

X :=
1

M

∑

i

miQi,

le centre de masse. Le centre de masse ne se situe pas nécessairement sur le
corps lui-même. Dans le cas d’une coquille, par exemple, il est à l’intérieur
du corps. Nous avons donc

Ẋ =
1

M
P = V0 = constante,
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et

X (t) = V0t+ X0.

Il en suit le théorème suivant :

Théorème 4.9 Le centre de masse d’un corps rigide libre se meut de façon
uniforme et non-accélérée.

Si de plus, nous prenons comme référentiel le système de coordonnées X (t) =
0, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 4.1 Un corps rigide libre tourne autour de son centre de masse
comme si celui-ci était fixé à X = 0.

Ainsi, avec ce qui précède, le problème du corps rigide s’est réduit au mou-
vement d’un corps rigide autour d’un point fixe 0. Nous étudions maintenant
ce problème dans les détails, et nous ne demandons pas que ce point fixe soit
le centre de masse. L’espace des configurations est alors SO (3) et

L : TSO (3) 7→ R

le lagrangien donné par l’énergie cinétique est invariant sous rotation et trans-
lation dans le temps. D’après le théorème de Noether, ceci implique l’exis-
tence de quatre intégrales premières correspondant aux trois composantes du
moment cinétique m et à l’énergie E conservée.

Théorème 4.10 Le problème d’un corps rigide avec point fixe 0 en absence
de forces (la toupie libre) possède quatre intégrales premières, m et E.

La position et la vitesse du corps sont déterminées par un point dans l’es-
pace à d = 6 dimensions TSO (3). Dans le cas général pour lequel le corps
ne possède pas de symétrie, les différentes fonctions mx, my, mz et E sont
indépendantes. Les équations

mx = C1, my = C2, mz = C3, E = C4,

donnent lieu à un sous-espace à d = 2 dimensions

VC = V (C1, C2, C3, C4) ⊂ TSO (3) .

Comme les vitesses angulaires sont limitées par E = C4 (E est une forme
quadratique positive définie dans les vitesses angulaires), VC est compact.
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Pour Ci fixé, la trajectoire de la toupie est confinée sur VC qui admet alors
un champs vectoriel tangent à ce mouvement. Si E = C4 > 0, la toupie ne
peut pas s’arrêter, et donc ce champs vectoriel ne peut pas avoir des points
singuliers qui sont des points sur VC pour lesquels le champs s’annule. De
plus, TSO (3) est orientable. Les variétés à d = 2 dimensions compactes,
connexes et orientables sont toutes connues. Ce sont des tores à n trous.

Fig. 4.5 – Variétés à d = 2 dimensions et n = 0, 1, 2 tuyau(x).

La seule de ces variétés qui admet un champs vectoriel sans point singulier est
le tore simple avec n = 1. VC est donc un ou plusieurs tore(s). Nous verrons
plus tard qu’il est possible de choisir des coordonnées (φ1, φ2) (mod 2π) sur
VC telles que les équations de mouvement deviennent

φ̇1 = ω1 (C1, C2, C3, C4) , et φ̇2 = ω2 (C1, C2, C3, C4) . (4.21)

Si ω1

ω2
6∈ Q, ceci implique que la toupie ne retourne jamais dans son état

initial. En général, une toupie libre accomplit une superposition de deux
mouvements périodiques. Les fréquences ω1 et ω2 dépendent des constantes
Ci qui sont elles-mêmes fixées par les conditions initiales.

Après cette analyse qualitative, nous passons maintenant à l’étude quanti-
tative du problème. Pour ce faire, nous adoptons les conventions d’écriture
suivantes :

Soit O le point fixe, k un système de coordonnées stationnaires et K un
système de coordonnées tournant avec la toupie. Soit encore
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Rt : K 7→ k (4.22)

Q 7→ RtQ = q

la rotation qui lie les deux systèmes. Nous posons :

– q ∈ k le vecteur qui lie un point dans k à O.
– Q ∈ K le vecteur qui lie un point dans K à O.
– v = q̇ ∈ Tk le vecteur vitesse.
– V ∈ TK le vecteur vitesse avec V = R−1

t v.
– ω la vitesse angulaire instantanée dans k.
– Ω = R−1

t ω la vitesse angulaire dans K.
– m le moment cinétique dans k.
– M = R−1

t m le moment cinétique dans K.
La rotation Rt préserve le produit scalaire et le produit vectoriel :

v = ω ∧ q ⇒ V = Ω ∧ Q (4.23)

m = q ∧mv = mq ∧ (ω ∧ q) ⇒ M = mQ ∧ (Ω ∧ Q) . (4.24)

L’expression (4.24) pour M est linéaire en Ω. Il existe donc un opérateur
linéaire

A : K 7→ K (4.25)

Ω 7→ AΩ = M .

Lemme 4.1 L’opérateur A est symétrique et il est donné par

A (Q)ij = m
(
Q2δij −QiQj

)
, (4.26)

si le corps solide consiste en un point massif de masse m en Q. S’il existe N
points massifs de masses mn à Q(n), nous avons alors

Aij =

N∑

n=1

mn

(

(Q(n))2δij −Q
(n)
i Q

(n)
j

)

. (4.27)

Preuve 4.7 du lemme (4.1)
(4.26) est une conséquence de la définition. Nous utilisons d’abord l’expres-
sion suivante pour le produit vectoriel :

(a ∧ b)i =
3∑

l,m=1

ǫilmalbm . (4.28)
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Ici ǫilm et le tenseur totalement antisymétrique en trois dimensions,

ǫilm =

{
sign(σ) si σ : (1, 2, 3) → (i, l,m) est une permutation
0 si deux index sont égaux.

(4.29)

Avec ceci nous trouvons

m (Q ∧ (Ω ∧ Q))i = m
3∑

j,k,l,m=1

ǫijkQjǫklmΩlQm (4.30)

= m
3∑

j,k,l,m=1

(δilδjm − δimδjl)QjΩlQm

= m
(
Q2Ωi − (Q ·Ω)Qi

)
=

3∑

j=1

AijΩj .

L’équation (4.27) suit alors du fait que le moment cinétique de plusieurs
points massifs est la somme des moments cinétiques des points

M =
∑

n

M (n) =
∑

n

A(n)Ω = AΩ. 2

Corollaire 4.2 L’énergie cinétique d’un point massif appartenant à un corps
solide est une forme quadratique par rapport à la vitesse angulaire,

T =
1

2
(AΩ · Ω) =

1

2
(M · Ω) . (4.31)

Preuve 4.8 du corollaire (4.2)
Pour un point massif appartenant au corps, nous avons

T =
m

2
v2 =

m

2
V 2 =

m

2
(Ω ∧ Q)2 .

Pour continuer nous utilisons la formule (a · (b ∧ c)) = (b · (c ∧ a)) pour
a = Ω ∧ Q, b = Ω et c = Q. Alors

T =
m

2
(Ω ∧ Q)2 =

m

2
(Ω · (Q ∧ (Ω ∧ Q)))

=
1

2
(M ·Ω) , (4.32)
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et pour une collection de points massifs,

T =
N∑

n=1

Tn =
N∑

n=1

1

2
mnV

2
n

=
1

2

N∑

n=1

(

M (n) · Ω
)

=
1

2
(M · Ω) . 2

Nous nous intéressons maintenant aux axes principaux d’un corps quel-
conque. Tout opérateur linéaire symétrique et défini positif A possède trois
vecteurs propres. Nous appelons ces vecteurs propres axes principaux ei.
Ils sont orthogonaux et leurs sont associés les valeurs propres Ii > 0. Si
maintenant nous exprimons la vitesse angulaire le long de ces directions

Ω = Ω1e1 + Ω2e2 + Ω3e3, (4.33)

nous trouvons alors

M =

3∑

i=1

Miei = AΩ = I1Ω1e1 + I2Ω2e2 + I3Ω3e3 (4.34)

Mi = IiΩi

et

T =
1

2

(
I1Ω

2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3

)
. (4.35)

Si les nombres I1, I2 et I3 ne sont pas tous différents, les directions e1, e2 et
e3 ne sont pas uniquement déterminées.

Théorème 4.11 Pour la rotation d’un corps solide fixé au point O avec
vitesse angulaire Ω = Ωe (qui passe par O) autour d’un axe quelconque e,
l’énergie cinétique est

T =
1

2
IeΩ2, (4.36)

avec

Ie =
N∑

n=1

mn

(

Q(n) −
(

Q(n) · e
)

e
)2

.
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Preuve 4.9 du théorème (4.11).
Au moyen la relation (4.30) et avec Ω = Ωe, nous pouvons écrire

T =
1

2

∑

n

M (n) · Ω

=
1

2

∑

n

mn

((

Q(n)
)2

Ω2 −
(

Ω · Q(n)
)2
)

=
1

2
Ω2
∑

n

mn

((

Q(n)
)2

−
(

Q(n) · e
)2
)

=
1

2
Ω2
∑

n

mn

(

Q(n) −
(

Q(n) · e
)

e
)2

=
1

2
Ω2Ie. 2

Le vecteur

r(n) := Q(n) −
(

Q(n) · e
)

e

est simplement la projection de Q(n) dans le plan normal à e.

Fig. 4.6 – Energie cinétique d’un corps en rotation autour d’un axe.

Le nombre Ie dépend de l’axe de rotation e. Ce calcul démontre que
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Corollaire 4.3 le moment d’inertie Ie d’un corps autour de l’axe e est
donné par

Ie =
∑

n

mn

(
r(n)
)2
. (4.37)

Corollaire 4.4 Les valeurs propres Ii sont les moments d’inertie du corps
autour des axes principaux ei.

Pour étudier la dépendance du moment d’inertie Ie de l’axe e, nous considérons
les vecteurs e√

Ie
, avec e ∈ S2 une direction quelconque (vecteur unitaire).

Théorème 4.12 Les vecteurs Ω := e√
Ie

forment un ellipsöıde dans K.

Preuve 4.10 du théorème (4.12).
Si Ω := e√

Ie
, alors nous trouvons pour la forme quadratique T :

T =
1

2
(AΩ,Ω) =

1

2
IeΩ2 =

1

2
,

ce qui est l’équation d’un ellipsöıde. 2

Définition 4.4 L’ellipsöıde du théorème précédent satisfaisant (AΩ,Ω) = 1
s’appelle ”ellipsöıde d’inertie” du corps par rapport au point 0.

Fig. 4.7 – Ellipsöıde d’inertie.

Nous faisons remarquer que normalement, un corps solide n’est pas une
simple collection de points massifs isolés, mais il est mieux décrit par un
volume continu et une densité de masse ρ (Q), de telle sorte que la masse
d’un élément de volume

dv = d3Q
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au point Q est donnée par

dm = ρ (Q) dv.

Dans ce cas,

Aij =

∫

corps

ρ (Q) [Q2δij −QiQj ]d
3Q, (4.38)

et

Ie =

∫

corps

ρ (Q) [Q2 − (Q · e)2]d3Q. (4.39)

Comme exercice, nous pouvons considérer un corps en forme d’ellipsöıde
dont la densité est constante, ρ (Q) = ρ0, et 0 est le centre de masse et en
déterminer alors l’ellipsöıde d’inertie.

Le centre de masse d’un corps de masse totale m =
∫
ρ(Q)d3Q est défini par

Q̄ :=
1

m

∫

ρ (Q)Qd3Q. (4.40)

Si le corps a un axe de symétrie d’ordre k, tel qu’il se recouvre après une
rotation d’angle 2π

k
autour d’un axe e, l’ellipsöıde d’inertie possède la même

symétrie autour de cet axe. Mais un ellipsöıde triaxial n’a pas d’axe de
symétrie d’ordre supérieur à 2, et donc tout axe d’ordre de symétrie k > 2
est un axe de rotation de l’ellipsöıde d’inertie.

Fig. 4.8 – Ellipsöıde d’inertie d’un triangle équilatéral.

Définition 4.5 Un axe e est appelé axe de symétrie de l’ellipsöıde d’inertie
si celui-ci est invariant sous rotation autour de e.
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Théorème 4.13 de Steiner. Soit I0 le moment d’inertie d’un corps par rap-
port à un axe e qui traverse le centre de masse du corps, et soit e′ un axe
parallèle à e, et situé à une distance r de e. Alors, le moment d’inertie par
rapport à e′ est

I ′ = I0 +mr2, (4.41)

où m est la masse du corps.

Preuve 4.11 du théorème de Steiner.
Pour les coordonnées Q telles que Q = O corresponde au centre de masse,
nous avons

∫

corps

ρ (Q)Qi d
3Q = 0. (4.42)

Nous choisissons maintenant le point O′ sur e′ tel que
−→

(O′,O)= re⊥, où
e⊥ est un vecteur unitaire normal à e et e′. Si Q′ sont les coordonnées par
rapport à O′, Q′ = Q + re⊥. Nous avons alors

I ′ =

∫

corps

ρ (Q′) (Q′ − (Q′ · e′) e′)
2
d3Q′

I ′ =

∫

corps

ρ (Q) (Q + re⊥ − (Q · e) e)2 d3Q

= I0 + 2r

∫

corps

ρ (Q) (Q · e⊥) d3Q

︸ ︷︷ ︸

=0

+r2

∫

corps

ρ (Q) d3Q

= I0 + r2m (4.43)

ou

I0 =

∫

corps

(Q) (Q − (Q · e) e)2 d3Q

m =

∫

corps

ρ (Q) d3Q.

Le deuxième terme disparâıt à cause de (4.42). 2

Le moment d’inertie par rapport à un axe qui passe par le centre de masse
est toujours inférieur à tout autre moment d’inertie défini par rapport à un
axe parallèle.
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Fig. 4.9 – Théorème de Steiner

4.4 Les équations d’Euler, la description de

Poinsot du mouvement d’un corps solide

Nous considérons le mouvement d’un corps solide avec un point fixe O. Soient
M le moment cinétique du corps par rapport à O, Ω la vitesse angulaire et
(Aij) l’opérateur d’inertie tel que

AΩ = M .

Les vecteurs M et Ω sont définis dans le référentiel K qui bouge avec le
corps. En absence de forces, le moment cinétique dans l’espace d’inertie,

m = RtM ,

est conservé. Donc, M doit varier de la manière suivante :

0 = ṁ = ṘtM +RtṀ = ṘtR
−1
t m +RtṀ

= ω ∧ m +RtṀ ,

et

0 = RtΩ ∧ RtM +RtṀ = Rt

(

Ω ∧ M + Ṁ
)

.

Ainsi, nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Théorème 4.14 En absence de forces extérieures,

Ṁ =
d

dt
M = M ∧Ω. (4.44)

Ces équations sont les équations d’Euler en absence de forces.
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Comme AΩ = M , nous décomposons Ω et M le long des axes principaux
du corps

Ω = Ω1e1 + Ω2e2 + Ω3e3

et

M = M1e1 +M2e2 +M3e3

avec Mi = IiΩi, Ii étant le moment d’inertie dans le direction ei, (Aij = Iiδij).
Dans ce cas, (4.44) devient

Ṁ1 = I1Ω̇1 = M2Ω3 −M3Ω2 = (I2 − I3) Ω2Ω3

Ṁ2 = I2Ω̇2 = (I3 − I1)Ω1Ω3

Ṁ3 = I3Ω̇3 = (I1 − I2)Ω1Ω2. (4.45)

Si les forces extérieures ne sont pas nulles mais engendrent un moment de
force n (q) = q ∧ f (q) à tout point q du corps, nous définissons le moment
de force total

n =

∫

corps

n (q) d3q, et N = R−1
t n,

alors les équations d’Euler prennent la forme suivante

dM

dt
= M ∧ Ω + N .

Lemme 4.2 Les équations d’Euler libres possèdent deux intégrales premières
quadratiques en M :

2E =
M2

1

I1
+
M2

2

I2
+
M2

3

I3
, M2 = M2

1 +M2
2 +M2

3 . (4.46)

Preuve 4.12 du lemme (4.2)
E est une quantité conservée par la loi de conservation de l’énergie et M2

l’est également par la loi de conservation du moment cinétique.

Le vecteur M bouge donc le long de l’intersection de la sphère M 2 = µ2 et

de l’ellipsöıde 2E =
M2

1

I1
+

M2
2

I2
+

M2
3

I3
. Pour étudier la structure des courbes

M(t), considérons l’intersection de l’ellipsöıde, E > 0, avec des sphères de
différents rayons µ.
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Fig. 4.10 – Trajectoire des équations d’Euler sur une surface de niveau
d’énergie.

Nous supposons I1 > I2 > I3. Les longueurs des demi-axes de l’ellipsöıde
sont alors

√
2EI1 >

√
2EI2 >

√
2EI3. Si µ <

√
2EI3 ou µ >

√
2EI1, il n’y a

pas d’intersection entre la sphère de rayon µ et l’ellipsöıde. Un mouvement
satisfaisant M2 = µ2 et d’énergie E est donc impossible. Si µ =

√
2EI3,

l’intersection consiste en deux points et pour µ &
√

2EI3, l’intersection se
réduit à deux petits cercles. Les points µ =

√
2EI3 sont des points station-

naires stables, et de même avec µ =
√

2EI1. Par contre, la courbe µ =
√

2EI2
consiste en deux cercles. Ce point stationnaire est alors instable.
Evidemment, les solutions M = Miei et donc Ω = Ωiei sont des rotations
stationnaires, c’est-à-dire Ω̇ = Ṁ = 0, ainsi qu’il est possible de le voir à
partir de (4.45). Nous avons donc le théorème suivant :

Théorème 4.15 Les solutions M = M1e1 et M = M3e3 des équations
d’Euler (4.45) correspondant aux rotations autour de l’axe avec le plus grand
et le plus petit moment d’inertie sont stables, tandis que la solution station-
naire autour de l’axe moyen e2 est instable.

Nous voulons encore mieux visualiser le mouvement du moment cinétique M

et de la vitesse angulaire Ω dans le référentiel du corps. Ils sont périodiques
si M2 6= 2EIi. Pour visualiser la façon dont le corps tourne dans l’espace,
nous considérons son ellipsöıde d’inertie

E = {Ξ| (Ξ, AΞ) = 1} ⊂ K.

A tout moment l’ellipsöıde E occupe la position RtE dans l’espace station-
naire k.
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Théorème 4.16 de Poinsot
L’ellipsöıde d’inertie roule, sans glisser, le long d’un plan perpendiculaire au
moment cinétique m.

Fig. 4.11 – Roulement de l’ellipsöıde d’inertie sur un plan invariable.

Preuve 4.13 du théorème (4.16)
Nous considérons un plan Π normal à m et tangent RtE . Il existe deux de ces
plans. Au point de contact, la normale à RtE est parallèle à m. L’ellipsöıde
E est aussi donné par

E = {Ξ|Ξ =
Ω√
2T

,
1

2
(Ω, AΩ) = T} ⊂ K.

La normale à E est alors donnée par ∇ (AΩ,Ω) = 2AΩ = 2M , donc la
normale à RtE est 2RtM = 2m, attachée au point de contact ξ entre Π et
RtE . Dan k le point de contact est donné par ξ = RtΞ,

ξ = ± ω√
2T

, T =
1

2

(
M2

1

I1
+
M2

2

I2
+
M2

3

I3

)

.

Mais, (ξ,m) = ±
√

2T est une grandeur constante. Donc la distance entre le
plan Π et le centre de masse O ne change pas et l’ellipsöıde E roule sur Π
sans glisser. Π est aussi appelé ”plan invariable”. 2

Corollaire 4.5 Pour une condition initiale proche d’une rotation station-
naire autour du plus petit (grand) axe d’inertie, la vitesse angulaire reste
proche de sa position initiale non seulement par rapport au corps (Ω), mais
aussi par rapport à l’espace fixe (ω). (Dans ce cas m et ω sont presque
parallèles.)
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Nous considérons la trajectoire du point ξ ∈ RtE ∩ Π. Lorsque ξ a fait une
révolution entière sur l’ellipsöıde E , les conditions initiales se répètent, mais
le corps a tourné d’un angle α autour de l’axe m. La seconde révolution est
exactement pareille à la première. Ainsi, si α = 2π p

q
, p, q ∈ N, le mouvement

est périodique aussi dans k, mais si α
2π

/∈ Q, le corps ne retourne jamais dans
sa position initiale. Dans un tel cas, la trajectoire de ξ est dense dans un
anneau autour de O′ sur Π :

Fig. 4.12 – Trajectoire d’un point de contact sur le plan invariable.

Nous considérons plus en détail le cas spécial important d’un ellipsöıde d’iner-
tie avec symétrie axiale : I1 = I2 6= I3. L’ellipsöıde est donc symétrique sous
rotation autour de l’axe e3 sur le corps, Rte3 dans l’espace fixe. Dans ce cas,

Ω = Ω3e3 + Ω⊥

M = I3Ω3e3 + I2Ω⊥,

avec Ω⊥ = Ω1e1 + Ω2e2. Donc, e3, Ω et M sont dans le plan (e3,Ω⊥). De
même, Rte3, ω et m sont dans le plan donné par le vecteur constant m et
Rte3. Les équations d’Euler sont alors

dΩ3

dt
= 0 (4.47)

2Ω1
dΩ1

dt
+ 2Ω2

dΩ2

dt
=

d

dt

(
Ω2

⊥

)
= 0,
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et donc, d
dt

Ω2 = 0 et d
dt
ω2 = 0. Les axes de rotation, ω et de symétrie

Rte3 tournent autour de l’axe fixe m. Le mouvement de rotation de l’axe de
symétrie Rte3 s’appelle ”précession”.

Fig. 4.13 – Mouvement de précession.

Ω = Ω3e3 + Ω⊥

M = I3Ω3e3 + I2Ω⊥, Ω =
1

I2
M +

(

1 − I3
I2

)

Ω3e3

ω = RtΩ =
1

I2
m +

(

1 − I3
I2

)

Ω3Rte3. (4.48)

La deuxième composante de ω n’est que la rotation du corps autour de son
axe de symétrie, tandis que la première composante est la précession,

ωpr =
1

I2
m. (4.49)

4.5 La toupie lourde ou toupie de Lagrange

Nous considérons un corps solide avec symétrie de rotation autour d’un axe
e3, une toupie, avec par conséquent I1 = I2 6= I3. Cette toupie est placée
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dans un champ de force uniforme, gravitationnel par exemple. Nous verrons
que son mouvement est composé de trois processus périodiques : rotation,
précession et nutation. Nous introduisons maintenant les angles d’Euler.

Fig. 4.14 – Mouvement de la toupie.

Le cas général pour lequel aucune symétrie n’est requise ne peut pas être
résolu. Nous considérons donc une toupie avec un axe de symétrie e3. Par
conséquent, son centre de masse est situé sur e3. Une rotation autour de e3 ne
change pas la fonction de Lagrange, et donc, d’après le théorème de Noether,
il existe une intégrale première du système, laquelle est une conséquence de
la symétrie. Comme nous le verrons, il s’agit de M3. En plus, l’énergie E et
le moment cinétique en direction de ez, mz sont des grandeurs conservées.
Le moment de force n = q ∧ f est perpendiculaire à ez qui est parallèle à f ,
et ainsi, mz est constant.

Nous introduisons trois angles appelé angles d’Euler, comprenant l’angle de
rotation autour de l’axe z, φ, et l’angle de rotation autour de e3, ψ. Ces deux
angles sont des variables cycliques et leurs impulsions canoniques sont alors
conservées. Les angles d’Euler, (φ, ψ, θ), forment un système de coordonnées
locales de SO(3), et sont définis comme suit :

Soit (ex, ey, ez) le système cartésien de l’espace fixe, stationnaire et soit
(e1, e2, e3) un système cartésien droit, connecté avec le corps rigide le long
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des axes principaux avec moments d’inertie I1 = I2 6= I3. Nous posons
eN = ez ∧ e3 qui définit la ligne nodale. (Si ez = e3 on peut choisir eN

abitrairement dans le plan normal à ez.) Pour transformer le référentiel sta-
tionnaire (ex, ey, ez) vers le référentiel en mouvement (e1, e2, e3), nous ef-
fectuons les rotations suivantes :

1. Rotation d’un angle φ autour de l’axe ez = e′

3
telle que ex devient

eN = e′

1
et ez reste fixe.

2. Rotation d’un angle θ autour de l’axe eN = e′

1
telle que ez = e′

3

devient e3 et eN = e′

1
reste fixe.

3. Rotation d’un angle ψ autour de l’axe e3 telle que e′

1
devient e1 et ey

devient donc e2.

Fig. 4.15 – Angles d’Euler.

Après avoir effectué ces trois rotations, (ex, ey, ez) 7→ (e1, e2, e3). Nous
avons donc le théorème suivant :

Théorème 4.17 A tout triplet (φ, θ, ψ) ∈ (0, 2π)×(0, π)×(0, 2π), la construc-
tion précédente associe une rotation R (φ, θ, ψ) := R (e3, ψ)R (eN , θ)R (ez, φ) =
R3(ψ)R1(θ)R3(φ) qui transforme le référentiel (ex, ey, ez) en (e1, e2, e3).
Cette application fournit des coordonnées locales pour SO (3) qui est l’espace
des configurations de la toupie
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Nous voulons maintenant écrire la fonction lagrangienne correspondant à un
tel système. L’énergie potentielle est donnée par

U =

∫

dx

∫

dy

∫

dz ρ (x, y, z) gz = mgz0 = mgl cos θ, (4.50)

où z0 est la hauteur du centre de masse, l est sa distance de la pointe q = Q =
0 et ρ (x, y, z) est la densité de masse au point x = (x, y, z) du corps. Nous
calculons maintenant l’énergie cinétique. Comme I1 = I2, l’énergie cinétique
ne peut pas dépendre des rotations autour de e3 (axe de symétrie du corps)
et de ez (axe n’ayant pas de rapport avec le corps). Par conséquent, φ et ψ
sont des variables cycliques dont l’énergie cinétique T ne dépend pas. Nous
la calculons alors pour φ = ψ = 0.

Lemme 4.3 Pour φ = ψ = 0, le moment angulaire de la toupie est donné
comme suit avec les angles d’Euler

ω = θ̇e1 + φ̇ sin θe2 +
(

ψ̇ + φ̇ cos θ
)

e3. (4.51)

Preuve 4.14 du lemme (4.3)
Pour une rotation Rt quelconque, le moment angulaire est définie comme

d

dt
(RtQ) = q̇ = ṘtR

−1
t q

(4.5)
= ω ∧ q

Rt (φ, θ, ψ) = Rt (e3, ψ)Rt

(
e′

1
, θ
)
Rt

(
e′

3
, φ
)

R−1
t (φ, θ, ψ) = Rt

(
e′

3
,−φ

)
Rt

(
e′

1
,−θ

)
Rt (e3,−ψ)

et donc

ṘtR
−1
t = Ṙt (e3, ψ)R−1

t (e3, ψ) +Rt (e3, ψ) Ṙt

(
e′

1
, θ
)
Rt

(
e′

1
,−θ

)
Rt (e3,−ψ)

+Rt (e3, ψ)Rt

(
e′

1
, θ
)
Ṙt

(
e′

3
, φ
)
Rt

(
e′

3
,−φ

)
Rt

(
e′

1
,−θ

)
Rt (e3,−ψ)

(

ṘtR
−1
t

)

|φ=ψ=0q =
[

Ṙt (e3, ψ)R−1
t (e3, ψ) + Ṙt

(
e′

1
, θ
)
Rt

(
e′

1
,−θ

)

+Rt

(
e′

1
, θ
)
Ṙt

(
e′

3
, φ
)
Rt

(
e′

3
,−φ

)
Rt

(
e′

1
,−θ

) ]

=
(

ψ̇e3 + θ̇e1 + φ̇ez

)

∧ q

= ω ∧ q,

ω = θ̇e1 + φ̇ sin θe2 +
(

ψ̇ + φ̇ cos θ
)

e3 . (4.52)
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Ici nous avons utilisé que

R(e, θ)A(α)R(e,−θ) = A(R(e,−θ)α), où

A(α) ≡





0 −α3 α2

α3 0 −α1

−α2 α1 0





pour α = φ̇e3. En plus,

R
(
e′

1
,−θ

)
e3 = ez = cos θe3 + sin θe2 . 2

L’énergie cinétique s’écrit

T =
1

2

(
I1ω

2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

)

=
1

2

[

I1

(

θ̇2 + φ̇2 sin2 θ
)

+ I3

(

ψ̇ + φ̇ cos θ
)2
]

, (4.53)

et avec (4.50) et (4.53),

L = T − U =
I1
2

(

θ̇2 + φ̇2 sin2 θ
)

+
I3
2

(

ψ̇ + φ̇ cos θ
)2

−mgl cos θ(4.54)

E = T + U =
I1
2

(

θ̇2 + φ̇2 sin2 θ
)

+
I3
2

(

ψ̇ + φ̇ cos θ
)2

+mgl cos θ .

Les intégrales premières correspondant aux variables cycliques φ et ψ sont :

Mz =
∂L

∂φ̇
=

(
I1 sin2 θ + I3 cos2 θ

)
φ̇+ I3ψ̇ cos θ (4.55)

M3 =
∂L

∂ψ̇
= I3

(

ψ̇ + φ̇ cos θ
)

. (4.56)

Théorème 4.18 L’inclination θ de la toupie obéit à l’équation de mouve-
ment d’une particule de masse I1 dans un potentiel Ueff (θ) donné par

Ueff (θ) =
(Mz −M3 cos θ)2

2I1 sin2 θ
+mgl cos θ. (4.57)
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Preuve 4.15 du théorème (4.18)
Nous utilisons les deux équations (4.55) et pour (4.56) éliminer φ̇ et ψ̇ de
l’énergie constante E = T + U correspondant au lagrangien (4.54),

ψ̇ + φ̇ cos θ =
M3

I3
(4.58)

φ̇ =
(Mz −M3 cos θ)

I1 sin2 θ
, (4.59)

et donc

E =
I1
2
θ̇2 +

(Mz −M3 cos θ)2

2I1 sin2 θ
+
M2

3

2I3
+mgl cos θ

=
I1
2
θ̇2 + U(θ).

Comme les équations d’Euler-Lagrange ne changent pas si nous modifions le

potentiel en ajoutant une constante, U → U − M2
3

2I3
, l’équation précédente est

équivalente à

E ′ =
I1
2
θ̇2 + Ueff (θ) . 2 (4.60)

Une fois l’équation pour θ résolue, θ = θ (t), nous obtenons φ par intégration
de (4.59), et ψ par intégration de

ψ̇ =
M3

I3
+
M3 cos2 θ −Mz cos θ

I1 sin2 θ
. (4.61)

Pour une étude qualitative du système, il est utile d’introduire u = cos θ,
u̇ = − (sin θ) θ̇. Comme

E ′ = T ′ + Ueff =
I1
2
θ̇2 + Ueff (θ)

est une grandeur conservée, nous obtenons

u̇2 =
2E ′

I1

(
1 − u2

)
− (Mz −M3u)

2

I2
1

− 2mgl

I1
u
(
1 − u2

)

= f (u) . (4.62)
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Nous posons

α =
2E ′

I1
, β =

2mgl

I1
, a =

Mz

I1
, et b =

M3

I1
(4.63)

de telle sorte que

f(u) = (α− βu)
(
1 − u2

)
− (a− bu)2, (4.64)

et (4.59) se réduit à

φ̇ =
a− bu

1 − u2
. (4.65)

Nous notons encore que pour u = 1, θ = 0 f(u) ≥ 0 seulement si Mz = M3

et f = 0. Dans ce cas, u = 1 est un point d’équilibre de la dynamique de la
toupie lourde.
La fonction f(u) est un polynôme de degré 3 avec f(+∞) = +∞, et f(±1) =
−(a ∓ b)2 < 0, si a 6= b. Pour le mouvement véritable, u̇2 > 0, −1 ≤ u ≤ 1,
il faut que f (u) > 0 quelque part dans l’intervalle −1 ≤ u ≤ 1. Dans ce cas,
f(u) possède deux zéros, u1 < u2 sur cet intervalle.

Fig. 4.16 – La fonction f (u) et ses zéros.

L’inclination de la toupie varie donc de façon périodique entre θ1 et θ2, avec
u1 = cos θ1 et u2 = cos θ2. Ce mouvement périodique de θ est la nutation.
L’angle φ entre ex et eN , la ligne nodale, décrit le mouvement de l’axe de
la toupie e3 autour de l’axe ez. Il obéit à l’équation du mouvement (4.65).
Si cos θ′ = u′ = a

b
est tel que u′ /∈ [u1, u2], φ̇ ne change pas de signe, et le

mouvement de l’axe de la toupie est comme le schéma (a) de la fig. 4.5. Si
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u′ ∈ [u1, u2], alors φ̇ (u′) = 0, et φ change de direction à u′, schéma (b). Si
u′ est au bord, par exemple u′ = u2, le mouvement de l’axe e3 possède une
”pointe” à u = u2 = u′, schéma (c). Cette dernière possibilité est réalisée si
la toupie est lâchée avec vitesse nulle à u2 = cos θ2.

Fig. 4.17 – Différents mouvement possibles de l’axe de la toupie.

Le mouvement azimuthal (i.e. en φ) de la toupie est la précession, et le
mouvement autour de son propre axe de symétrie e3 (avec vitesse angulaire
Ω3 = M3

I3
= ψ̇ + φ̇ cos θ) est la rotation. Ces trois mouvements possèdent

leur période propre. Si les rapports entre ces périodes ne sont pas rationnels,
la toupie ne retourne jamais à sa position initiale, mais elle s’en approche
arbitrairement proche.

Nous discutons maintenant quelques cas particuliers de toupies.

Nous considérons d’abord la toupie dormante verticale, définie par e3 =
ez, θ = 0. Dans ce cas, M3 = Mz = I3ω3 et le développement de Ueff à θ = 0
donne

Ueff =
(ω3I3)

2

2I1

(1 − cos θ)2

sin2 θ
+mgl cos θ

=

(

(ω3I3)
2

8I1
− mgl

2

)

θ2 + const. + O
(
θ4
)
.

La position d’équilibre θ = 0 est stable si
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ω2
3 >

4mglI1
I2
3

, (4.66)

sinon elle est instable. Quand le frottement réduit la vitesse de rotation de
la toupie en dessous de la valeur donnée en (4.66), la toupie dormante se
réveille et commence ses mouvements de précession et de nutation.

Comme second cas particulier, nous discutons la toupie rapide. Une toupie
est appelée rapide si l’énergie cinétique de sa rotation est beaucoup plus
importante que son énergie potentielle

1

2

M2
3

I3
=

1

2
I3ω

2
3 ≫ mgl

Nous négligeons d’abord le potentiel gravitationnel, et dans ce cas nous ob-
tenons le lemme suivante :

Lemme 4.4 Sans gravité (g ≡ 0) l’angle θ0 donné par Mz = M3 cos θ0 est
un équilibre stable de l’équation du mouvement de l’axe e3 de la toupie. La
fréquence de petites oscillations de θ proche de cet équilibre est

ωnut =
I3ω3

I1
=
M3

I1
(4.67)

Preuve 4.16 du lemme (4.4)
Pour g ≡ 0, nous avons

Ueff =
(Mz −M3 cos θ)2

2I1 sin2 θ

qui est définie positive et θ0 donné par

Mz = M3 cos θ0 (4.68)

et Ueff (θ0) = 0 est un minimum. Le développement de Taylor de Ueff autour
de ce minimum donne (θ = θ0 + x)

Ueff (x) =
(Mz −M3 cos (θ0 + x))2

2I2 sin2 (θ0 + x)
.



Chap. 4 : Corps rigide, la toupie. 101

Les dépendances se trouvent dans les fonctions triogonométriques, dont les
développements fournissent

cos (θ0 + x) = cos θ0 cosx− sin θ0 sin x

=

(

1 − 1

2
x2

)

cos θ0 − x sin θ0 + O
(
x3
)
,

et

sin (θ0 + x) = sin θ0 cosx+ cos θ0 sin x

=

(

1 − 1

2
x2

)

sin θ0 + x cos θ0 + O
(
x3
)
.

Nous avons donc (Mz −M3 cos (θ0 + x))2 = M3x
2 sin2 θ0 + O (x3), et

Ueff (x) =
M2

3

2I1
x2 + O

(
x3
)
.

L’énergie devient

E =
I1
2
ẋ2 +

M2
3

2I1
x2, (4.69)

et comme elle est une constante du mouvement, nous obtenons en dérivant
par rapport au temps

ẍ = −M
2
3

I2
1

x = −ω2
nutx,

et donc

ωnut =
M3

I1
2

Comme φ̇ = Mz−M3 cos θ
I1 sin2 θ

, alors de manière évidente, φ̇ = 0 à θ = θ0.

Pour trouver la précession pour des petites déviations de θ0, nous rappelons
la description de Poinsot pour la toupie de Lagrange, ce qui est notre cas
pour g ≡ 0. L’axe de la toupie e3 tourne donc autour du moment cinétique
m qui est fixé dans l’espace
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Fig. 4.18 – Deux descriptions équivalentes de la toupie libre.

Donc, pour une toupie avec g ≡ 0, le mouvement en θ (nutation) et en φ
(précession) se compensent de telle manière à ce que l’axe e3 de la toupie
décrive un mouvement circulaire autour du moment cinétique m fixé dans
l’espace. Si nous ajoutons la gravitation, g 6≡ 0 et que la toupie reste rapide,
M2

3

2I3
>> mgl, ce cercle est déformé en ”rosette” et le mouvement de l’axe e3

avance nettement en direction φ, comme le schéma (b) de la Fig. 4.17.

Nous étudions maintenant un autre cas particulier de la toupie : la toupie
relâchée. Nous relâchons une toupie qui tourne avec un moment cinétique
M3 à partir d’une position où son axe forme un angle θ0 avec la verticale,
sans élan. Nous avons donc Mz = M3 cos θ0.

Théorème 4.19 Si l’axe de la toupie est stationnaire initialement
(

φ̇ = θ̇ = 0
)

et si la toupie tourne rapidement (ω3 → ∞) autour de son axe qui est incliné
d’un angle θ0 par rapport à la verticale ez, alors asymptotiquement, (dans la
limite (ω3 → ∞) ), les énoncés suivants sont vérifiés :

1. La fréquence de nutation est proportionnelle à la fréquence angulaire
ω3,

ωnut
∼= I3
I1
ω3. (4.70)

2. L’amplitude de nutation, anut = |θ1−θ2|
2

, est inversément proportionnelle
au carré de la fréquence de rotation, ω3.

3. La fréquence de précession est inversément proportionnelle à la fréquence
de rotation.
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De manière plus précice, les relations suivantes sont vérifiées

ωnut ∼
I3
I1
ω3, anut ∼

I1mgl

I2
3ω

2
3

sin θ0, ωprec ∼
mgl

I3ω3
. (4.71)

Ici, f1 (ω3) ∼ f2 (ω3) signifie que

lim
ω3→∞

f1 (ω3)

f2 (ω3)
= 1,

i.e. f1 et f2 se comportent de la même façon pour ω3 → ∞.

Preuve 4.17 du théorème (4.19)

Si nous lâchons la toupie à θ0, u0 = cos θ0, θ̇(t = 0) = 0 et φ̇(t = 0) = 0 so
that M(t = 0) = M3e3 donc Mz = M3 cos θ0. Nous avons alors

E ′ =
I1
2
θ̇2 +mgl cos θ +

(Mz −M3 cos θ)2

2I1 sin2 θ
= mgl cos θ0.

Avec les définitions (4.63),

α =
2E ′

I1
, β =

2mgl

I1
.

nous obtenons alors

α− β cos θ0 = α− βu0 = 0.

Comme θ̇(0) = u̇(t = 0) = 0 il suit que f (u0) = 0, donc u0 = u2. De plus,

a− bu0 =
Mz −M3 cos θ0

I1
= 0 donc u0 = u′.

Nous nous trouvons alors dans la situation décrite par le schéma (c) de la
Fig. 4.17. Nous avons déjà dérivé que dans la limite g → 0 (ce qui correspond
à ω3 → ∞), la fréquence de nutation devient

ωnut
∼= I3
I1
ω3.

Comme g 6≡ 0, le minimum du potentiel Ueff n’est pas exactement à θ0, mais
à θg, avec θg = θ0 + xg, |xg| << 1. Nous développons Ueff en x = θ − θ0 :
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Ueff (x) =
I2
3ω

2
3

2I1
x2 +mgl cos θ0 − xmgl sin θ0 −

mgl

2
cos θ0x

2 + O
(
x3
)
.

Comme
I2
3
ω2

3

I1
>> mgl, nous négligeons le dernier terme du développement.

Le minimum de Ueff atteint en x = xg est donne par

0 =
dUeff

dx

∣
∣
∣
xg

=
I2
3ω

2
3

I1
xg −mgl sin θ0,

et donc

xg =
I1mgl sin θ0

I2
3ω

2
3

.

L’inclination θ de l’axe de la toupie oscille autour de θg = θ0 + xg. Mais au
moment initial θ = θ0 et θ̇ = 0. Donc, l’amplitude de cette oscillation est

anut = |θ0 − θg| ∼= xg ∼=
I1mgl sin θ0

I2
3ω

2
3

.

Nous trouvons encore la fréquence de précession

φ̇ =
Mz −M3 cos θ

I1 sin2 θ
=

M3

I1 sin θ0
x+ O

(
x2
)
.

La valeur moyenne de x sur une oscillation est x̄ = xg, et donc

ωprec = ¯̇φ =
M3

I1 sin θ0
xg =

M3mgl

I2
3ω

2
3

=
mgl

I3ω3
. 2.
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Pour la dernière égalité, nous avons utilisé M3 = I3ω3. Ainsi, plus la toupie
tourne vite, plus la fréquence de précession et l’amplitude de la nutation
diminuent, et plus la position θ ≃ θ0 de l’axe de la toupie devient stable.



Chapitre 5

Mécanique hamiltonienne :
transformations canoniques

5.1 Crochet de Poisson

Soit f(q,p, t) une fonction des positions, des impulsions et du temps. Sa
dérivée totale par rapport au temps le long d’une solution du système hamil-
tonien avec fonction de hamilton H est

df

dt
=

∂f

∂t
+
∑

i

(
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi

)

(5.1)

=
∂f

∂t
+
∑

i

(
∂f

∂qi
∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)

(5.2)

≡ ∂f

∂t
+ {H, f} (5.3)

où nous avons utilisé la définition générale du crochet de Poisson entre deux
fonctions g et f sur l’espace de phase

{g, f} ≡
∑

i

(
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)

(5.4)

(Dans cette définition une éventuelle dépendance explicite du temps de f
et g n’entre pas en compte. Ici t est à regarder comme un paramètre). Une
fonction qui reste constante lors du mouvement, c’est-à-dire une intégrale
première, satisfaisant alors

0 =
∂f

∂t
+ {H, f} . (5.5)

106
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Le crochet de Poisson possède les propriétés suivantes qui se déduisent aisément
de la définition

{g, f} = −{f, g} (5.6)

{g, c} = 0 pour toute constante c. (5.7)

{g1 + g2, f} = {g1, f} + {g2, f} . (5.8)

En prenant la dérivée partielle de (5.4) par rapport au temps nous trouvons
encore

∂

∂t
{g, f} = {∂g

∂t
, f} + {g, ∂f

∂t
} . (5.9)

En plus, posant g = pi ou g = qi, nous trouvons

{f, pi} = − ∂f

∂qi
(5.10)

{f, qi} =
∂f

∂pi
(5.11)

ce qui implique

{pj , pi} = {qj , qi} = 0 et {pj, qi} = δij . (5.12)

Il est intéressant de noter la similarité de ces formules avec celles des com-
mutateurs en mécanique quantique.

Théorème 5.1 (Crochet de Lie et crochet de Poisson)
– Entre les crochets de Poisson formés de trois fonctions f, g et h sur l’espace

de phase, il existe la relation suivante appelée l’identité de Jacobi

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 . (5.13)

– En plus, si nous définissons par Xf le champ vectoriel hamiltonien qui a
comme fonction de Hamilton la fonction f , donc

Xf =

(
∂f

∂p1
, · · · , ∂f

∂pn
,− ∂f

∂q1
, · · · ,− ∂f

∂qn

)

(5.14)

nous trouvons que
[Xf , Xg] = X{f,g} . (5.15)

Ici [Xf , Xg] est le commutateur entre Xf et Xg, c’est-à-dire, que, pour une
fonction h sur l’espace de phase

[Xf , Xg] h = Xf (Xgh) −Xg (Xfh) .
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Preuve 5.1 La dérivation de l’identité de Jacobi (5.13), pour le crochet de
Poisson peut être obtenue par un calcul direct qui est un peu long, mais ne
pose aucune difficulté particulière (bon exercice !). Nous le laisserons donc de
côté ici.
Pour démontrer le lien entre le crochet de Poisson de deux fonctions et le cro-
chet de Lie des champs vectoriels hamiltoniens correspondants, nous revenons
à la définition du crochet de Lie. En général, pour deux champs vectoriels sur
une variété de dimension n,

X =

n∑

i=1

X i∂i et Y =

n∑

i=1

Y i∂i , (5.16)

nous avons

[X, Y ]f := Y (Xf) −X(Y f)

=

n∑

i,j=1

Y i∂i
(
Xj∂jf

)
−X i∂i

(
Y j∂jf

)

=
n∑

i,j=1

(
Y i∂iX

j −X i∂iY
j
)
∂jf

=

n∑

j=1

[X, Y ]j∂jf (5.17)

avec

[X, Y ]j =

n∑

i=1

Y i∂iX
j −X i∂iY

j . (5.18)

Evidemment, ce produit est linéaire en X et Y et antisymétrique. De plus, il
satisfait aussi l’identité de Jacobi,

[Z, [X, Y ]] + [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] = 0 .

La démonstration de cette identité demande un peu de travail, mais à nou-
veau, il s’agit d’un simple calcul que nous laissons de côté.
Nous utilisons alors l’identité de Jacobi pour le crochet de Poisson, à fin de
démontrer (5.15) : la définition du crochet de Lie est (5.17)

[Xf , Xg]h = Xf(Xgh) −Xg(Xfh) .

Mais les définitions du crochet de Poisson et du champ hamiltonien Xf ,
impliquent Xfh = {f, h} telle que

[Xf , Xg]h = Xf(Xgh) −Xg(Xfh) = Xf ({g, h}) −Xg ({f, h})
= {f, {g, h}} − {g, {f, h}} = {f, {g, h}} + {g, {h, f}}

Jacobi
= −{h, {f, g}} = {{f, g}, h} = X{f,g}h .
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2

Théorème 5.2 (de Poisson) Soient f et g des intégrales premières par
rapport au champ hamiltonien XH . Alors leur crochet de Poisson est aussi
une intégrale première.

Preuve 5.2 (du thm. 5.2) Ceci est une simple conséquence de l’identité de
Jacobi et de l’éq. (5.9) : avec Jacobi, nous avons

{H, {f, g}} = {f, {H, g}} + {{H, f}, g} (5.19)

et donc

d

dt
{f, g} =

∂

∂t
{f, g} + {H, {f, g}}

= {∂f
∂t
, g} + {{H, f}, g}+ {f, ∂g

∂t
} + {f, {H, g}}

= {df
dt
, g} + {f, dg

dt
} .

2

Si deux intégrales premières sont connues, il est possible d’en construire
d’autres par cette méthode. Bien sûr, on ne trouve pas toujours quelque
chose de nouveau...

Exercice : Calculer {mi, mj} et {mi, pj} pour un système à une particule en
3 dimensions où m = q∧p est le moment cinétique. Montrer que {mi, f} = 0
pour toute fonction f que ne dépend que de r = |q|.

5.2 Un principe variationnel pour les équations

canoniques

Nous ne considérons que des systèmes autonomes. La généralisation sur des
systèmes non-autonomes peut être obtenue en ajoutant t comme variable,
(q1, · · · , qn) → (q1, · · · , qn, qn+1 = t).
Nous avons démontré dans le chapitre II que les équations d’Euler-Lagrange
se dérivent à partir d’un principe variationnel par rapport a l’action

S(t2, t1) =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t))dt (5.20)

si nous considérons les points initiaux et finaux comme fixes.
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Nous considérons maintenant S comme une fonctionnelle sur les trajectoires
physiques qui commencent à q1 = q(t1) et qui dépend du point final q2 =
q(t2). La variation de l’action si nous considérons une trajectoire et une
trajectoire voisine est alors donnée par

δS =
∂L

∂q̇
δq

∣
∣
∣
∣

t=t2

+

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)

δqdt . (5.21)

Ici et par la suite nous utilisons l’écriture vectorielle telle que

∂L

∂q
≡
(
∂L

∂q1
, · · · , ∂L

∂qk

)

, δq ≡
(
δq1, · · · , δqk

)
,

et de même avec ∂L
∂q̇ . Une expression comme dans l’intégrale (5.21) est donc

à comprendre comme un produit scalaire :

∂L

∂q
δq ≡

k∑

i=1

∂L

∂qi
δqi .

Le long d’une trajectoire physique l’intégrant disparâıt et la dérivée de l’ac-
tion par rapport au point final q = q(t2) donne

∂S

∂q
=
∂L

∂q̇
= p . (5.22)

De façon analogue, nous pouvons considérer l’action comme fonction explicite
du temps final t = t2. Par définition, la dérivée totale de l’action par rapport
au temps est alors

dS

dt
= L .

D’autre part, en considérant l’action comme fonction des coordonnées finales
et du temps final, nous avons

dS

dt
=
∂S

∂t
+
∑

i

∂S

∂qi
q̇i =

∂S

∂t
+
∑

i

piq̇
i . (5.23)

En comparant les deux expression, nous trouvons

∂S

∂t
= L−

∑

i

piq̇
i = −H . (5.24)

Ceci donne aussi
dS

dt
= −H +

∑

i

pi
dqi

dt
. (5.25)
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Ceci donne la dérivée totale de S par rapport au temps final exprimée dans
les position et les impulsions finales de la trajectoire.
Nous supposons alors que non seulement les positions et le temps du point
final varient, mais aussi ceux du point initial. Il est évident que nous obtenons
les même contributions avec le signe opposé du point initial, de telle manière
que

dS

dt(2)
− dS

dt(1)
= −H(2) +

∑

i

p
(2)
i

dqi(2)

dt
+H(1) −

∑

i

p
(1)
i

dqi(1)

dt
. (5.26)

Ici les indices (1) et (2) indiquent les points initiaux et finaux. Cette équation
nous montre déjà que quelque soit l’hamiltonien du système, le mouvement
n’est pas arbitraire, mais toujours de la forme telle que

∑

i pi
dqi

dt
−H soit une

dérivée totale.1

Les équations de Hamilton peuvent être déduit formellement de la condition
de moindre action en écrivant (5.26) comme intégrale,

S =

∫
(
∑

i

pi
dqi

dt
−H

)

dt =

∫ (

p
dq

dt
−H

)

dt . (5.27)

La variation de cette action donne

δS =

∫ (

δp
dq

dt
+ p

dδq

dt
− ∂H

∂q
δq − ∂H

∂p
δp

)

dt . (5.28)

L’intégration par partie du deuxième terme et la collection des variation
indépendantes δq et δp donnent

δS =

∫ (

δp

[
dq

dt
− ∂H

∂p

]

− δq

[
dp

dt
+
∂H

∂q

])

dt . (5.29)

Evidemment, ceci est vérifié seulement pour des variations qui laissent les
points finaux et initiaux fixes. En demandant que la variation de S soit
nulle, nous retrouvons les équations canoniques

q̇ =
∂H

∂p
et ṗ = −∂H

∂q
. (5.30)

1Dans le langage des formes différentielles ceci implique que, le long d’une solution
la 1-forme θ =

∑

i
pidqi est donnée par θ = dS + Hdt. Pour un système autonome

(H =constant), la 2-forme ω = dH ∧ dt = dθ =
∑

i
dpi ∧ dqi est conservée le long

d’une solution (c’est-à-dire sous le flot hamiltonien). La forme ω est appelée une ’structure
symplectique’ sur l’espace de phase. Pour plus de détails sur la mécanique hamiltonienne
dans le langage des formes et sur des structures symplectiques, voir [1].
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5.2.1 Principe de Maupertuis

Pour un système hamiltonien autonome, il est parfois intéressant d’étudier
seulement la trajectoire elle-même et non la relation entre une position sur
cette trajectoire et le temps correspondant.
En s’en tenant à cette question plus restreinte de la détermination de la seule
trajectoire, il est possible de donner au principe de moindre action une forme
simplifiée. Comme le système est autonome, l’énergie est conservée le long
du mouvement,

H(q,p) = E = const.

En écrivant l’action (5.27) pour une énergie constante on a

S(t) =

∫ t

t0

(

p
dq

dt

)

dt− E(t− t0) (5.31)

La variation de cette action par rapport a tous les mouvements avec énergie
E fixée donne alors

δS0 = 0 avec S0 =

∫ t

t0

(

p
dq

dt

)

dt .

L’action réduite S0 a un minimum sur l’ensemble de toutes les trajectoires
à énergie E et passant par le point final à un instant t arbitraire. Pour
utiliser ce principe variationnel, il faut exprimer les impulsion en fonction des
vitesses et remplacer aussi dt par les différentielles des position en utilisant
la conservation d’énergie.

Exemple : Nous considérons un point massif dans un potentiel U(q). Donc

E = T + U =
m

2

(
dq

dt

)2

+ U(q) =
m

2

(
dℓ

dt

)2

+ U(q) .

Ici dℓ est l’élément de longueur le long de la trajectoire. La résolution pour
dt donne

dt =

√
m

2(E − U)
dℓ .

En plus pq̇ = 2T = 2(E − U) de telle façon que

S0 =

∫

pq̇dt =

∫
√

2m(E − U)dℓ .

Le principe variationnel, δS0 = 0, implique alors

0 = δ

∫
√

2m(E − U)dℓ
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le long du mouvement physique. Pour une particule libre, U = 0, nous avons

0 = δ

∫

dℓ .

La particule suit donc la trajectoire la plus courte qui lie les positions initiales
et finales, c’est-à-dire elle se meut sur une droite.

5.3 Transformations canoniques

Dans les chapitres II et suivants, nous avons vu qu’un système lagrangien
peut être décrit dans différents systèmes de coordonnées, (q1, · · · , qn) ou
(Q1, · · · , Qn) avec

Qi = Qi(q1, · · · , qn) et det

(
∂Qi

∂qk

)

6= 0 .

Bien sûr, comme (q,p), (Q,P ) définit aussi un système hamiltonien avec le
nouvel hamiltonien

H ′ =
∑

i

PiQ
i − L′(Q, Q̇(Q,P , t), t) et Pi =

∂L′

∂Qi
.

Le choix de bonnes coordonnées adaptées aux symétries est un art de grande
importance pour la résolution efficace d’un problème. Un des avantages du
formalisme hamiltonien est que en plus des transformations précédentes, un
tel système admet un grand nombre d’autres transformations, qui ne sont
pas de la forme d’une simple transformation de coordonnées spatiales, mais
qui mélangent les positions et les impulsions telles que

Q = Q(q,p, t) et P = P (q,p, t) det

(
∂(Q,P )

∂(q,p)

)

6= 0 .

Mais toute transformation de cette forme ne mène pas à nouveau à un
système canonique. Les transformations telles que les nouvelles équations
de mouvement sont encore des équations canoniques, donc qu’elles sont de
la forme

Ṗi = −∂H
′

∂Qi
, Q̇i =

∂H ′

∂Pi
,

pour un nouvel hamiltonien H ′(Q,P , t), sont appelées transformations
canoniques.
Pour trouver la forme des transformations canoniques, nous utilisons le prin-
cipe variationnel
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δ

∫
(
∑

i

pi
dqi

dt
−H

)

dt = 0 . (5.32)

Ici toutes les coordonnées et les impulsions varient indépendemment et les
valeurs aux bords sont fixées. Pour que les nouvelles variables satisfassent
aussi les équations de Hamilton avec fonction de Hamilton H ′, il faut que
aussi

δ

∫
(
∑

i

Pi
dQi

dt
−H ′

)

dt = 0 . (5.33)

Mais ces deux principes variationnels ne sont équivalents que si les quantités
entre parenthèses ne diffèrent que par une dérivée totale par rapport au
temps,

∑

i

pi
dqi

dt
−H −

(
∑

i

Pi
dQi

dt
−H ′

)

=
dF

dt

=
∑

i

(
∂F

∂qi
dqi

dt
+
∂F

∂Qi

dQi

dt

)

+
∂F

∂t
. (5.34)

Dans la deuxième égalité, nous avons supposé que F est une fonction des
variables qi et Qi et du temps. Cette égalité doit être vérifiée pour tous les
mouvements et donc pour toutes les vitesses dqi

dt
et dQi

dt
. En comparant les

coefficients des vitesses indépendantes, nous trouvons

pi =
∂F

∂qi
Pi = − ∂F

∂Qi
et H ′ = H +

∂F

∂t
. (5.35)

F est appelée la fonction génératrice de la transformation canonique et
dans le cas où F = F1(q,Q, t), il s’agit d’une transformation canonique
du type 1. Pour que la transformation soit bien définie, il faut que nous
pourrions résoudre p = ∂F

∂q pour Q(q, bp). Donc il faut que

det

(
∂2F1

∂qi∂Qj

)

= det

(
∂pi
∂Qj

)

6= 0. (5.36)

D’autre part, toute fonction F1 (q,Q, t) satisfaisant (5.36) définit une trans-
formation canonique.
Si F dépend de (q,P , t), nous réécrivons le terme

∑

i Pi
dQi

dt
comme

∑

i

Pi
dQi

dt
=
∑

i

d(PiQ
i)

dt
−
∑

i

Qi
dP i

dt
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tel que

∑

i

pi
dqi

dt
−H +

(
∑

i

Qi
dP i

dt
+H ′

)

=
dF2

dt

=
∑

i

(
∂F2

∂qi
dqi

dt
+
∂F2

∂P i

dP i

dt

)

+
∂F2

∂t
(5.37)

avec F2(q,P ) = F −∑i PiQ
i et donc

pi =
∂F2

∂qi
Qi =

∂F2

∂P i
et H ′ = H +

∂F2

∂t
. (5.38)

Une transformation avec fonction génératrice F2(q,P ) est appelée transfor-
mation canonique du type 2. De même, nous définissons les transforma-
tions du type 3 et 4 à travers des fonctions génératrices

F3(p,Q, t) = F −
∑

i

piq
i , det

(

∂2

p. ∂Q

)

6= 0

qi = −∂F3

∂pi
, Pi = −∂F3

∂Qi
(5.39)

F4(p,P , t) = F −
∑

i

(piq
i + PiQ

i) , det

(

∂2

p. ∂P

)

6= 0

qi = −∂F4

∂pi
, Qi =

∂F4

∂P i
. (5.40)

En général, une transformation canonique ne doit pas être d’un de ces quatre
types. Dans ce cas, on parle de ”type mixe”. Toute transformation cano-
nique peut être composée de transformations élémentaires, c’est-à-dire des
transformations canoniques de la forme Qi = pi, Pi = −qi, et Qj = qj,
Pj = pj ∀ j 6= i, ainsi que d’une tranformation du type 1.
Nous faisons encore remarquer que d’après notre définition, un simple chan-
gement d’échelle, p 7→ ap, q 7→ bq et H ′ 7→ abH pour des constantes po-
sitives a, b ∈ R+, n’est pas une transformation canonique. Dans ce cas, les
variations dans (5.32) et (5.33) ne diffèrent que par le facteur constant ab.
Un tel changement d’échelle ramène donc aussi le système dans un nouveau
système canonique. On appelle une transformation qui ne diffère que d’un
facteur constante (le même facteur a pour toutes les impusions et b pour
toutes les positions) d’une transformation canonique une transformation
pre-canonique. On peut démontrer formellement que ce sont les seules pos-
siblités. Seules les transformations pré-canoniques transforment tout système
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canonique dans un autre système canonique. Par la suite, nous n’étudions que
des transformations canoniques.
Exercice Montrer que Qi = pi, Pi = −qi pour un index i fixé est une
transformation canonique. Determiner la fonction génératrice.

Théorème 5.3 Le crochet de Poisson est invariant sous transformations
canoniques.

Preuve 5.3 du théorème 5.3.
Pour simplifier, nous présentons la preuve en une dimension. En plus, il
est évident que la transformation canonique Q = p et P = −q, préserve
le crochet de Poisson. Nous pouvons alors supposer que la transformation
canonique considérée est du premier type, et donc p = ∂F

∂q
et P = −∂F

∂Q
. Nous

appelons le crochet de Poisson dans les variables q, p par {, }qp et celui par
rapport à Q,P par {, }QP . Pour transformer des dérivées en (q, p) en dérivées
par rapport à (Q,P ), nous utilisons que

P = P (q, Q) donc

(
∂P

∂p

)

q,Q

= 0 et,

parce que pour P et p fixe, aussi Q est fixe, donc

(
∂Q

∂q

)

p,P

= 0 .

Dans ces expressions les variables fixe sont indiquées en bas. Nous pouvons
alors transformer les derivées par rapport à p et q dans {, }qp en derivées par
rapport à P et Q.

{f, g}qp =
∂f

∂p

∂g

∂q
− ∂g

∂p

∂f

∂q

=
∂f

∂Q

∂Q

∂p

∂g

∂P

∂P

∂q
− ∂g

∂Q

∂Q

∂p

∂f

∂P

∂P

∂q

= −{f, g}QP
(
∂Q

∂p

∂P

∂q

)

Nous posons encore M = ∂P
∂q

= − ∂2F
∂Q∂q

et ∂Q
∂p

=
(
∂p
∂Q

)−1

=
(
∂2F
∂q∂Q

)−1

=

−M−1. Donc le dernier terme en paranthèse est −1 et nous trouvons

{f, g}qp = − ∂f

∂P

∂g

∂Q
+
∂g

∂P

∂f

∂Q
= {f, g}QP .

La seule différence en dimension d > 1 est que M devient une matrice non
dégénérée grâce à la condition (5.36). Dans ce cas M−1 est à remplacer par

(M−1)
T
. 2
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Les nouvelles coordonnées satisfont alors aussi à

{Qi, Qj}qp = 0 , {Pi, Pj}qp = 0 , {Pi, Qj}qp = δij . (5.41)

Ces relations, écrites à l’aide des crochets de Poisson, représentent les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les nouvelles variables pour que la trans-
formation (q, p) 7→ (Q,P ) soit canonique.

Il est intéressant de noter que la variation des variables q,p lors du mouve-
ment d’un système autonome peut être considérée comme une transformation
canonique : Soit q(t) et p(t) une solution des équations du mouvement et
nous posons Q(t) = q(t+ τ) = Q(qt,pt, τ) et P (t) = p(t+ τ) = P (qt,pt, τ).
Alors, d’après (5.23)

∑

i

(

Pi
dQi

dt
− pi

dqi

dt

)

=
∑

i

(

pi(t+ τ)
dqi(t+ τ)

dt
− pi(t)

dqi(t)

dt

)

=
dS

dt
(t+ τ) − dS

dt
(t) =

d

dt
(Sτ − S) , (5.42)

ou Sτ (t) ≡ S(t+τ). Ceci est alors une dérivée totale et donc (q, p) 7→ (Q,P ) ≡
(qτ , pτ) est une transformation canonique (avec fonction génératrice −S).

5.3.1 Théorème de Liouville II

Dans le chapitre I, nous avons démontré qu’un volume dans l’espace de phase
est invariant sous le flot d’un système hamiltonien autonome (flot hamilto-
nien). Ici nous démontrons qu’il est aussi invariant sous une transformation
canonique.

Théorème 5.4 Pour une transfomation canonique dans l’espace de phase,
Ψ : (q,p) 7→ (Q(q,p),P (q,p)) .

det(DΨ) = 1 , ou DΨ =
∂(Q,P )

∂(q,p)

est la Jacobienne de la transformation.

D’après les règles de changement de variables, les volumes dans l’espace de
phase sont alors invariants sous cette transformation.

Preuve 5.4 Une transformation canonique du type Qi = pi et Pi = −qi
satisfait évidemment det(DΨ) = 1. Comme toute transformation canonique
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peut être composée de transformations de ce type et d’une transformation ca-
nonique du type 1, nous pouvons supposer que la transformation en considérée
est du type 1. Nous écrivons alors

DΨ =

(
∂(Q,P )

∂(Q, q)

)

·
(
∂(Q, q)

∂(q,p)

)

.

La première matrice est de la forme

M1 =
∂(Q,P )

∂(Q, q)
=

(

1I 0

0 ∂P
∂q

)

et la deuxième est

M2 =
∂(Q, q)

∂(q,p)
=

(
0 1I
∂Q
∂p 0

)

Pour une transformation du premier type nous avons

Pi = − ∂F

∂Qi
pi =

∂F

∂qi
avec F (Q, q) .

Donc

∂Pi
∂qj

= − ∂2F

∂Qi∂qj
= −Aij et

∂Q

∂p
=

(
∂p

∂Q

)−1

,
∂pi
∂Qj

=
∂2F

∂qi∂Qj
= ATji

En appliquant les règles usuelles pour les déterminants de matrices en blocs
carrés, nous obtenons

detM1 = det (−A) = (−1)kdetA et

detM2 = (−1)kdet
(
AT
)−1

= (−1)k (det)−1 ,

où k est le nombre de degrés de liberté. Avec ceci

det(DΨ) = detM1detM2 = 1 . 2

5.3.2 Transformations canoniques comme transforma-

tions symplectiques

Nous voulons encore formaliser quelque peu la notion de transformation ca-
nonique. Pour ceci nous notons que le champ hamiltonien

XH =

(
∂H

∂p1
, · · · ∂H

∂pk
,−∂H

∂q1
, · · · ,−∂H

∂qk

)



Chap. 5 : Mécanique hamiltonienne : transformations canoniques 119

est de la forme
XH = J∇H (5.43)

où la matrice J est donnée par

J =

(
0 1Ik

−1Ik 0

)

∈ R2k×2k . (5.44)

Il est facile à vérifier que JT = J−1 = −J , J2 = −11 et det(J) = 1. Le groupe
de matrices laissant invariant la forme bilinéaire, anti-symétrique définie par
J s’appelle le groupe symplectique.

Définition 5.1 Le groupe symplectique noté Sp(k,R) est composé des
matrices M ∈ GL(2k,R) qui satisfont à MJMT = J . C’est-à-dire

Sp(k,R) = {M ∈ GL(2k,R) : MJMT = J} . (5.45)

Théorème 5.5
Une transformation Ψ : (q,p) 7→ (Q(q,p),P (q,p)) est canonique si et seule-
ment si DΨ ∈ Sp(k,R). Ici DΨ est la jacobienne de Ψ.

Preuve 5.5 du théorème 5.5.
Une transformation canonique est une application de l’espace de phase sur
lui-même, qui transforme tout système hamiltonien dans un autre système ha-
miltonien. Un champ vectoriel X transfomé est noté par DΨX. Par conséquent
pour toute fonction H sur l’espace de phase, nous demandons l’existence (lo-
cale) d’une fonction F telle que DΨXH = XF . Nous posons K(Ψ(q,p)) =
H(q,p). Pour une solution q(t),p(t) du système hamiltonien avec hamilto-
nien H nous voulons montrer que le système transformé satisfait aux équation
d’Hamilton avec hamiltonien K : Pour simplifier la notation nous posons
x = (q,p). Nous avons

d

dt
Ψ(x)(t) = DΨẋ

= DΨXH

= DΨJ∇H = DΨJ(∇KTDΨ)T

= DΨJ(DΨ)T∇K

= J∇K = XK . (5.46)

L’avant dernier signe d’égalité n’est valable pour tout K que si DΨJDΨT =
J , c’est-à-dire DΨ ∈ Sp(k,R). La vérification de ∇H = (∇KTDΨ)T est la
plus simple en coordonnées. 2
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Ceci met en évidence une caractéristique utile des transformations cano-
niques : leurs jacobiennes sont des matrices symplectiques. C’est pourquoi
les transformations canoniques sont parfois aussi appelées transformation
symplectiques.

Exercice : Montrer que à l’aide de la matrice J le crochet de Poisson prend
la forme suivante

{f, g} = −
2k∑

ij=1

(∇f)iJij(∇g)j = −(∇f)TJ(∇g) . (5.47)

Avec ceci, il est facile de montrer que des transformations symplectiques
laissent invariant le crochet de Poisson.

Corollaire 5.1 un difféomporphisme Ψ local et qui peut dépendre du temps
est précanonique si et seulement si les composantes Ψi satisfont la relation
suivante

{Ψi,Ψj} = −cJij, c 6= 0. (5.48)

Preuve 5.6 du corollaire 5.1.
L’équation (5.48) n’est rien d’autre que la composante (ij) de l’équation
DΨJ(DΨ)T = J . En effet

(
DΨJ(DΨ)T

)

ij
=
∑

lm

∂Ψi

∂xl
Jlm

∂Ψj

∂xm
= (∇Ψi)

TJ(∇Ψj) = −{Ψi,Ψj} .

Le dernièr signe d’égalité est une conséquence de l’exercice. 2

Exercice : Montrer encore que la matrice M est symplectique si et seulement
si MT est symplectique.



Chapitre 6

Mécanique hamiltonienne II :
équation d’Hamilton-Jacobi, systèmes intégrables
et théorie des perturbations

6.1 La théorie de Hamilton-Jacobi

Dans le chapitre précedant, nous avons introduit la notion d’action comme
fonction de la position et du temps finales. Nous avons montré que (5.24)

∂S

∂t
+H(q,p, t) = 0 . (6.1)

En plus, de la relation (5.25), il suit que

∂S

∂qi
= pi .

EN remplaçant alors les implusions p dans (6.1) par les dérivées ∂S/∂q, nous
obtenons l’équation de Hamilton-Jacobi

∂S

∂t
+H(q,

∂S

∂q
, t) = 0 . (6.2)

L’équation de Hamilton-Jacobi représente un point de départ pour la résolution
des équations du mouvement bien adaptée pour un traitement systématique
de la théorie des perturbations. Avant d’exposer cette méthode, nous rap-
pelons que toute équation aux dérivées partielle du premier ordre possède
une solution dépendant d’une fonction arbitraire. Cette solution est ap-
pelée intégrale générale de l’équation. Dans les applications en mécanique, ce
n’est pas cette intégrale générale qui joue un rôle essentiel, mais ce qu’on
appelle l’intégrale complète. L’intégrale complète est la solution générale
de l’équation Hamilton-Jacobi qui contient autant de constantes arbitraires

121
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indépendantes qu’il y a de variables indépendantes. Dans notre cas, ces va-
riables sont les positions qi et le temps. Pour un système à k degrés de
liberté ceci mène à k + 1 constantes. Comme S n’ apparâıt dans (6.2) que
par des dérivées, il est toujours possible d’ajouter une constante arbitraire.
L’intégrale complète est donc de la forme

S = f(t, q1, · · · , qk, α1, · · · , αk) + A , (6.3)

où les α1, · · · , αk et A sont des constantes arbitraires.
Nous voulons étudier la relation entre cette intégrale complète et la solution
de problème mécanique. Pour cela passons par une transformation canonique
des variables (q,p) vers des nouvelles variables (β,α) en choisissant comme
fonction génératrice f(t, q,α). La fonction génératrice dépend des anciennes
coordonnées et des nouvelles impulsions, elle est donc du type 2. Les an-
ciennes impulsions et les nouvelles coordonnées sont données par

pi =
∂f

∂qi
, βi =

∂f

∂αi
, et H ′ = H +

∂f

∂t
= H +

∂S

∂t
= 0 . (6.4)

Les équation canoniques dans les nouvelles variables sont donc triviales, α̇i =
β̇i = 0 et le mouvement est donné par

αi = const. , βi = const.

Les k équations
∂f

∂αi
= βi

permettent d’exprimer les k positions q en fonction du temps et des 2k
constantes α et β et du temps.
La solution du problème du mouvement d’un système hamiltonien par la
méthode de Hamilton-Jacobi se ramène aux étapes suivantes : En partant
de l’hamiltonien, nous écrivons l’équation de Hamilton-Jacobi et cherchons
l’intégrale complète (6.3). Bien sûr, ce pas qui requiert la solution d’une
équation différentielle partielle est absolument non-trivial et n’est possible
dans sa totalité dans des cas particuliers uniquement. En dérivant l’intégrale
complète par rapport aux constantes α, on obtient k équations algébriques
qui contiennent 2k constantes,

∂S

∂αi
= βi .

Leur résolution pour les variables qi(t,β,α) nous donne les positions (en
fonction des constantes du mouvement β et α). Les impulsions sont alors
obtenues par la relation

∂S

∂qi
= pi .
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Si nous n’arrivons pas à trouver une intégrale complète mais seulement une
intégrale incomplète de l’équation de Hamilton-Jacobi ne dépendant que d’un
nombre s < k de constantes αi, il est quand même possible de simplifier le
problème en utilisant les équations

∂S

∂αi
= βi .

Nous trouvons des relations entre les variables q, ce qui nous permet de
réduire le nombre de degrés de liberté.
L’équation de Hamilton-Jacobi prend une forme un peu plus simple dans le
cas où la fonction H ne dépend pas du temps, c’est-à-dire pour un système
autonome (ou conservatif). Dans ce cas, la dépendance explicite de l’action
du temps se réduit au terme −Et et nous obtenons (5.31)

S = S0(q) − Et . (6.5)

En substituant l’action réduite S0, dans l’équation de Hamilton-Jacobi (6.2)
nous touvons

H(q,
∂S0

∂q
) = E . (6.6)

Ceci est l’équation de Hamilton-Jacobi racourcie.
Remarques : Dans la théorie des systèmes dynamiques, il est possible de
démontrer que localement, tout système peut être transformé dans le système
trivial. Ici nous avons vu que pour des systèmes hamiltoniens, ceci peut être
réalisé au moyen d’une transformation canonique.
En général, il n’est pas plus facile de résoudre l’équation de Hamilton–
Jacobi (6.2), équation différentielle partielle, que de résoudre directement
les équations canoniques en (p, q). Cependant, il existe des exceptions im-
portantes. Plus pertinent : la méthode de Hamilton–Jacobi s’adapte très bien
à un développement perturbatif.
En plus, l’équation de Hamilton–Jacobi correspond à l’équation eikonale qui
est à la base de la limite optique de l’électrodynamique (voir mon cours
d’électrodynamique II).
Nous illustrons la méthode avec un exemple simple à un degré de liberté,
k = 1, l’oscillateur harmonique :

H(p, q) =
p2

2m
+

1

2
mω2q2 . (6.7)

L’équation de Hamilton-Jacobi racourcie est alors

1

2m

(
∂S0

∂q

)2

+
1

2
mω2q2 = E , (6.8)



R.Durrer Mécanique II 124

où S0 = S0(q) et l’action complète est donnée par

S(q, t) = S0(q) − Et . (6.9)

Comme nous le verrons plus tard, pour un système autonome, cet Ansatz
pour la dépendance du temps est toujours possible. Avec S ′

0 = dS0

dq
l’éq. (6.8)

devient

1

2m
S ′2

0 +
1

2
mω2q2 = E donc S ′

0 = mω

√

2E

mω2
− q2 . (6.10)

Ceci donne

S = mω

∫ q

0

dq′
√

2E

mω2
− q′2 − Et . (6.11)

∂2S

∂q∂E
= mω∂E

√

2E

mω2
− q2 =

1

ω
√

2E
mω2 − q2

6= 0

pour q2 < 2E
mω2 , (6.11) est une solution de l’équation de Hamilton–Jacobi. Le

mouvement est déterminé par

p =
∂S

∂q
= mω

√

2E

mω2
− q2 , (6.12)

β =
∂S

∂E
=

1

ω

∫ q

0

dq′
√

2E
mω2 − q′2

− t (6.13)

Pour les conditions initiales q(0) = q0 et p(0) = p0, nous obtenons la relation
suivante entre (E, β) et (p0, q0) :

E =
p2

0

2m
+

1

2
mω2q2

0 et (6.14)

β =
1

ω
arcsin




q0

√
p2
0

mω2 − q2
0



 . (6.15)

Pour l’expressions de β, nous avons utilisé
∫ x

0

dy
√

a2 − y2
= arcsin

(x

a

)

.

La résolution de (6.13) donne alors
∫ q

0

dq′
√

2E
mω2 − q′2

= arcsin

(√

mω2

2E
q

)

= ω(β + t) (6.16)

q =

√

mω2

2E
sin(ωt+ ωβ) . (6.17)
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Donc β joue le rôle d’un temps initial et E est bien sûr l’énergie su système.

6.2 Systèmes intégrables

Définition 6.1 Les fonctions H1, ...Hr sur l’espace de phase sont dites ”en
involution” si {Hi, Hj} = 0 ∀ 1 ≤ i, j ≤ r.

Le théorème suivant est appelé théorème de Jacobi. Il donne des conditions
pour lesquelles l’intégration des équations canoniques se réduisent (locale-
ment) à des inversions de fonctions et intégrales simples (quadratures) :

Théorème 6.1 de Jacobi.
Soit P l’espace des phases de dimension 2k. Si H1, ...Hk sont des fonctions
sur P en involution et leurs gradients (nous posons encore x = (q,p))

∂H1

∂x
, · · · , ∂Hk

∂x

sont (localement) linéairement indépendants, il est possible de trouver par
simple intégration (quadrature) des fonctions G1, ...Gk ∈ F (P) telles que
l’application

Ψ : (q1, · · · , qk, p1, · · · , pk, ) 7→ (β1, · · · , βk, α1, · · · , αk) (6.18)

βi = Gi(q,p), αi = Hi(q,p)

est canonique. Il existe une transformation canonique Ψ avec

{Hi, Hj} = {Gi, Gj} = 0 et {Hi, Gj} = δij . (6.19)

Preuve 6.1 du théorème 6.1.

L’équation (6.19) est équivalente à −{Ψi,Ψj} = Jij. D’après le corollaire
5.1, elle est verifiée si et seulment si Ψ est une transformation canonique.
Comme le rang de

(
∂Hi

∂xj

)
est maximal (il vaut k), nous pouvons toujours

arriver au moyen de transformations élémentaires de la forme

qi 7→ −pi, pi 7→ qi et qj 7→ qj, pj 7→ pj ∀j 6= i

à ce que la matrice

Hp :=

(
∂Hi

∂pj

)
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ne soit pas singulière, i.e detHp 6= 0. Avec ceci nous pouvons résoudre les
équations

αi = Hi (q,p) , α1 = H = E , (6.20)

pour les pi = fi(q,α). Nous définissons encore les matrices

Fq =

(
∂fi
∂qj

)

et (Hq)ij =

(
∂Hi

∂qj

)

. (6.21)

Nous démontrons que la matrice F est symétrique. Pour ceci nous prenons
la dérivée de l’identité αi = Hi (q, F (q,α)) par rapport à q et obtenons

0 = Hq +Hp · Fq. (6.22)

L’identité {Hi, Hj} = 0 s’écrit sous forme matricielle

HpH
T
q −HqH

T
p = 0. (6.23)

En multipliant (6.22) de droite avec HT
p et en utilisant (6.23), nous obtenons

HqH
T
p +HpFqH

T
p = HpH

T
q +HpFqH

T
p = 0.

Comme Hp n’est pas singulière, il suit

HT
q + FqH

T
p = 0 ⇒ Hq +HpF

T
q = 0.

En comparant ceci avec (6.22), il suit Fq = F T
q , et par conséquent

∂fi
∂qj

− ∂fj
∂qi

= 0. (6.24)

Autrement dit, le rotationnel de (fi) est nul. Il exsiste alors une fonction S
telle que fi = ∂S

∂qi . (Ceci est le lemme de Poincaré.) De plus,

det

(
∂2S

∂qi∂αj

)

= det

(
∂pi
∂αj

)

= detH−1
p 6= 0.

La fonction S génère donc localement une transformation canonique de type
2 par

pi =
∂S

∂qi
, βi =

∂S

∂αi
(6.25)

(q,p) 7→ (β,α, ) . (6.26)
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Les fonctions Gi sont obtenues en résolvant les βi de la relation (6.25) pour
q et p, Gi = βi(q,p). La fonction S est obtenue par intégration

S(q,α) =

∫ q

q
0

∑

i

fi(q
′,α)dqi. (6.27)

(Ceci est aussi une conséquence du lemme de Poincaré.) Par la relation
(6.24), cette intégrale est indépendante du chemin. La fonction génératrice
S est unique à une fonction des α près. 2

Alors, par ce théorème, nous pouvons définir la notion d’intégrabilité :

Définition 6.2 Un système canonique autonome avec fonction de Hamilton
H est appelé intégrable si il existe k − 1 intégrales premières H2, ...Hk qui
sont en involution et qui sont telles que les vecteurs ∇H1, · · · ,∇Hk avec
H1 = H sont des vecteurs linéairement indépendants à tout point (q,p) ∈ P
(en dehors d’un sous-espace de dimension inférieure à 2k).

Nous savons déjà que si ∇H 6= 0, le champs hamiltonien XH = J∇H 6= 0
et nous pouvons donc lisser le champs XH localement, i.e. le transformer
en XT

H = (1, 0, · · · , 0). Dans la démonstration du théorème précédent, nous
avons vu que pour un système intégrable, nous pouvons trouver la fonction
génératrice de la transformation canonique qui lisse notre système S(q,α),
par simple intégration (quadrature) et des inversions. Les équations cano-
niques dans les variables (α,β) données par (6.25) sont simplement

{αi, H1} = α̇i = 0

et

{βi, H1} = β̇i =

{
1, i = 1
0, 2 ≤ i ≤ k.

Par conséquent, cette transformation lisse le système.
Par exemple, dans un système autonome P, H , L et X = XCM−Vt sont des
quantités conservées. (Ici XCM est le centre de masse et V est sa vitesse.)
Les composantes des quantités conservées sont des intégrales premières. Les
quantités suivantes sont en involution : P , H , |L|, L3 (exercice). C’est pour-
quoi le problème à N = 2 corps (k = 6) est intégrable, mais non le problème
à N corps pour N ≥ 3.
En plus de i’intégrabilité nous démontrons encore que, dans la cas ou l’en-
semble des trajectoire avec α =const. est compact, il est difféomorphe au
tore T k de dimension k,

T k = {φ = (φ1, · · ·φk)|φj ∈ R/mod 2π} .
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Théorème 6.2 (de Liouville)
Nous considérons des ensembles de trajectoires qui ont les intégrales premières
fixes d’un système intégrable,

Mα = {(q,p) ∈ P : Hi(q,p) = αi, 1 ≤ i ≤ k} . (6.28)

Les énoncés suivants sont vérifiés :

1. Mα est une variété invariante sous le flot de H = H1.

2. Si Mα est compacte et connexe, elle est difféomorphe au tore T k. Le
flot hamiltonien induit un mouvement de la forme suivante sur le tore

dφ

dt
= ω(α) , φ(t) = ω(α)t+ φ0 . (6.29)

Preuve 6.2 du théorème 6.2.
La seule chose qui reste à dḿontrer est que Mα est difféomorphe au tore.
Pour ceci nous utilisons le lemme suivante de la géométrie différentielle (pour
une démonstration élémentaire voir [1].

Lemme 6.1 Soit Mk une variété compacte, connexe et Xj, 1 ≤ j ≤ k
des champs vectoriels sur Mk, qui sont linéairement indépendants et qui
commutent, [Xj, Xj ] = 0. Alors, Mk est difféomorphe au tore T k.

(Nous avons appliqué une version plus fort de ce lemme dans le cas k = 2
ou nous avons utiliser que le tore T 2 est la seule variété bi-dimensionnelle
compacte qui admet des champs vectoriels sans zéro.)
Il faut alors juste trouver de tels champs vectoriels. Mais évidemment les
champs XJ = XHj

ont les propriétés souhaitées : Ils sont tangent à Mα car
XHi

Hj = {Hi, Hj} = 0, donc les fonctions Hi sont constantes le long du flot
des Xj, ce qui implique que ces champs sont tangent à Mα. En plus,

[Xi, Xj] =
[
XHi

, XHj

]
= X{Hi,Hj} = 0 . 2

6.3 Variables d’angle et d’action

Nous considérons d’abord un système canonique autonome avec 1 degré
de liberté uniquement. Ce système possède la propriété que toutes les or-
bites sont périodiques et non-dégénérées dans un intervalle d’énergie [E1, E2].
L’hamiltonien est de la forme naturelle,

H =
p2

2m
+ V (q) .
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Fig. 6.1 – Le potentiel d’un système à 1 degré de liberté et les orbites dans
l’espace des phases.

Cette situation est esquissée dans la figure 6.1. Nous supposons aussi que dans
le domaine de l’espace des phases considéré, il n’y a pas de point d’équilibre.
Le long d’une orbite γE, nous définissons

J(E) =
1

2π

∮

γE

pdq. (6.30)

J(E) représente l’aire de l’espace des phases à l’intérieur de γE divisée par
2π. Alors, l’équation de Jacobi racourcie est

H

(

q,
∂S0

∂q

)

= E. (6.31)

Soit S0(q, E) une solution de (6.31). Nous posons

S (q, J) := S0 (q, E(J)) .

S définit une transformation canonique avec

p =
∂S

∂q
, φ =

∂S

∂J
(q, J),

J(E) =
1

2π

∮

γE

∂S

∂q
(q, J)dq.

La dérivation par rapport à J donne

1 =
1

2π

∮
∂2S

∂q∂J
dq =

1

2π

∮
∂φ

∂q
dq =

∆φ

2π
.
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La fonction de Hamilton par rapport aux nouvelles variables (J, φ) est E(J),
par conséquent

J̇ = −∂E
∂φ

= 0 et φ̇ =
∂E

∂J
= const =: ω. (6.32)

Donc

φ = ωt+ δ (6.33)

ω = ∂E
∂J

est alors la fréquence angulaire de l’orbite et si T dénomme la période
de l’orbite, nous trouvons

∆φ = ωT = T
∂E

∂J
= 2π. (6.34)

La transformation canonique

(q, p) 7→ (φ, J)

transforme le domaine considéré en un cercle en φ et un intervalle en J . Pour
un J fixé, l’orbite est un cercle parcouru avec vitesse angulaire ω constante.
La quantité φ est appelée la variable angulaire et J est appelée la variable
d’action.

6.3.1 Construction des variables d’angle et d’action en
k dimensions

Ce résultat peut être généralisé à des systèmes intégrables possédant k degrés
de liberté :

Théorème 6.3 (Arnold,Jost)
Soit H l’hamiltonien d’un système autonome intégrable à k degrés de liberté
et soient H = H1, H2, ..., Hk, k intégrales premières en involution, telles que
∇H1, · · · ,∇Hk sont linéairement indépendants sur

Mα = {x ∈ P|H1(x) = α1, ..., Hk(x) = αk}.

Si Mα est connexe et compact, il est alors difféomorphe au tore de dimen-
sion k. De plus, il existe un ǫ > 0 tel que dans l’intervalle

⋃

|α−α′|<ǫMα′

des coordonnées canoniques φ1, ..., φk, J1, ..., Jk (variables d’angle et d’action)
peuvent être introduites telles que les Hi sont des fonctions des variables Ji
uniquement.
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Ceci est une simple, conséquence du théorème 6.2
Soit alors Mα le tore invariant T k et γj le cycle 0 ≤ φj ≤ 2π , φi = 0 ∀ i 6= j
sur T k. Nous posons

Jj(α) =
1

2π

∮

γj

p · dq . (6.35)

Comme le tore, le cycle γj n’est pas uniquement défini, mais la variable Jj(α)
l’est (á une simple renumérotation près). En effet, comme pi = fi(qα) = ∂S

∂qi ,
localement

p · dq = dS − ∂S

∂αi
dαi = dS sur Mα . (6.36)

S est donc une fonction à valeurs multiples sur le tore Mα,

∆jS = S(· · · , φj + 2π, · · · ,J(α)) − S(· · · , φj, · · · ,J(α)) = 2πJj(α) .
(6.37)

Les Ji(α) sont les variables d’action et les φj celles d’angles. Nous supposons

encore que det
(
∂Jm

∂αn

)

6= 0. Dans ce cas, la transformation (q,p) → (φ,J)

est une transformation canonique car localement nous pouvons inverser J(α)
en α(J). La fonction génératrice S(q,α) = S(q,α(J)) peut donc être com-
prise comme fonction de q et J , donc p = Sq(q,J) = p(q,J). Localement,
l’équation 6.36 implique

S(q,α) − S(q0,α) =

∫ q

q
0

dS =

∫ q

q
0

dS =

∫ q

q
0

p(q,J) · dq

Sans restriction, nous pouvons encore poser S(q0,α) = 0. Par conséquent,
S(q,J) est une fonction génératrice du type 2 :

p =
∂S

∂q
, φ =

∂S

∂J
.

On peut encore démontrer que cette transformation est bien définie non seule-
ment dans un voisinage de q0 mais dans toute un voisinage de Mα. Comme
S, la variable φ est également à valeurs multiples avec

∆iφj = ∆i
∂S

∂Jj
= 2πδij .

Remarque : En générale, il existe certaines valeurs α pour lesquelles
les fonctions Hj ne sont pas indépendantes. Pour ces valeurs, la variété Mα
n’existe pas ou est de dimension inférieure. De telles valeurs critiques de α

correspondent à des séparatrices qui divisent l’espace de phase en parties
différentes avec Mα compact et non-compact.
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Exemple (voir fig. 6.2) : Le pendule lourde avec H = 1
2
p2 + cos q, (q, p) ∈

S1 ×R1. La séparatrice H = 1 sépare le mouvement oscillatoire des rotations
non-bornées. ∇H = (sin q, p) = 0 aux points (q, p) = (0 mod 2π, 0). Ce sont
les points de croisement de la séparatrice ou ME n’est pas bien définie. Les
points (π mod 2π, , 0) correspondent au point d’équilibre à énergie E = H =
−1. Ici ME se réduit à un seul point.

A

C

B

0 2

Fig. 6.2 – La séparatrice H = 1 indiquée en gras sépare les orbites fermées,
−1 < H < 1 où le pendule oscille et les orbites infinies H > 1 où le pendule
fait des rotations sans s’arrêter.

6.3.2 Mouvements quasi-périodiques

Définition 6.3 Soit T k le tore de dimension k, (φ1, · · · , φk) mod 2π = φ.
Un mouvement quasi-périodique est un groupe de transformations T k → T k

à un paramètre déterminé par l’équation différentielle

φ̇ = ω , ω = (ω1, · · · , ωk) = const. (6.38)

Ce mouvement est alors de la forme φ(t) = ωt + φ0 et les trajectoires sont
des droites sur T k.
Les quantités ω1, · · · , ωk sont appelées les fréquences du mouvement quasi-
périodique.
Les fréquences sont appelées indépendantes si elles sont linéairement indé-
pendantes sur le corps des nombres rationnelles Q. C’est-à-dire si (n ·ω) = 0
pour un n ∈ Zk, il suit que n = 0.

Par rapport aux nouvelles coordonnées, H = H1(J1, ..Jk), donc

J̇j =
∂H

∂φj
= 0 (6.39)
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et

φ̇i =
∂H

∂Ji
= ωi = const ⇒ φi = ωit+ δ. (6.40)

Le flot pour J1, .., Jk donnés est alors un mouvement quasi-périodique sur le
tore avec des fréquences angulaires ωj(J1, ..., Jk). Projeté sur un cycle φj ce
mouvement est toujours périodique. Si les fréquences sont commensurables
(non indépendantes), i.e. s’il existe des entiers m ∈ Zk \ {0} tels que

k∑

i=1

miω
i = 0,

le mouvement est alors confiné à un sous-espace de dimension d ≥ 2 périodique.
Si les fréquences sont indépendantes, le mouvement est dense sur le tore (voir
corollaire suivant).

6.3.3 Moyennes

Soit f une fonction (intégrable) sur T k.

Définition 6.4 La moyenne spatiale de f est le nombre

f̄ =
1

(2π)k

∫ 2π

0

dφ1 · · · dφkf(φ)

Nous considérons aussi la moyenne de f comme fonction sur une orbite φ(t) =
ω + φ0

Définition 6.5 La moyenne temporelle est le nombre

f ∗ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt f(ω + φ0) ,

(si cette limite existe).

Théorème 6.4 (Théorème sur les moyennes) :
Si les fréquences ωi sont indépendantes, la moyenne temporelle existe pour
tout φ0 et elle est égale à la moyenne spatiale si f est continue par morceaux.

Corollaire 6.1 Si les fréquences sont indépendantes, toute trajectoire {φ(t)|t ∈
R} est dense dans T k.
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Preuve 6.3 (du corollaire)
Supposons le contraire. Alors il existe une trajectoire φ(t) et un ouvert D ∈
T k tels que aucun point de φ(t) ne rencontreD. Mais il est facile de construire
une fonction continue qui vaut zéro à l’extérieur de D et qui a moyenne spa-
tiale e valeur 1. Sa moyenne temporelle est alors évidemment 0 6= 1. 2

Preuve 6.4 (du théorème )
Nous montrons d’abord que le théorème est vérifié pour des exponentielles,
f = exp(in · φ), n ∈ Zk.
Pour n = 0 évidemment f̄ = f ∗ = 1. Pour n 6= 0, f̄ = 0. Mais

1

T

∫ T

0

dt f(ωt+ φ0) =
exp(in · φ0)

T

exp(i(n · ω)T ) − 1

i(n · ω)
.

Donc

|f ∗| ≤ lim
T→∞

1

T

2

|(n · ω)| = 0 .

La linéarité de l’intégration implique alors que le théorème est vérifié pour
des polynômes trigonométriques,

f =
∑

|n|≤N

fne
i(n·φ) .

Mais toute fonction intégrable au sens de Riemann, donc toute fonction conti-
nue par morceaux sur le tore, peut être approximée de façon arbitrairement
proche par un polynôme trigonométrique (série de Fourier). 2

Définition 6.6 Un système hamiltonien (6.39, 6.40) est apellé non-dégénéré
si

det

(
∂ωi
∂Jj

)

= det

(
∂2H

∂JiJj

)

6= 0 .

Dans le cas non-dégénéré, nous pouvons alors choisir les ω comme variables
(d’impulsion) indépendantes au lieu des J . Pour presque toutes les valeurs
des ω, les orbites sont denses sur le tore J=constant. Il suit alors

Corollaire 6.2 Si le système est non-dégénéré, les tores invariants J =
const. sont définis de façon unique, indépendement du choix des variables
d’angle et d’action, (φ,J).

]

Preuve 6.5 Pour la ”majorité” de valeurs J les fréquences ω sont indépendantes
et donc les tores peuvent être définis comme l’adhérence des orbites (l’en-
semble fermé le plus petit qui contient toute l’orbite J = J0).

(Si le système est dégénéré, les tores invariants ne sont en général pas uniques.)
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6.4 Théorie des perturbations

6.4.1 Moyenner les perturbations

La plupart de systèmes qu’on rencontre dans la nature ne sont pas intégrables.
Exemple : Le système solaire avec ses 8 planètes (et les nombreuses lunes).
Jusqu’ici, vous connaissez surtout des systèmes intégrables, comme les systèmes
à deux corps (Kepler), l’oscillateur harmonique, la toupie libre ou la toupie
de Lagrange, etc. Dans tous ces exemples nous avons trouvé que le mouve-
ment correspond à des enroulements sur des tores qui remplissent les tores
invariants de dimension k de façon dense.
Mais ce comportement n’est pas du tout générique et il se peut qu’une trajec-
toire d’un système à k degrés de liberté remplisse de façon dense jusqu’à 2k−1
dimensions dans l’espace de phase. (Par exemple le mouvement géodésique
sur un espace à courbure négative.) De tels systèmes ne sont pas intégrables
et ne permettent pas d’intégrales premières indépendantes de H . L’étude
de tels systèmes est un domaine actif de la physique mathématique (chaos,
théorie ergodique, ...).
Mais souvent, un système physique est proche d’un système intégrable tel
que dans les variables d’angle et d’action nous ayons

H = H0(J) + ǫH1(J,φ). (6.41)

Ici, (φ,J) sont les variables d’angles et d’action du système intégrable H0,
et ǫ ≪ 1. Nous considérons d’abors le cas plus général (pas nécessairement
canonique d’un système de la forme

φ̇ = ω(J) + ǫf (J ,φ) ,

J̇ = ǫg(J ,φ) ǫ≪ 1 . (6.42)

Nous considérons ce système dynamique sur T k×G où T k = {(φ1, · · ·φk) mod 2π}
est le tore et G ⊂ Rk = {J = (J1, · · ·Jk)}. Pour ǫ = 0, le mouvement est
quasi-périodique sur le tore T k avec, au plus, k fréquences indépendantes. Le
principe des moyennes pour (6.42) consiste à remplacer g par sa moyenne ḡ,

J̇ = ǫḡ(J) , ḡ(J) =
1

(2π)k

∫ 2π

0

dφ1 · · ·dφkg(φ,J) . (6.43)

Nous supposons que (6.43) est une bonne approximation pour (6.42). Ce
principe n’est ni un théorème, ni un axiome ou une définition, mais plutôt
une proposition physique qui est encore formulée vaguement et qui, dans
le sens strict, est fausse comme nous le verrons. Mais de telles propositions
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sont souvent très fécondes pour un traitement plus rigoureux. En remplaçant
(6.42) par (6.43), nous négligeons le terme

ǫg̃(φ,J) = ǫ[g(φ,J) − ḡ(J)] .

Ce terme est d’ordre ǫ comme g et ḡ. Pour mieux comprendre le rôle de g,
ḡ et g̃ nous considérons l’exemple le plus simple, k = 1, avec

φ̇ = ω 6= 0 et J̇ = ǫg(φ) . (6.44)

Nous montrons que pour 0 ≤ t ≤ 1/ǫ,

|I(t) − J(t)| < cǫ où I(t) = ǫḡt

et J(t) est la solution de (6.44).

J(t) − J(0) = ǫ

∫ t

0

g(φ0 + ωt)dt = ǫ

∫ t

0

[ḡ + g̃(φ0 + ωt)]dt

= ǫḡt+
ǫ

ω

∫ ωt

0

g̃(φ)dφ = I(t) − I(0) +
ǫ

ω
h(ωt) .

La fonction h(φ) =
∫ φ

0
g̃(φ′)dφ′ est périodique et donc bornée (parce que

∫ 2π

0
g̃(φ)dφ = 0).

Par conséquent, la variation de J avec le temps contient deux parties :
une oscillation avec amplitude d’ordre ǫ qui dépend de g̃ et une évolution
systématique avec vitesse ǫḡ (voir fig. 6.3)
Le principe de la moyenne est basé sur l’hypothèse que le système (6.42) peut
être séparé en une “évolution” (6.43) et de petites oscillations. En général,
ceci n’est pas vrai.
Nous l’appliquons cependant pour le cas d’un système hamiltonien avec
équations canoniques

φ̇i = {H, φi} =
∂H0

∂Ji
+ ǫ

∂H1

∂Ji
= ωi(J) + ǫ

∂H1

∂Ji
, (6.45)

J̇i = {H, Ji} = ǫ{H1, Ji} = −ǫ∂H1

∂φi
. (6.46)

Dans ce cas

ḡ =
1

(2π)k

∫ 2π

0

∂

∂φ
H1(φ,J)dφ = 0 .

En d’autre termes, il n’y a pas d’évolution systématique dans un système
hamiltonien non-dégénéré. Une variante de cette dérivation non-rigoureuse
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Fig. 6.3 – Le principe de la moyenne. Le terme systématique est capturé par
la moyenne I(t) et seule la petite oscillation est négligée.

est ce qu’on appelle le théorème de Laplace : les axes principales des ellipses
Keplériennes n’ont pas de perturbations ”séculaires”. (Ce qui n’est pas du
tout vrai !)
Pour mieux justifier le principe de la moyenne, nous formulons alors un
théorème qui le démontre pour le cas d’une seule fréquence sur l’intervalle
de temps 0 ≤ t ≤ 1/ǫ.
Nous considérons le système de ℓ+ 1 équations différentielles de la forme

φ̇ = ω(J) + ǫf(J , φ) ,

J̇ = ǫg(J , φ) ǫ≪ 1 , (6.47)

φ ∈ S1, J ∈ G ⊂ Rℓ ; et f(J , φ+2π) = f(J , φ) , g(J , φ+2π) = g(J , φ). Nous
le comparons avec le système moyenné où l’équation pour J est remplacée
par

İ = ǫḡ(I) ḡ(I) =
1

2π

∫ 2π

0

g(I, φ)dφ . (6.48)

Nous dénommons par (φ(t),J(t)) la solution de (6.47) avec condition initiale
(φ0,J0) et par (φ(t), I(t)) celle de (6.48) avec la même condition initiale.

Théorème 6.5 Si les conditions 1), 2) et 3) ci-dessous sont satisfaites,

|J(t) − I(t)| < cǫ ∀ t ∈ [0, 1/ǫ]

pour ǫ suffisamment petit, 0 < ǫ < ǫ0.
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1. Les fonctions ω, f et g ainsi que leurs premières et deuxièmes dérivées
sont bien définies et bornées pour J ∈ G, et le domaine G est borné,

||ω, f, g||C2(G×S1) < a .

2. Dans le domaine borné G, ω > b > 0.

3. Pour 0 ≤ t ≤ 1/ǫ, il existe un d tel que J ∈ G ∀ J , tels que pour un
t la distance ||J − I(t)|| < d.

La constante c dépend de a, b et d mais pas de ǫ.

La preuve détaillée de ce théorème se trouve dans ([1], p294ff).
Ainsi, si ω > b > 0, la solution avec perturbation moyennée reste longtemps
proche de la solution exacte. Pour un système hamiltonien, ceci implique que
les déviations de la solution non-perturbées sont petites et oscillatoires.
Pour mieux comprendre ce qui peut arriver pour un système avec plusieurs
fréquences, nous écrivons encore une fois la solution d’ordre 0, ou solution
non perturbée :

Ji = const. φi = ωit+ φi0. (6.49)

Nous développons H1 en série de Fourier dans la variable périodique φ

H1 =
∑

m∈Zk

h(m,J)ei(m·φ). (6.50)

Nous intégrons alors (6.46) et (6.45) avec la solution (6.49) et l’Ansatz (6.50)
par rapport au temps. Pour obtenir les solutions perturbées J (1)(t), φ(1)(t),
nous trouvons des termes comportants des expressions

ei(m·φ)

(m · ω)
m ∈ Zk.

Ces termes deviennent importants si (m · ω) est une grandeur petite ou
nulle, et ceci, même si H1 est très petit. Ceci nous donne des perturba-
tions ’séculaires’, lesquelles sont croissantes proportionnellement au temps.

Si (m ·ω) = 0, l’exponentielle ei(m·φ) est une constante et son intégrale est
proportionnelle au temps t. Même si les fréquences ω sont indépendantes, si
k > 1 elles sont toujours arbitrairement proches de fréquences commensu-
rables. Les fréquences commensurables sont denses dans Rk.
C’est le problème des petits dénominateurs. Excepté ce problème, la façon de
procéder est évidente : les solutions J (1)(t) et φ(1)(t) des éqs. (6.46) et (6.45)
sont déterminées par intégration. Puis, nous les insérons du côté droit des
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équations canoniques. Par intégration par rapport au temps, nous trouvons
alors J (2)(t) et φ(2)(t), et ainsi de suite par itérations successives.

La théorie des perturbations pour des systèmes hamiltoniens proches d’un
système intégrable a été développée en profondeur aux 18ème et 19ème siècles
et jusqu’au début du 20ème siècle. Un des résultats les plus significatifs en
est la découverte de la planète Neptune. En 1781, F.W. Herschel a réalisé
que l’orbite calculée de la planète Uranus ne correspondait pas à l’orbite
observée. Ceci a conduit Bessel à postuler en 1840 l’existence d’une planète
supplémentaire. Adams et le Verrier ont fait les calculs pour déterminer l’or-
bite de cette hypothétique planète. Après que l’astronome J. Galle ait eu
connaissance des calculs de le Verrier, il localisa Neptune après une heure
seulement d’observation.

Pour discuter la stabilité d’un système hamiltonien perturbé, il faut surtout
analyser ce qui se passe dans le voisinage des fréquences commensurables.
Ce problème est difficile ; il demande une analyse qualitative des points
critiques du système. La vraie démonstration de la stabilité d’un système
comme notre système solaire n’a été trouvée que dans les années 1960 par
les mathématiciens Kolmogorov, Arnold et Moser (théorie de KAM). Mal-
heureusement, le temps manque pour développer ici ce sujet fascinant.

6.4.2 Invariants adiabatiques

Nous considérons un système hamiltonien avec un degré de liberté et fonction
de Hamilton H(q, p;λ) qui dépend d’un paramètre λ. Par exemple, le pendule
mathématique (de masse m = 1)

H =
p2

2
+

g

ℓ2
q2 . (6.51)

Le paramètre pourrait être ℓ ou g. Nous supposons que λ varie lentement
avec le temps.

Nous allons trouver un phénomène remarquable : dans la limite où le taux
de variation de λ, λ̇/λ tend vers 0, deux quantités, qui en générales sont
indépendantes deviennent fonction l’une de l’autre. Par exemple si la lon-
gueur du pendule change très lentement (comparé à la fréquence des oscil-
lations), l’amplitude des oscillations devient une fonction de la longueur. En
plus, le rapport entre l’énergie H du pendule et la fréquence ω =

√

g/ℓ varie
très peu, même si chacune de ces variables change beaucoup.

Des quantités comme ce rapport qui changent peu lors de variations lentes
des paramètres du système sont appelées des invariants adiabatiques.

Nous considérons un système hamiltonien H(q, p;λ) deux fois différentiable
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en λ. Nous posons λ = ǫt.

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
, H = H(q, p; ǫt) . (6.52)

Nous définissons un invariant adiabatique comme suit :

Définition 6.7 Une quantité J(q, p, λ) est un invariant adiabatique du système
(6.52) si pour tout κ > 0 il existe un ǫ0 > 0 tel que pour ǫ < ǫ0 et 0 ≤ t ≤ 1/ǫ

|J(q(t), p(t), ǫt) − J(q(0), p(0), 0)| < κ .

Evidemment, J doit être une quantité conservée du système original (λ = 0),
choisir ǫ = 0. Nous considérons le système hamiltonien H(q, p;λ) pour λ
fixe et nous supposons que la trajectoire dans l’espace de phase soit fermée,
fig. 6.1. Alors, l’aire incluse n’est rien d’autre que notre variable d’action J ,
à un facteur 2π près,

2πJ(λ) =

∮

γ

pdq ,

qui est constante pour toute la trajectoire.

Théorème 6.6 Si la fréquence ω(J, λ) du système (6.52) n’est nulle part
zéro, J(q(t), p(t), λ) est un invariant adiabatique.

Preuve 6.6 Pour λ fixe, nous introduisons les variables d’angle et d’action
(φ, J) pour le système (6.52) par la transformation canonique qui dépend de
λ,

(q, p) 7→ (φ, J) ; φ̇ = ω(J, λ) , J̇ = 0 , ω(J, λ) =
∂H

∂J
, H = H(J, λ) .

S(q, J ;λ) est la fonction géneratrice à valeurs multiples et p = ∂S
∂q
, φ = ∂S

∂J
.

Nous laissons alors varier λ comme λ = ǫt. Notre transformation canonique
dépend ainsi du temps et la nouvelle fonction de Hamilton est, voir éq. (5.38)

K = H +
∂S

∂t
= H + ǫ

∂S

∂λ
.

Notez que même si S est à valeurs multiples, comme ces valeurs diffèrent de
2πJ , la fonction ∂S

∂λ
et donc K est bien définie. Les équations de mouvement

sont alors de la forme

φ̇ = ω(J, λ) + ǫf(J, φ, λ) , f =
∂2S

∂J∂λ
(6.53)

J̇ = ǫg(J, φ, λ) , g =
∂2S

∂φ∂λ
. (6.54)
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Comme ω 6= 0, le théorème 6.5) s’applique. Le système moyenné est de la
forme J̇ = ǫḡ = 0 parce que

ḡ =
1

2π

∫ 2π

0

∂

∂φ

(
∂S

∂λ

)

dφ = 0 ,

parce que ∂S
∂λ

est bien définie sur le cercle, ∂S
∂λ

(2π) = ∂S
∂λ

(0). Alors |J(t) −
J(0)| < cǫ ∀ t ∈ [0, 1/ǫ]. (Pour κ donné, choisir ǫ = c/κ.) 2

Exemples :
– Pour l’oscillateur harmonique, H = a2

2
p2 + b2

2
q2 nous avons vu (exercices)

que J = E
ab

= E
ω
. Donc le rapport entre énergie et fréquence est un inva-

riant.
– Nous considérons une balle (de masse m = 1) qui bouge entre deux parois

où elle est refléchie de façon parfaitement élastique. La distance entre les
parois est ℓ et la vitesse de la balle soit ±v. Donc, J = 1

2π

∫
pdq = 2ℓv

2π
.

Donc ℓv est un invariant adiabatique. Si on rapproche lentement les parois
l’un de l’autre, à une distance ℓ/2, la vitesse a doublé.

– La longueur d’un pendule à masse 1 (a = 1, b2 = g/ℓ, ω =
√

g/ℓ) est
lentement doublée. Comment l’amplitude varie-t-elle ?
Réponse : 2πJ = 2πE/ω = π(g/ℓ)q2

max/
√

g/ℓ = constant. Donc qmax(t) =

qmax(0)
(
ℓ(t)
ℓ(0)

)1/4

. L’amplitude de l’oscillation change donc très peu et l’angle

αmax(t) = qmax(t)/ℓ(t) = αmax(0)
(
ℓ(0)
ℓ(t)

)3/4

diminue si la longueur aug-

mente.

FIN
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