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Chapitre 1Introdution
1.1 Dé�nitions élémentairesDé�nition 1.1 GroupeSoit G un ensemble et

· : G×G→ G : (a, b) → a · bune appliation (une telle appliation, de G × G dans G, est appelée une"opération" sur G).� telle que pour a, b, c ∈ G nous avons (assoiativité)
(a · b) · c = a · (b · c).� en plus, il existe un élément e ∈ G tel que

e · a = a · e = a ∀a ∈ G ;

e est appelé l'élément neutre du groupe G.� pour tout a ∈ G il existe un élément b ∈ G tel que
a · b = e = b · a .Nous appelons b "l'inverse de a" et le dénommons b = a−1.Souvent nous supprimons le signe · et nous érivons simplement a · b ≡ abExerie 1.1 Montrer que l'inverse est unique.Montrer que pour tout a, b ∈ G, (ab)−1 = b−1a−1.4



Soient h, g ∈ G. La relation "h ∼ g s'il existe un a ∈ G tel que h = a−1ga"est une relation d'équivalene. La lasse d'équivalene d'un élément h, [h],s'appelle la lasse de onjugaison de h :
[h] = {a−1ha | a ∈ G}Dé�nition 1.2 Sous-groupeUn sous-ensemble H ⊂ G ave e ∈ H et tel que pour tout a, b ∈ H nousavons a · b ∈ H et a−1 ∈ H, est appelé un sous-groupe.Dé�nition 1.3 OrdreSi un groupe G est �ni, le nombre de ses éléments est appelé l'ordre dugroupe, nG.Exerie 1.2 L'ordre de tout sous-groupe H ⊂ G est diviseur de nG, 'est-à-dire nG/nH ∈ N.Indiation : montrer que tous les ensembles Hg ⊂ G pour g ∈ G sont soitidentiques, soit disjoints.Le quotient j := nG

nH
s'appelle l'index de H par rapport à G.Dé�nition 1.4 Groupe abélien (ommutatif)Un groupe G ave a · b = b · a ∀a, b ∈ G est appelé un groupe abélien ouommutatif.Exerie 1.3 Pour un a ∈ G, tout élément de G est de la forme an pour un

n ∈ IN . Montrer que G est �ni et abélien. Dans e as G est appelé le groupeylique d'ordre nG. (Ii nG est l'ordre de G)Dé�nition 1.5 Isomorphisme, homomorphismeSoient G et G′ deux groupes et φ : G → G′ une appliation ave φ(a · b) =
φ(a) · φ(b).� Une telle appliation est appelée un homomorphisme.� Si φ est aussi bijetive elle est appelée un isomorphisme.� Si G ≡ G′ les homomorphismes sont parfois appelés endomorphismeset les isomorphismes sont appelés automorphismes.� Deux groupes G et G′ qui admettent un isomorphisme φ : G→ G′ sontappelés isomorphes.Exerie 1.4 im(φ) ⊂ G′ est un sous-groupe de G′ et ker(φ) ⊂ G est unsous-groupe de G pour tout homomorphisme φ : G→ G′.5



Dé�nition 1.6 CentreLe sous-groupe Z ⊂ G dé�ni par
Z = {c ∈ G | ca = ac ∀a ∈ G}est le entre du groupe G.Le entre est un sous-groupe abélien de G.Dé�nition 1.7 Sous-groupe normalUn sous-groupe N ⊂ G de G ave aba−1 ∈ N ∀ b ∈ N, a ∈ G est appeléun sous-groupe (ou diviseur) normal de G.Exerie 1.5 Soient N,H ⊂ G deux sous-groupes normauxave N ∩H = {e}. Alors n · h = h · n ∀ n ∈ N, h ∈ H.Proposition 1.1 Soit N un sous-groupe normal de G. Pour g1, g2 ∈ G nousappelons g1 ∼ g2, s'il existe un élément n ∈ N tel que g2 = g1n.1. La relation g1 ∼ g2 est une relation d'équivalene.2. L'ensemble de toutes les lasses d'équivalene satisfaitl'opération [g] · [h] = [gh] et forme un groupe. Ce groupe estappelé "le quotient de G et N" et il est dénommé par G

N
.3. Si G est un groupe �ni alors nG

N
= nG

nN
.Preuve 1 1. est lair. Pour 2. il faut montrer que ette opération est biendé�nie, indépendamment du représentant. Mais soit pour m,n,∈ N

g1 = gm, don [g1] = [g], g1, g ∈ G
h1 = hn, don [h1] = [h], h1, h ∈ Galors g1h1 = gnhm = gh h−1nh︸ ︷︷ ︸

∈N

m = gh · q pour un q ∈ N , don
[g1h1] = [gh].Le reste de 2. est évident.Pour 3. il faut se rappeler que deux lasses d'équivalene [g], [h], g, h ∈ Gsont soit identiques, soit disjointes. Nous avons alors

G = [g1] ∪ . . . ∪ [gn] ∪ [g0 ≡ e]où [g1], . . . , [gn], [e] représentent tous les éléments de G
N

interprétés ommesous-ensembles de G.Il faut enore montrer que tous les [gi] ontiennent nN éléments. Cei estévident pour [e] ≡ N . Mais pour gi 6= e, l'appliation n → gin est une bije-tion de N dans [gi] alors les deux ensembles ont le même nombre d'éléments.
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Dé�nition 1.8 Groupes simplesUn groupe est appelé simple s'il ne ontient pas de sous-groupes normauxnon-triviaux, i.e. N 6= G et N 6= {e}.1.2 ExemplesDes exemples de groupes in�nis bien onnus sont
(Z,+) ; (R,+) ; (C,+) ; (Q\{0}, •) ; (R\{0}, •) ; (C\{0}, •)

Gl(n,R) := {M ∈ Rn×n | detM 6= 0} Gl(n,C) := {M ∈ Cn×n | detM 6= 0}

Sl(n,R) := {S ∈ Rn×n | detS = 1} Sl(n,C) := {S ∈ Cn×n | detS = 1}

O(n) := {M ∈ Rn×n |M ·MT = 1} U(n) := {M ∈ Cn×n | M · M∗
︸︷︷︸
M̄T

= 1}

SO(n) := O(n) ∩ Sl(n,R) SU(n) := U(n) ∩ Sl(n,C)Le groupe de Lorentz est dé�ni omme suit : soit g ∈ R4×4 la matrie
g = diag(−1, 1, 1, 1), alors

L =
{
Λ ∈ R4×4 | ΛTgΛ = g

}
.Exerie 1.6 Les groupes de matries susmentionnés forment des "variétésdi�érentiables" dans le sens où on peut les dérire loalement ave un nombre

d <∞ de paramètres réels. Déterminer d pour haque exemple.Les isomorphismes (appliations linéaires, bijetives) d'un espae vetoriel
V → V forment un groupe. Le groupe des transformations linéaires de V .Si V est un espae linéaire omplexe (réel) de dimension n, e groupe estisomorphe à Gl(n,C) (respetivement Gl(n,R)) à travers un hoix de base.Exemples de groupes �nis� {I, P}, P = parité� (Nn,+n) = le groupe des éléments {0, 1, 2, . . . n− 1}ave p+n q := (p+ q,mod n).7



� Le groupe de Klein {1, i, j, k} ave
i2 = j2 = k2 = 1, ij = ji = k, jk = kj = i, ik = ki = j.� Le groupe SN des permutations de N éléments.Exerie 1.7 .� Montrer que l'ordre de SN est N !.� Tout groupe �ni est isomorphe à un sous-groupe d'un ertain SN .� Montrer que (Nq,

·q) le groupe des éléments {1, 2, . . . , q − 1} pour unnombre premier q ave m·qn := (m · n, mod q) forme un groupe. Pour-quoi faut-il que q soit un nombre premier ?� Tout groupe �ni est dé�ni par son tableau de multipliation. Donner letableau de multipliation pour (N5,
·5).� Montrer que tout groupe de deux éléments est isomorphe.� Construisez un groupe de trois éléments. Connaissez-vous une réalisa-tion simple de e groupe ? Peut-on onstruire d'autres groupes de troiséléments ?1.3 L'algèbre des fontions sur un groupeDé�nition 1.9 Algèbre de fontionsSoit G un groupe. Son algèbre1 de fontions est donnée par

F(G) = {f | f : G → C : g 7→ f(g)}. Si f(g) = f(h−1gh) ∀h, g ∈ G f estappelé une "fontion sur les lasses" (de onjugaison).Sur les groupes �nis il est faile de dé�nir une "intégration" : Pour f ∈
F(G) nous posons

I(f) =
1

nG

∑

gi∈G

f(gi).Proposition 1.2 Pour f ∈ F(G) nous dé�nissons fg ∈ F(G) par
fg(h) := f(h · g) et, de même, gf(h) := f(g · h).Soit G un groupe �ni. Alors
I(f) = I(fg) = I(gf) = I(finv), finv(h) = f(h−1) .1Une algèbre A est un espae vetoriel muni d'un produit tel que pour tout a, b ∈ A,

ab ∈ A, tel que a(b+ c) = ab+ ac et a(λc) = (λa)c = λ(ac) pour tout λ ∈ C (ou R), si enplus (ab)c = a(bc)∀a, b, c ∈ A, A est une algèbre assoiative.8



Preuve 2 Nous démontrons seulement
I(fg) =

1

nG

∑

gi∈G

f(gi · g) = I(f) =
1

nG

∑

gi∈G

f(gi).Les démonstrations des autres identités sont pareilles. Posons hi = gig pour
g ∈ G �xe. Ave gi, aussi hi atteint tous les éléments du groupe une etseulement une fois. Alors

I(fg) =
1

nG

∑

hi∈G

f(hi) = I(f).

2Don l'intégration ii dé�nie pour les groupes �nis est invariante sous"translation". Une telle mesure d'intégration peut aussi être dé�nie pourertains groupes in�nis. Par exemple pour le groupe (Rn,+) la mesure deLebesgue est invariante sous translation. Une telle mesure invariante existepour tous les "groupes topologiques loalement ompats". Cette mesure joueun r�le très important pour la lassi�ation des représentations de groupesomme nous le verrons au hapitre III.1.4 Groupes de LieNous allons d'abord donner la dé�nition orrete d'un groupe de Lie.Ensuite nous dé�nissons une grande lasse de groupes de Lie qui nous su�rapour la suite de e ours. Nous utilisons et éhappatoire pour ne pas devoirnous familiariser ave la notion de variété di�érentielle, e qui nous prendraittrop de temps par rapport à son utilité dans e ontexte.Dé�nition 1.10 Groupe de LieUn groupe G qui est une variété di�érentiable, tel que la multipliationest une appliation di�érentiable, s'appelle un groupe de Lie. Son espaetangent à e, TeG, ave le ommutateur [ , ] est son algèbre de Lie dénommée,
G.Dé�nition 1.11 Surfaes polynomialesUn sous-ensemble de Rn qui est dé�ni par un nombre m ≤ n d'équationspolynomiales est une surfae polynomiale dans Rn.Proposition 1.3 Toute surfae polynomiale dans Rn est une variété di�é-rentiable. 9



Sans preuve.Proposition 1.4 Soit M ⊂ Rn une surfae polynomiale dérite par m ≤ néquations polynomiales, Pi(x) = 0 telles que le rang de (∂jPi(x)) est maximal
∀x ave Pi(x) = 0. Dans e as M peut être dérite loalement par d = n−mparamètres. On appelle d la dimension de M.Preuve 3 Cei est une simple onséquene du théorème des fontions impli-ites de l'analyse. 2Exemples :� La ourbe P (x, y) = y2 − x3 = 0 dans R2 est une surfae polynomialequi ne satisfait pas les onditions de ette proposition. A (x, y) = 0nous avons P = 0 mais aussi ∂xP = ∂yP = 0.

� La sphère Sn dé�nie par x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n − 1 = 0 est une surfaepolynomiale de dimension n − 1 qui satisfait les onditions de la pro-position.� SO(2) ≡ S1 aussi.� Tous les groupes (non disrets) donnés omme exemples dans la se-tion 1.2 sont des surfaes polynomiales qui satisfont les onditions dela proposition.Dé�nition 1.12 Surfaes polynomiales régulières Une surfae polyno-miale dans Rn donnée par Pi(x) = 0 pour ertains polyn�mes Pi tels que lerang de ∂jPi(x) est maximal ∀x ∈ Rn ave Pi(x) = 0 est appelée une surfaepolynomiale régulière.Nous ne onsidérons que des groupes de Lie qui forment des surfaes po-lynomiales régulières. Les éléments d'une telle surfae peuvent être déritsloalement par d paramètres (oordonnées). Ils sont alors loalement dif-féomorphes à un ouvert dans Rd. Nous pouvons alors traduire la notion dedi�éreniation de Rd dans notre surfae polynomiale.10



Par la suite nous appellerons "groupe de Lie matriiel" tout groupe dematries qui est dérit par une surfae polynomiale régulière dans un ouvertde Rn2 .Dans un voisinage de I ∈ Cn×n toute matrie peut être dérite de la forme
S = eM où eM :=

∞∑

n=0

Mn

n!
.Dé�nition 1.13 Algèbre de LieL'algèbre de Lie d'un groupe de Lie matriiel G ⊂ Cn×n est donnée partoutes les matries M ∈ Cn×n telles que etM ∈ G, ∀t ∈ R. Nous la dénom-mons G.Proposition 1.51. Si le groupe G ⊂ Gl(n,C) est dé�ni par m équations polynomiales, Gest un espae linéaire de dimension (réelle) d = 2n2 −m.2. Pour M,N ∈ G aussi etMNe−tM ∈ G∀t.3. Pour M,N ∈ G aussi [M,N ] ≡MN −NM ∈ GPreuve 4 1. Soit G dérit par m équations polynomiales Pi(x) = 0 ∀x ∈

G ⊂ Cn×n. Pour M ∈ G nous avons don Pi(etM ) = 0 ∀t ∈ R. Dériverette équation à t = 0 donne ∂Pi

∂xab
(e) ·Mab = 0.Cei donne m équations linéaires pour M . Comme le rang de ∂Pi

∂xab
estmaximal (= m), les matriesM qui satisfont à es m équations formentun espae linéaire de dimension réelle d = 2n2 −m.Avant de démontrer les parties 2. et 3. nous allons prouver e lemme.Lemme 1.1 Une matrie M est un élément de l'algèbre de Lie G dugroupe de Lie G si et seulement si il existe un groupe à un paramètre2

S(t) dans G ave dS
dt

|t=0= M .Preuve 5 "⇒" Clair, prendre un groupe à un paramètre etM ."⇐" Soit S(t) un groupe à un paramètre ave dS
dt

∣∣
t=0

= M .
dS

dt
(t1) = lim

h→0

S(t1)S(h)︷ ︸︸ ︷
S(t1 + h)−S(t1)

h
= S(t1) lim

h→0

S(h) − S(0)

h
= S(t1) ·MAlors S(t) satisfait l'éq. di�. Ṡ = SM qui a omme unique solutionave S(0) = e le groupe à un paramètre S(t) = etM don M ∈ G. 22Un groupe à un paramètre est un groupe G qui est isomorphe à (R,+). C'est-à-dire ilexiste une appliation R → G : t 7→ S(t) ave S(t1)S(t2) = S(t1 + t2) et S(0) = e.11



Revenons alors à la preuve de 2. et 3. de la proposition.2. Soit S = etM et A(s) = esN . Alors, pour un t �xé SA(s)S−1 est ungroupe à un paramètre ave
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(
SA(s)S−1

)
= SNS−1 = etMNe−tM ∈ G.3. Nous allons utiliser 2. et la formule de Baker-Hausdor�. Comme G estun espae linéaire, pour toute ourbe di�érentiable M(t) dans G on aaussi d

dt
M(t) ∈ G.Nous appliquons ei à la ourbe etMNe−tM quand t = 0. D'aprèsBaker-Hausdor�
etMNe−tM = N + t[M,N ] +

1

2
t2[M, [M,N ]] + O(t3).Don d

dt

∣∣∣∣
t=0

(etMNe−tM ) = [M,N ] ∈ G .

2Dé�nition 1.14 Groupe de Lie simple :Un groupe de Lie est appelé simple s'il ne ontient pas de sous-groupesnormaux non-triviaux onnexes.Notez que ei est di�érent de la notion 'simple' pour un groupe abstrait.Par exemple le groupe SU(2) qui ontient le sous-groupe normal {I,−I} n'estpas simple omme groupe abstrait mais, omme {I,−I} n'est pas onnexe, ilest un groupe de Lie simple.La lassi�ation de tous les groupes de Lie simple a été un programme im-portant dans la théorie des groupes de Lie au début du sièle passé.Exerie 1.8� Démontrer la formule de Baker-Hausdor�.� Déterminer les algèbres de Lie pour toutes les groupes de matries don-nés à la page 6. 12



Réponses :
G = Gl(n,R) , G = Rn×n = gl(n,R) (1.1)
G = Gl(n,C) , G = Cn×n = gl(n,C) (1.2)
G = Sl(n,R) , G =

{
M ∈ Rn×n|tr(M) = 0

}
= sl(n,R) (1.3)

G = Sl(n,C) , G =
{
M ∈ Cn×n|tr(M) = 0

}
= sl(n,C) (1.4)

G = O(n) , G = {M ∈ Rn×n |M +MT = 0} = o(n) (1.5)
G = SO(n) , G = so(n) = o(n) ∩ sl(n,R) (1.6)
G = U(n) , G = {M ∈ Cn×n |M +M∗ = 0} = u(n) (1.7)

G = SU(n) , G = u(n) ∩ sl(C) = su(n) (1.8)
G = L , G = {M ∈ R4×4 |MT g + gM = 0} = ℓ. (1.9)
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Chapitre 2Groupes topologiques et lamesure de Haar
2.1 TopologieDé�nition 2.1 Topologies et espaes topologiquesSoit X un ensemble et X ⊂ P (X) (P (X) = l'ensemble de tous lessous-ensembles de X).Si les trois onditions suivantes sont satisfaites1. { } ≡ ∅ ∈ X et X ∈ X .2. Pour A,B ∈ X on a aussi A ∩ B ∈ X .3. Pour W ⊂ X ,

( ⋃

A∈W

A

)
∈ X ,alors X est appelé une topologie sur X et (X,X ) s'appelle un espaetopologique.Si X1 et X2 sont deux topologies sur X et X1 ⊂ X2, la topologie X2 estappelée plus �ne que X1.Dé�nition 2.2 Ensembles ouverts et fermésUn élément A ∈ X est appelé un sous-ensemble ouvert de X. Un en-semble de la forme B = X\A pour un A ∈ X s'appelle un ensemble fermé.Un sous-ensemble ouvert de X est souvent appelé simplement "un ouvert".Dé�nition 2.3 Bases 14



Un sous-ensemble B ⊂ X s'appelle une base de la topologie X si toutélément A ∈ X peut être représenté de la forme A =
⋃

B∈B′

B pour un sous-ensemble B′ ⊂ B.Dé�nition 2.4 Appliation ontinueSoient (X,X ) et (Y,Y) des espaes topologiques et f : X → Y une ap-pliation. L'appliation f est appelé ontinue si pour tout ouvert A ⊂ Y('est-à-dire A ∈ Y) f−1(A) est un ouvert dans X ('est-à-dire f−1(A) ∈ X ).Dé�nition 2.5 VoisinageSoit (X,X ) un espae topologique et x ∈ X. U ⊂ X est appelé un voisi-nage de x s'il existe un ouvert σ qui ontient x et qui est un sous-ensemblede U.Dé�nition 2.6 Appliation ontinue (suite)Une appliation f : X → Y (espaes topologiques) est appelée ontinueen x ∈ X si pour tout voisinage V de f(x) il existe un voisinage U de x telque f(U) ⊂ V .Corollaire 2.1 Une appliation est ontinue si et seulement si elle est onti-nue en tout point x ∈ X.Lemme 2.1 Un sous-ensemble A ⊂ X est ouvert si et seulement si pourtout x ∈ A, A ontient aussi un voisinage Vx de x, Vx ⊂ A , x ∈ Vx.Preuve 6Preuve du lemme� "⇒" Soit A ouvert alors A est un voisinage de tout point x ∈ A.� "⇐" Soit Vx le voisinage de x ontenu dans A. Soit Ix ⊂ Vx un ouvertqui ontient x, x ∈ Ix.Alors on a A =
⋃

x∈A

Ix, e qui est une union d'ouverts. Don A est unouvert.Preuve du orollaire :� "⇒" Soit f ontinue et x ∈ X, et soit V un voisinage de f(x). Nousposons U = f−1(V ). V ontient un ouvert I ave f(x) ∈ I. Alors
f−1(I) est un ouvert dans U qui ontient x, don U est un voisinagede x. 15



� "⇐" Soit f ontinue en tout x ∈ X et A ⊂ Y un ouvert. Nous voulonsmontrer que f−1(A) ⊂ X est aussi un ouvert. Soit x ∈ f−1(A). Alors
f(x) ∈ A et il existe un voisinage V de f(x) ave V ⊂ A. Comme fest ontinue en x, il existe un voisinage U de x ave f(U) ⊂ V ⊂ A.Don U ⊂ f−1(A). Alors pour tout x ∈ f−1(A) il existe un voisinage
U de x qui est aussi ontenu en f−1(A), 'est-à-dire f−1(A) est ouvert.
2Dé�nition 2.7 Convergene d'une suiteSoit (X,X ) un espae topologique et (xn)n∈N une suite dans X. La suiteest dite onvergente vers le point x ∈ X si pour tout voisinage V de x ilexiste un nombre N ∈ N tel que xn ∈ V ∀n ≥ N .La notion de onvergene dépend également de la topologie. Par exemplepar rapport à la topologie X = {∅, X} toute suite onverge vers tout point

x ∈ X. Par ontre, par rapport à la topologie X = P (X), seules les suitesqui sont onstantes à partir d'un ertain N ∈ N onvergent.Exemple :
X ≡ R et R ≡ X =

{
σ ⊂ R

∣∣∣∣
pour toutx ∈ σ il existe unintervalle ouvert I ave x ∈ I ⊂ σ

}Cei est une topologie sur R. C'est la topologie dite "naturelle".Les notions de ontinuité et de onvergene usuelles sur R orrespondentá nos dé�nitions si nous utilisons ette topologie. (exerie !)Pour aller plus loin, nous aimerions une notion de séparation. Les en-sembles ouverts doivent séparer les points d'une façon ou d'une autre. Ilexiste au moins inq di�érents axiomes de séparation qui sont tous inéquiva-lentes mais tous satisfaits par (R,R). Nous utilisons un des axiomes qui estmoyennement fort :Dé�nition 2.8 Espaes de Hausdor�Un espae topologique (X,X ) satisfait l'axiome de séparation de Haus-dor� si tous les points x 6= y ∈ X ont des voisinages disjoints. Un espaetopologique qui satisfait et axiome est appeléun "espae de Hausdor�".Par la suite nous ne onsidérerons que des espaes de Hausdor�.Corollaire 2.2 Dans un espae de Hausdor� toute suite onvergente neonverge que vers un seul point. 16



x

y

Ux Uy

X

Fig. 2.1 � Séparation de deux points dans un espaetopologique de Hausdor�.Preuve 7 Faisons une preuve par l'absurde : soit x 6= y et la suite (xn)∈Nonvergente vers x et vers y. Soient Vx et Vy des voisinages disjoints despoints x et y. D'après la dé�nition de la onvergene il existe des nombres
Nx, Ny ∈ N ave xn ∈ Vx ∩ Vy ∀n ≥ max{Nx, Ny}, mais ei ontredit
Vx ∩ Vy = ∅. 2Dé�nition 2.9 Espae ompatUn espae topologique est appelé ompat s'il est de Hausdor� et si toutreouvrement ouvert ontient un reouvrement �ni.Un reouvrement ouvert de X est un sous-ensemble W ⊂ X tel que

S

A∈W
A = X. Il est appelé "�ni" s'il ontient un nombre �ni d'éléments.Proposition 2.1 Sous espaeSoit (X,X ) un espae topologique et Y ⊂ X. Alors Y = {A∩Y | A ∈ X}génèrent une topologie sur Y (la topologie induite).Preuve : ExerieProposition 2.2 Soit (X,X ) un espae topologique de Hausdor�. Si Y ⊂ Xest ompat, Y est fermé.Preuve 8 Nous montrons que X\Y est ouvert, 'est-à-dire que pour x ∈

X\Y il existe un voisinage V de x qui est dans X\Y .Pour ei nous onsidérons y ∈ Y , alors x 6= y et il existe des voisinages
Uy et U ′

y de y et x qui sont disjoints, y ∈ Uy , x ∈ U ′
y et Uy ∩ U ′

y = ∅. Uyontient un ouvert Iy ⊂ Uy et alors Iy ∩ U ′
y = ∅. En faisant ei ave tout

y ∈ Y on génère un reouvrement de Y , {Iy ∩ Y | y ∈ Y }. Comme Y estompat, e reouvrement ontient un reouvrement �ni, disons Iy1 ∩ Y, Iy2 ∩
Y, . . . , Iyn

∩Y . Y ⊂
n
S

i=1
Iyi

. Mais V := U ′
y1
∩U ′

y2
∩· · ·∩U ′

yn
est un voisinagede x qui n'intersetionne auun des Iyj

et alors V ∩ Y = ∅ don V ⊂ X\Y .
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Théorème 2.1 Tout intervalle [a, b] ⊂ R est ompat (Heine-Borel).Preuve : ExerieIndiation : Soit R un reouvrement ouvert de [a, b]. Dé�nir
c := sup{x ∈ [a, b] | tel que [a, x] a un reouvrement �ni,Rx ⊂ R}Montrer que [a, c] a un reouvrement �ni. Montrer que c = b.Dé�nition 2.10 Point limiteUn point x ∈ A ⊂ X est appelé point limite de A s'il existe une suite

(xn)n∈N qui onverge vers x tel que {x1, x2, . . . , xn} ⊂ A.Dé�nition 2.11 FermeturePour A ⊂ X la fermeture Ā ⊂ X est le plus petit ensemble fermé quiontient ASi A est ouvert Ā\A =: ∂A est appelé le bord de A.Exerie 2.1 Montrer que
Ā = ∩B∈WBoù W est l'ensemble de tous les sous-ensembles fermés de X qui ontiennent

A.Proposition 2.3 Ā = {tous les points limites deA}.Preuve : ExerieDe ette proposition il suit que les ensembles fermés sont eux qui ontiennenttous leurs points limites.Théorème 2.2 Une appliation f : X → Y : x → f(x) est ontinue siet seulement si pour toute suite (xn)n∈N qui onverge vers x ∈ X, la suite
(f(xn))n∈N onverge vers f(x).Preuve 9� "⇒" Soit f ontinue et (xn) onverge vers x. Soit V ⊂ Y un ouvert quiontient f(x). Alors f−1(V ) est un ouvert qui ontient x. Il existe donun N ∈ N tel que xn ∈ f−1(V ) ∀n ≥ N , et alors f(xn) ∈ V ∀n ≥ N ,'est-à-dire f(xn) onverge vers f(x).18



� "⇐" Nous montrons que pour tout V ∈ Y ouvert, X\f−1(V ) est fermé.Pour ei nous démontrons que X\f−1(V ) ontient tous es points li-mites et puis appliquons la prop. 2.3.Soit x un point limite de X\f−1(V ). Alors, il existe une suite (xn)n ,
xn ∈ X\f−1(V ) qui onverge vers x. Don f(xn) onverge vers f(x).Mais f(xn) ∈ Y \V qui est fermé, don aussi f(x) ∈ Y \V e qui im-plique x ∈ X\f−1(V ). 2Les axiomes de séparation sont néessaires pour qu'un espae ontienneassez de sous-ensembles ouverts. Mais il peut aussi en ontenir trop. Parexemple, la topologie P (X) satisfait tous les axiomes de séparation, mais ellen'est quand même pas très utile. Nous avons enore besoin d'un axiome dedénombrabilité.Dé�nition 2.12 Dense, le deuxième axiome de dénombrabilité� Un sous-ensemble Y ⊂ X est appelé dense si Ȳ = X. Ii Ȳ , la fer-meture de Y e qui est aussi le plus petit ensemble fermé qui ontient
Y .� Un espae topologique satisfait le deuxième axiome de dénombra-bilité s'il ontient un sous-ensemble dense qui est dénombrable.Exemple : Rn ave la topologie "naturelle" satisfait le deuxième axiomede dénombrabilité : Qn est dense et dénombrable.Dé�nition 2.13 Espae produitSoient (X,X ) et (Y,Y) deux espaes topologiques. L'ensemble

X × Y := {A× B | A ∈ X etB ∈ Y}forme la base d'une topologie sur X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }. X × Ymuni de ette topologie est appelé le produit topologique de X ave Y .Proposition 2.4� A ⊂ X est dense si et seulement si tout ouvert U 6= ∅ , U ⊂ X a uneintersetion non vide ave A , U ∩A 6= ∅.� Un espae ave une base dénombrable possède un sous-ensembledense dénombrable.Preuve 10� "⇒" Soit U un ouvert ave U ∩ A = ∅. Alors A ⊂ X\U et omme
X\U est fermé on a aussi Ā ⊂ X\U . Mais Ā = X, don U = ∅."⇐" Soit A tel que tout ouvert U 6= ∅ a une intersetion non-nulle ave
A. Alors X\Ā qui est un ouvert (Ā est fermé) et qui a une intersetionvide ave A ⊂ Ā, don X\Ā est vide, 'est-à-dire Ā = X.19



� Soit {Ui | i ∈ N} une base dénombrable de X. Pour tout i ∈ N noushoisissons xi ∈ Ui. Nous posons N = {xi | i ∈ N}. Comme tout ouvertest de la forme
U =

S

i∈I
Ui , I ⊂ N, tout ouvert ontient ertains xi et a alors uneintersetion non-vide ave N . C'est-à-dire N est dense. 2L'inversion du deuxième énoné n'est en général pas vraie !Proposition 2.5 Pour un espae topologique X les énonés suivants sontéquivalents :1. Toute suite en X possède une sous-suite onvergente.2. Tout reouvrement dénombrable ontient un sous-reouvrement �ni.3. Tout système dénombrable Σ de sous-ensembles fermés de X qui est telque n

T

i=1
Ai 6= ∅ pour tout sous-ensemble {A1, . . . , An} ⊂ Σ �ni possèdeune intersetion non-vide.Il est faile a démontrer que dans un espae topologique ompate qui satisfaitle deuxième axiome de dénombrabilité, tout reouvrement ouvert ontientun reouvrement dénombrable, et d'après ette proposition alors tout suiteontient une sous-suite onvergeante.Preuve 111. ⇒ 2. Soit U = {Ui | i ∈ N} un reouvrement de X. Soit V1 = U1. Soit

V2 le premier des ensembles U1, U2, . . . qui n'est pas ontenu dans V1.Soit V3 le premier des ensembles qui n'est pas ontenu dans V1 ∪ V2,et.(a) Si après r pas r
S

k=1
Vk = X, nous avons trouvé un reouvrement�ni.(b) Si (a) ne se présente pour auun r ∈ N, alors pour tout k ∈ Nnous hoisissons

xk ∈ Vk\
k−1

S

ℓ=1
Vℓ 6= ∅.Nous montrons que la suite xk ne peut pas avoir de sous-suiteonvergente : ave (Ui), (Vk) est aussi un reouvrement de X.Supposons que x ∈ X soit la limite d'une sous-suite (xkn

). Mais
∃k0 ave x ∈ Vk0. Mais seulement le nombre �ni xi ave i ≤ k0peut se trouver dans Vk0 e qui est en ontradition ave la notionde limite ! Alors la situation (b) n'est pas possible.20



2. ⇒ 3. Soit Σ ⊂ P (X) un système dénombrable de sous-ensembles fer �mestel que N
T

i=1
Ai 6= ∅ pour tout nombre �ni d'éléments de Σ. Nous suppo-sons T

A∈Σ
A = ∅.Dans e as, {X\A | A ∈ Σ} est un reouvrement dénombrable de

X. Il ontient alors un reouvrement �ni, disons {X\Ai | Ai ∈ Σ , i =

1, . . . , N}. Cei implique que N
T

i=1
Ai = ∅ e qui est en ontradition avel'hypothèse.3. ⇒ 1. Soit (xn) une suite. Nous posons An = {xk | k > n}. Σ = {Ān |

n ∈ N} est un système de sous-ensembles fermés tels que N
T

k=1
Ānk

6=
∅ ∀N ∈ N, nk ∈ N. Nous montrons que tout élément x ∈ T

n
Ān estla limite d'une sous-suite (xnk

). Pour x ∈ T

n
Ān et U un voisinage de

x, U ∩An 6= ∅ ∀n. Don pour tout n il existe kn > n et kn > kn−1 telque xkn
∈ U . Alors la sous-suite (xkn

)n∈N onverge vers x. 2Proposition 2.6 Dans le produit X ×X la diagonale △ = {(x, x) | x ∈ X}est fermée.Preuve 12 Nous montrons que (X ×X)\△ est ouvert.Soit (x1, x2) ∈ (X × X)\△. Comme x1 6= x2 il existe des voisinages U1, U2de x1, x2 ave U1 ∩ U2 = ∅ don U1 × U2 est un voisinage de (x1, x2) qui estontenu dans (X ×X)\△.(Noter qu'il est important que X soit un espae de Hausdor� !) 2Proposition 2.7 Soient f : X → Y , g : X → Y deux fontions ontinues.L'ensemble H = {x ∈ X | f(x) = g(x)} est fermé.Preuve 13 Nous dé�nissons F : X → Y × Y : x→ (f(x), g(x)).Alors H = F−1(△) est fermé pare que △ est fermé et F est ontinue. 2Conséquenes :� Si deux fontions ontinues sont égales sur un ensemble dense, ellessont omplètement égales. Spéi�quement, si deux fontions sur R (ousur un intervalle) sont égales sur les nombres rationnels (Q), elles sontégales.� L'ensemble des zéros d'une appliation ontinue d'un espae X dans
Rn est fermé (hoisir g(x) ≡ 0).Proposition 2.8 (Théorème du graphe fermé)Soient X et Y des espaes topologiques, f : X → Y ontinue. L'ensemble

G := {(x, f(x)) | x ∈ X} (appelé le "graphe" de f) est fermé dans X × Y .21



Preuve 14 Nous posons
P2 : X × Y → Y : (x, y) → y et P1 : X × Y → X : (x, y) → x.Evidemment P1 et P2 sont ontinues. Don (f ◦P1) est aussi ontinue. Mais

G = {(x, y) ∈ X × Y | P2(x, y) = f ◦ P1(x, y)}est don fermé d'après la proposition 2.7. 22.2 Groupes topologiquesDé�nition 2.14 Groupe topologiqueUn groupe topologique est un groupe qui est en même temps un espaetopologique tel que l'appliation
G×G→ G : (a, b) → ab−1est ontinue.Proposition 2.9 Les appliations

G→ G : a→ a−1 et G×G→ G : (a, b) → absont aussi ontinues.Preuve 15� Soit (an) une suite qui onverge vers a. Nous allons montrer que a−1
nonverge vers a−1 : (e, an) est une suite qui onverge vers (e, a) (dans

G × G) alors e · a−1
n = a−1

n onverge vers e · a−1 = a−1 (pare que
(b, a) → ba−1 est ontinue).� Soit(an, bn) une suite qui onverge vers (a, b), don (an, b

−1
n ) onvergevers (a, b−1). Alors an · (b−1

n )−1 = an · bn onverge vers a · b. 2Théorème 2.3 Soit f : G → H un homomorphisme entre deux groupestopologiques. Si f est ontinue en e ∈ G, f est ontinue partout.Preuve 16 Soit x ∈ G et V ⊂ H un voisinage de y = f(x). Nous voulonsmontrer qu'il existe un U ⊂ G, voisinage de x tel que f(U) ⊂ V .Nous onsidérons V · y−1, qui est un voisinage de e ∈ H. Alors il existeun voisinage U ′ de e ∈ G tel que f(U ′) ⊂ V · y−1 (omme f est ontinueen e). Posons U = U ′ · x qui est un voisinage de x ave
f(U) = f(U ′) · f(x) ⊂ V · y−1 · f(x) = V.
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Dé�nition 2.15 Uniformément ontinu, équi-ontinu, onvergeneuniforme� Soit H ⊂ G un sous-ensemble d'un groupe topologique et f : H → R :
x 7→ f(x) une fontion. On dit que f est uniformément ontinuesur H si pour tout ǫ > 0 il existe un voisinage V ⊂ G de e tel que

| f(x) − f(y) |< ǫ ∀x, y ∈ H tel que x · y−1 ∈ V.� Si nous pouvons hoisir H ≡ G, f est dit tout simplement uniformé-ment ontinue.� Soit H ⊂ G et △ un ensemble de fontions sur H. Cet ensemble s'ap-pelle équi-ontinu sur H si pour tout ǫ > 0 il existe un voisinage
V ⊂ G de e tel que | f(x) − f(y) |< ǫ∀x, y,∈ H tel que xy−1 ∈ V etpour tout f ∈ △.� Une suite de fontions fn sur H onverge uniformément vers unefontion f sur H si pour tout ǫ > 0 il existe un N ∈ N tel que |f(x) −
fn(x)| < ǫ ∀n ≥ N et ∀x ∈ H.Exerie 2.2� La onvergene uniforme est équivalente à ∀ǫ > 0 ∃N ∈ N tel que

|fn(x) − fm(x)| < ǫ ∀m,n > N, x ∈ H.� Si les (fn) sont ontinues et si elles onvergent uniformément vers f ,
f est aussi ontinue.Théorème 2.4 Soit G un groupe topologique qui satisfait le deuxième axiomede dénombrabilité et H ⊂ G ompat. Soit △ un ensemble de fontions équi-ontinues sur H qui sont bornées uniformément ave

| f(x) |< L ∈ R ∀x ∈ H , f ∈ △.Alors toute suite (fn) ⊂ △ ontient une sous-suite qui est uniformémentonvergente.Preuve 17 Comme G satisfait le deuxième axiome de dénombrabilité, ilontient un ensemble dénombrable N qui est dense, et N ∩H est dense dans
H. � Soient {a1, a2, . . .} = N ∩H.� Soit (fn) une suite dans △.La suite des nombres (fn(a1))n est bornée, elle possède une sous-suite onver-gente (fnk1

(a1))k1. Mais (fnk1
(a2))k1 est aussi bornée et ontient alors unesous-suite (fnk2

(a2))k2 qui onverge. Alors fnk2
(a1) et fnk2

(a2) onvergent.23



Nous pouvons ontinuer de ette manière et alors onstruire des suites denombres nkj
tel que fnkj

onverge dans tous les
aℓ, ℓ ≤ j et (nkj

)kj
⊃ (nkj+1

)kj+1
.La suite (nkk

)∞k=1 est telle que gk ≡ fnkk
onverge pour tous les ai ∈ N∩H.Nous allons montrer que la suite gk onverge uniformément sur H. Commeles gk sont équi-ontinues, pour tout ǫ > 0 il existe un voisinage V de e telque

| gk(x) − gk(y) |<
ǫ

3
∀x, y ∈ H ave xy−1 ∈ V et ∀k ∈ N.Comme N est dense, l'ensemble {V ai | ai ∈ N} est un reouvrement ouvertde H. Il ontient aussi un reouvrement �ni donné par les éléments

bj = aij , j = 1, . . . ,M et H=
M
S

j=1
V bj .La suite gk(bj) onverge pour tout j = 1, . . . ,M . Pour tout j = 1, . . . ,M , ilexiste don un Nj, tel que

| gp(bj) − gq(bj) |<
ǫ

3
∀p, q > Nj .Soit N = max{N1, . . . , NM}. Soit x ∈ H quelonque et p, q > N . Il existedon un j ∈ {1, . . . ,M} tel que x ∈ V bj et alors

| gp(x)−gq(x) | ≤ | gp(x)−gp(bj) | + | gp(bj)−gq(bj) | + | gq(bj)−gq(x) | < ǫ.Alors (gp) onverge uniformément dans H. 2Dé�nition 2.16 Inf, sup et SSoit X un espae topologique ompat, f : X → R une fontion ontinue.Nous posons
L(f) = inf{f(x) | x ∈ X}
K(f) = sup{f(x) | x ∈ X}
S(f) = K(f) − L(f).Proposition 2.10� Il existe un x ∈ X et un y ∈ X tels que L(f) = f(x)et K(f) = f(y) ; 'est-à-dire es inf et sup sont en e�et des min et

max. 24



� Si (fn) est une suite qui onverge uniformément vers f , nous avons
lim
n→∞

K(fn) = K(f) et lim
n→∞

L(fn) = L(f).Preuve 18 Soit xn tel que f(xn) < L(f) + 1
n
. Comme X est ompat, xnontient une sous-suite qui onverge 1 (xnk

)k∈N. Soit x = limk→∞ xnk
alors

f(x) < L(f) +
1

n
∀n ∈ N, don f(x) ≤ L(f).Mais L est l'in�mum de f alors f(x) = L(f).(En prinipe il faudrait d'abord montrer que L(f) existe. Mais ei se faitde la même façon : supposons que L(f) n'existe pas. Alors ∀n ∈ N il existeun xn ∈ X tel que f(xn) < −n. Comme X est ompat, (xn) possède unesous-suite onvergente vers un x ∈ X. Ce x satisfait f(x) < −n ∀n ∈ R, equi est une ontradition.)Les démonstrations pour K sont analogues(le deuxième point est laissé omme exerie). 22.3 L'intégration de HaarPour un groupe �ni et une fontion f : G→ R nous avons déjà dé�ni

I(f) =
1

N

N∑

i=1

f(xi)où {xi} sont les N éléments de G.Cette fontionnelle I possède les propriétés suivantes :
I(f) =

1

N

N∑

i=1

f(x−1
i ) =

1

N

N∑

i=1

f(xiy) ∀y ∈ G.En plus
I(f + g) = I(f) + I(g) , I(α · f) = αI(f) , ∀α ∈ Ret I(|f |) ≥ |I(f)|.Ce sont les propriétés d'une intégration invariante.Nous allons maintenant onstruire une telle intégration invariante ou inté-gration de Haar pour tout groupe ompat qui satisfait le deuxième axiomede dénombrabilité.1Exerie ! 25



Dé�nition 2.17 Intégration invariante (de Haar)Soit C(G) l'ensemble des fontions ontinues sur un groupe topologique
G. Une appliation I : C(G) → R est appelé une intégration invarianteou intégration de Haar dénommée ∫ f(x)dx, si :1. Pour α ∈ R, ∫ α · f(x)dx = α

∫
f(x)dx2. ∫ (f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx3. Si f(x) ≡ 1, ∫ f(x)dx ≡ 14. Si f(x) ≥ 0, ∫ f(x)dx ≥ 05. Pour y ∈ G on a ∫ f(xy)dx =

∫
f(x)dx =

∫
f(yx)dx6. ∫ f(x−1)dx =

∫
f(x)dxD'après 1., 2. et 4. il s'ensuit que ∫ |f(x)|dx ≥ |

∫
f(x)dx|. Cei se trouveomme suit : |f(x)| − f(x) ≥ 0 ; alors

0 ≤
∫

(|f(x)| − f(x)) dx =

∫
|f(x)|dx−

∫
f(x)dx et ∫

|f(x)|dx ≥
∫
f(x)dx .Mais nous avons aussi |f(x)| + f(x) ≥ 0, don

∫
|f(x)|dx ≥ −

∫
f(x)dx et don ∫

|f(x)|dx ≥
∣∣∣∣
∫
f(x)dx

∣∣∣∣ .Théorème 2.5 (Von Neumann 1934)Sur un groupe topologique ompat qui satisfait le deuxième axiome dedénombrabilité il existe une unique intégration invariante. Si les onditions1. à 4. et la première égalité de 5. sont satisfaites, la deuxième égalité de 5.et 6. suivent.En plus, pour f(x) ≥ 0 et f 6≡ 0,
∫
f(x)dx > 0.Remarque : Il est faile de voir que pour un groupe G �ni et munide la topologie P (G) (topologie disrète) toute fontion est ontinue et laonstrution I(f) onstitue une telle intégration invariante. Pour un groupeompat mais non-�ni, nous nous laissons guider par et exemple et nousallons trouver la bonne intégration par une proédure de limite à partir dela somme faite sur les sous-ensembles �nis.26



Preuve 19 La démonstration de e théorème n'est pas faile. Nous larépartirons don sur dix étapes. Pour ela G sera toujours un groupe ompatqui satisfait le deuxième axiome de dénombrabilité.1. Soit f : G→ R une fontion ontinue et A = {a1, . . . , an} A ⊂ G unsous-ensemble �ni.Nous posons
M(A, f)(x) :=

1

n

n∑

i=1

f(xai).Clairement, M(A, f) est aussi une fontion ontinue sur G qui possèdeles propriétés suivantes :
L(M(A, f)) ≥ L(f) , K(M(A, f)) ≤ K(f)et alors S(M(A, f)) ≤ S(f) .En plus, si A et B sont deux sous-ensembles �nis d'éléments de G,nous avons

M(A,M(B, f))(x) = M(A · B, f)(x)

(A · B = (a1b1, a1b2, . . . , a1bm, a2b1, . . . , anbm))2. Si f n'est pas onstante, il existe un sous-ensemble �ni A telle que
S(M(A, f)) < S(f).Preuve (de 2.) : Soit l le minimum et k le maximum de f . Comme fn'est pas onstante, k > l. Comme f est ontinue il existe un ouvert Utel que pour h ∈ (l, k), f(x) ≤ h < k pour tout x ∈ U (e.g. f−1(l, h)).Les ensembles de la forme Ua−1 , a−1 ∈ G reouvrent le groupe G et ilsontiennent alors un reouvrement �ni de la forme Ua−1

i pour ertains
ai, i ∈ J , ou J ⊂ N est �ni et ontient m éléments, m = |J |. Soit
A = {ai|i ∈ J}. Nous allons montrer que le maximum

K(M(A, f)) ≤ (m− 1)k + h

m
< k.Naturellement f(xai) ≤ k, mais pour tout x ∈ G nous pouvons trouverun ai tel que x ∈ Ua−1

i alors xai ∈ U et don f(xai) ≤ h. Il suitalors que K(M(A, f)) < k. Comme L(M(A, f)) ≥ l, la relation 2. estétablie. 27



3. Soit f une fontion ontinue sur G. Un nombre p ∈ R est appelé unemoyenne droite de f si pour tout ǫ > 0 il existe un sous-ensemble�ni A dans G telle que
|M(A, f)(x) − p| < ǫ ∀x ∈ G.Nous allons montrer que toute fontion ontinue possède au moins unemoyenne droite.Soit △ l'ensemble de toutes les fontions de la forme M(A, f)) pourun sous-ensemble A �ni et une fontion f donnée. De 1. il suit que △est uniformément bornée. Nous allons montrer que △ est aussi équi-ontinu. Comme f est ontinue sur G ompat, f est aussi uniformé-ment ontinue. Pour tout ǫ > 0 il existe alors un voisinage V de e telque
|f(x) − f(y)| < ǫ∀xy−1 ∈ V.Mais ave xy−1 ∈ V nous avons aussi

(xai)(yai)
−1 = xy−1 ∈ V,et don

|f(xai) − f(yai)| < ǫ.La somme sur i donne
|M(A, f)(x) −M(A, f)(y)| < ǫpour tout xy−1 ∈ V et pour tout A �ni. Alors △ est équi-ontinu.Soit s la borne inférieure de tous les S(M(A, f)). Il existe alors unesuite fn dans △ telle que

lim
n→∞

S(fn) = s.Comme △ est équi-ontinu, ette suite possède une sous-suite (gn) quionverge uniformément. Nous allons appeler sa limite g(x).Sa variation S(g) est égale à s (voir théorème 2.4), S(g) = s.Nous allons montrer que g est onstante ou bien (ela revient au même)que s = 0.Supposons que g ne soit pas onstante. D'après 2. il existe alors unsystème A �ni d'éléments de G tel que S(M(A, g)) = s′ < s.Soit ǫ = 1
3
(s′ − s). Comme gn onverge uniformément vers g, il existeun N ∈ N tel que pour tout k > N, nous avons

|g(x) − gk(x)| < ǫ.28



En remplaçant x par xai et faisant la somme sur ai ∈ A, on obtient
|M(A, g)(x) −M(A, gk)(x)| < ǫ.Ces deux inégalités donnent

S(M(A, gk)) < S(M(A, g)) + 2ǫ = s′ + 2ǫ < s.Mais M(A, gk) ∈ △ e qui est une ontradition puisque S(f) ≥ s ∀f ∈
△.Don la fontion g est onstante. Nous posons p := g(x). Comme lasuite (gn) onverge uniformément vers p, pour tout ǫ > 0 il existe un
N ∈ N tel que

|gn(x) − p| < ǫ ∀n ≥ N, x ∈ G.Mais gn ∈ △, don pour tout ǫ > 0 il existe un A tel que
|M(A, f)(x) − p| < ǫ ∀x ∈ G.Don p est une moyenne droite de f .4. En analogie ave 1., nous allons introduire pour un sous-ensemble �ni

B = (b1, . . . , bn) la fontion M ′(B, f) dé�nie par
M ′(B, f)(x) =

1

n

∞∑

i=1

f(bix).� Il est faile de véri�er que
M(A,M ′(B, f)) = M ′(B,M(A, f)).� Les inégalités de 1. et 2. sont aussi véri�ées pour M ′.5. En analogie ave 3. nous allons appeler q ∈ R une moyenne gauhesi pour tout ǫ > 0 il existe un sous-ensemble B dans G telle que

|M ′(B, f) − q| < ǫ.Nous allons montrer que il existe au moins une moyenne gauhe. Pourela nous allons garder la topologie de G mais nous dé�nissons uneautre multipliation : pour x, y ∈ G nous posons x ∧ y := y · x. Ave
(G, ·), (G,∧) est aussi un groupe topologique ompat qui satisfait ledeuxième axiome de dénombrabilité.Une fontion ontinue sur (G, ·) et aussi ontinue sur (G,∧) etM ′(B, f)sur (G, ·) devient M(B, f) sur (G,∧). Alors une moyenne droite de fsur (G,∧) devient une moyenne gauhe de f sur (G, ·).Don f possède une moyenne gauhe sur (G, ·) (on aurait aussi sim-plement pu répéter la preuve fournie sous 3.).29



6. Toute fontion f ontinue sur G a une et une seule moyenne droite,ainsi qu'une (et une seule) moyenne gauhe et les deux moyennes sontidentiques. Cette unique moyenne est appelée la moyenne de f et dé-nommée par M(f).Preuve : Soit p une moyenne droite, q une moyenne gauhe et A,Btelles que
|M(A, f)(x) − p| < ǫ et |M ′(B, f)(x) − q| < ǫ.Don |M ′(B,M(A, f))(x) − p| < ǫet |M(A,M ′(B, f))(x) − q| < ǫMais M ′(B,M(A, f))(x) = M(A,M ′(B, f))(x),alors |p− q| < 2ǫ et ei pour tout ǫ > 0 don p = q.Alors toute moyenne droite est égale à toute moyenne gauhe, e qu'ilfallait démontrer.7. Soient f et g deux fontions ontinues sur G. Alors

M(f + g) = M(f) +M(g).Nous allons d'abord montrer queM(M(A, f)) = M(f) pour tout A ⊂ G�ni.Soit M(f) = p. Alors p est une moyenne gauhe de f , don pour tout
ǫ > 0 il existe C ⊂ G, �ni, tel que

|M ′(C, f)(x) − p| < ǫ ∀x ∈ G.En remplaçant x par xai et en sommant sur ai ∈ A, il suit que
|M(A,M ′(C, f))(x) − p| < ǫ, e qui est identique à

|M ′(C,M(A, f))(x) − p| < ǫ.Alors p est une moyenne gauhe de M(A, f), et don p est (aussi)l'unique moyenne de M(A, f).Soit M(g) = q. Alors pour ǫ > 0 il existe un sous-ensemble B ave
|M(B, g)(x) − q| < ǫ

2
.Pour tout sous-ensemble A′ nous avons

|M(A′,M(B, g))(x) − q| < ǫ

2
.30



Comme p est aussi la moyenne de M(B, f), il existe un sous-ensemble�ni A tel que
|M(A,M(B, f))(x) − p| < ǫ

2
.Alors |M(AB, g+f)(x)−(p+q)| = |M(AB, f)(x)+M(AB, g)(x)−(p+q)|

< |M(AB, g)(x) − q| + |M(AB, f)(x) − p| < ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ.Don p+ q est la moyenne de f + g.8. Soit f ontinue et a ∈ G. Nous posons fa(x) = f(xa) et af(x) = f(ax).

M(fa) = M(af) = M(f).Preuve : Remarquons d'abord que
M(A, fa)(x) = M(A, f)(xa) = M(Aa, f)(x).Alors les moyennes droites de f et fa sont égales. De même, ave M ′on onlut que les moyennes gauhes de f et af sont identiques, 'est-à-dire que les moyennes de es trois fontions oïnident.9. Si f(x) ≥ 0 et f 6≡ 0, M(f) > 0.Preuve : Soit f(x) > h > 0. Il existe alors un ouvert U , voisinage de

x, tel que
f(y) > h ∀y ∈ U.Les ouverts Ua−1, a ∈ G reouvrent G et ontiennent alors un reou-vrement �ni de G, Ua−1

i , i = 1, . . . , N .Nous posons A = {a1, . . . , aN}. Pour tout x ∈ G il existe don un aitel que x ∈ Ua−1
i don xai ∈ U et alors

f(xai) > h et M(A, f)(x) >
h

N
.Alors M(f) = M(M(A, f)) >

h

N
> 0.10. Démonstration �nale du théorèmeNous posons ∫

f(x)dx = M(f).Il est évident que ei satisfait les onditions 1., 3. et 4. de la dé�nition2.17. Les onditions 2. et 5. suivent de 7. et 8., établis plus haut.Nous devons enore montrer le point 6. , que ∫ f(x)dx est unique.31



Soit ∫ ∗
f(x)dx une autre intégration invariante qui satisfait la dé�ni-tion 2.17.Nous allons montrer que

∫ ∗

f(x)dx = M(f).Preuve : Soit p = M(f). Il existe alors un A �ni tel que
|M(A, f)(x) − p| < ǫ ∀x ∈ G.Mais à ause de 1., 3. et 5.

∣∣∣∣
∫ ∗

M(A, f)(x)dx− p

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ ∗

f(x)dx− p

∣∣∣∣ ≤ ǫ.Et ei pour tout ǫ > 0 don ∫ ∗
f(x)dx = p = M(f).Il faut enore prouver que 6. est aussi satisfait. Pour ela posons

∫ ∗

f(x)dx :=

∫
f(x−1)dx.Il est faile de voir que ∫ ∗ satisfait les onditions 1. à 5. de la dé�nition2.17. Nous ne montrons que la première de égalités 5. :

∫ ∗

f(xa)dx =

∫
f(a−1x−1)dx =

∫
f(x−1)dx =

∫ ∗

f(x)dx.Alors ∫ ∗ est aussi une intégration invariante sur G, don
∫ ∗

≡
∫
.Cei termine la preuve du théorème 2.5. 22.4 Autres propriétés importantes des groupestopologiquesDé�nition 2.18 ConnexeUn espae topologique X est appelé onnexe, s'il n'existe pas deux en-sembles fermés A,B non-vides tels que

A ∪ B = X et A ∩B = ∅.32



Exerie 2.3 X est onnexe si et seulement s'il n'existe pas deux ensemblesouverts A,B tels que
A ∪ B = X et A ∩B = ∅.Dé�nition 2.19 Sous-groupes topologiquesUn sous-groupe H ⊂ G du groupe topologique G est appelé sous-groupetopologique si H est fermé.Remarque : Tout sous-groupe H d'un groupe topologique G est unespae topologique via la topologie induite même si H n'est pas un sous-groupe topologique.Exemples :� (Q\{0}, ·) est un sous-groupe de (R\{0}, ·).� (Z,+) est un sous-groupe topologique de (R,+).� U(n) est un sous-groupe topologique de Gl(n,C).� O(n) est un sous-groupe topologique de Gl(n,C).Lemme 2.2 Soit A ⊂ X muni de la topologie induite.

f : X → Y ontinue, fA dé�nie par fA : A → Y : x → f(x). Alors fA estaussi ontinue.Preuve 20 Soit V ⊂ Y ouvert. f−1
A (V ) = f−1(V )∩A est ouvert par rapportà la topologie induite. 2Lemme 2.3 Soit G un groupe topologique. La fontion

fn : G→ G : x→ xn , n ∈ Zest ontinue.Preuve 21 (Par indution). Pour n = 1, f est l'identité qui esttrivialement ontinue.Soit x→ xn ontinue. Alors
ϕ : G×G→ G : (x, y) → xnyest aussi ontinue. Mais fn+1 = ϕ|△ où △ est la "diagonale" de G×G.Pour n < 0 nous omposons fn ave x−1. 2Lemme 2.4 Soit G un groupe topologique.

f : G×G× . . .×G→ G : (x1, . . . , xn) 7→ xr11 · · ·xrnn , ri ∈ Zest ontinue. 33



Preuve 22 Nous allons montrer que si f1, . . . , fn : G→ G sont ontinues,
f1 · · · fn : G×G× . . .×G→ G : (x1, . . . , xn) 7→ f1(x1) · · ·fn(xn)est aussi ontinue. Mais ei suit du fait que f1 · · · fn est la ombinaison del'appliation ontinue

f1 × · · · × fn : G× · · · ×G→ G× · · · ×G

: (x1, . . . , xn) 7→ (f1(x1), . . . , fn(xn))et l'appliation ontinue
G×G× . . .×G→ G : (x1, . . . , xn) 7→ x1 · · ·xn.Le lemme 2.4 est juste un exemple de e fait général pour fi(x) = xri. 2Proposition 2.11 Soit ar11 ...arnn = c et W un voisinage de c. Alors il existedes voisinages Ui des ai tels que U r1

1 · U r1
1 ... · U rn

n ⊂W .Preuve 23 Cei est une simple onséquene de la ontinuité de la fontiondu lemme 2.4. 2Lemme 2.5 Soit F fermé, U ouvert et P quelonque, des sous-ensemblesd'un groupe topologique G et a ∈ G. Alors F · a, a · F et F−1 sont ferméstandis que UP , PU et U−1 sont ouverts.Preuve 24 Il est évident que l'origine d'un ensemble fermé sous une appli-ation ontinue est aussi fermé :Si f : X → Y etF ⊂ Y est fermé, alors f−1(F ) ⊂ X est fermé.(Il faut juste appliquer la dé�nition de ontinuité sur l'ensemble ouvert Y \F .)Don F · a, a · F et F−1 sont fermés pare que x 7→ xa−1, x 7→ a−1x et
x 7→ x−1 sont des fontions ontinues. De même pour aU , Ua et U−1. Mais
UP = ∪

a∈P
Ua et PU = ∪

a∈P
aU sont des unions d'ensembles ouverts et donaussi ouverts. 2Remarque : Comme la ontinuité, toute propriété topoloqique loaled'un groupe topologique G est vraie partout si elle véri�ée en e. Cei est uneonséquene de "l'homogénéité " des groupes topologiques. Les voisinagesautour de tout point x ∈ G sont de la forme V · x ou V est un voisinage del'identité. 34



Dé�nition 2.20 DisretUn groupe topologique est appelé disret si tout élément x ∈ G a unvoisinage V = {x}.� Il est évident que dans un groupe disret, seules les séries qui sontonstantes à partir d'un élément donné onvergent.� A ause de la remarque qui préède, un groupe est disret si {e} est unouvert.� Z ave la topologie induite de R (ave topologie naturelle) est un groupedisret.� Si on hoisit P(G) = les ensembles ouverts, tout groupe est disret.Mais e hoix satisfait rarement le deuxième axiome de dénombrabilité.Espae quotient Soit H ⊂ G un sous-groupe topologique . Commedans la proposition 1.1 nous dé�nissons x ∼ y s'il existe un h ∈ H tel que
x = hy. Les lasses d'équivalene [x] sont appelées "les o-sets de droite".
G
H

= {[x]|x ∈ G} est l'espae des o-sets de droite. Si H n'est pas un sous-groupe normal, G
H

n'hérite pas de la multipliation induite par elle de G,omme nous l'avons vu dans la proposition 1.1. Mais nous pouvons toujoursinduire une topologie induite par elle de G sur G
H
et don en faire un espaetopologique.Dé�nition 2.21 Topologie des o-sets Soit G
H

l'espae des o-sets dedroite d'un groupe topologique ave sous-groupe H. Nous dé�nissons U ⊂ G
Hest ouvert ⇔ si {x ∈ G|[x] ∈ U} est ouvert dans G.1. Il est évident que ei dé�nit une topologie sur G

H
, et que l'appliation

Π : G→ G
H

: x→ [x] est ontinue ave ette topologie.2. Si H est normal (Hg = gH ∀g ∈ G) et don G
H

est un groupe etla multipliation et l'inversion sont ontinues, alors G
H

est un groupetopologique ave ette topologie induite (simple onséquene de la dé�-nition).Théorème 2.6 Soient G et G∗ deux groupes (pas néessairement topolo-giques), f : G → G∗ un homomorphisme surjetif et ker f := f−1(e∗) = N .Alors N est un sous-groupe normal et f̄ : G
N

→ G∗ : [x] → f(x) est unisomorphisme.Preuve 25 Soit x ∈ G, n ∈ N alors f(xnx−1) = f(x) · f(x−1) = e don
xnx−1 ∈ N , don xNx−1 = N ou xN = Nx. Il est aussi évident que f̄ estbien dé�ni pare que pour x ∼ y x = yn pour un n ∈ N et don f(x) =
f(yn) = f(y). En plus, le noyau de f̄ est [e] alors f̄ est un isomorphisme. 235



Ce théorème ne peut pas être traduit sur des groupes topologiques etdes homomorphismes ontinus, mais seulement sur des homomorphismesouverts.Dé�nition 2.22 Appliation ouverteUne appliation ontinue f : X → Y , (X, Y espaes topologiques) estappelée ouverte si f(U) est ouvert (dans Y ) pour tout U ⊂ X ouvert.Théorème 2.7 Si G et G∗ sont des groupes topologiques et f : G → G∗ estun homomorphisme ouvert, alors f̄ : G
N

→ G∗ est un isomorphisme topolo-gique, 'est-à-dire f̄ est un isomorphisme et f̄ ainsi que f̄−1 sont ontinues.Preuve 26 La seule hose qu'il faut enore démontrer est que f̄ et f̄−1 sontontinues. La ontinuité de f̄ est une simple onséquene de la ontinuitéde f . Pour démontrer que f̄−1 est ontinue nous utilisons le fait que f estouvert : soit U ⊂ G
H

ouvert don {x|[x] ∈ U} est ouvert dans G. Alors
(f̄−1)−1(U) = f̄(U) = f({x|[x] ∈ U}) est ouvert. 2P.S. : omme N = f−1([e∗]) il est lair que N est fermé.Remarque : Pour des groupes G et G∗ qui sont loalement ompats etqui satisfont au deuxième axiome de dénombrabilité, tout homomorphismeontinu et surjetif : G→ G∗ est aussi ouvert.(loalement ompat ⇔ tout x ∈ G possède un voisinage V dont la fer-meture, V̄ , est ompate)Dé�nition 2.23 ComposanteUne omposante d'un espae topologiqueX est un sous-ensemble A ⊂ Xonnexe, fermé et non-vide, tel que X = A ∪ B pour un ertain autre sous-ensemble fermé, B ⊂ X ave A ∩B = ∅.1. Un espae onnexe n'a qu'une omposante, A = X, pare que la seuledéomposition en ensembles fermés est X = X ∪ ∅.2. La omposante d'un groupe topologique G qui ontient l'élément neutreforme un sous-groupe normal.Preuve 27 du point 2.Soit N la omposante de e ∈ G, a, b ∈ N . Ave N , aN−1 est aussifermé et onnexe, fermé et il ontient a · a−1 = e. Don aN−1 = N alors
ab−1 ∈ N ∀a, b ∈ N . Alors, N est un sous-groupe. Par dé�nition N est aussifermé. De plus, soit x ∈ G quelonque, xNx−1 est onnexe et ontient e,alors xNx−1 = N , don N est un sous-groupe normal. 2� Si un groupe est onnexe, il oïnide ave la omposante de e.36



� Si, par ontre, la omposante de e est {e} le groupe est appelé omplè-tement dis-onnexe ou 0-dimensionnel.Proposition 2.12 Si G est un groupe onnexe et U un voisinage ouvert de
e, G = ∪n∈N U

n.Preuve 28 On voit failement que pour tout U , l'ensemble V = ∪n∈N U
n esten même temps ouvert et fermé. Comme union d'ensembles ouverts, il estouvert et la démonstration que V est aussi fermé est donnée en bas. Don

G = V ∪ (G\V ) est une union de deux ensembles fermés. Comme G estonnexe, un des deux doit être vide, mais e ∈ V , don V 6= ∅. Alors V = G.Pour montrer que V est fermé, prenons a ∈ V̄ . Comme aU−1 est unvoisinage de a, il intersetionne V . Soit b ∈ aU−1 ∩ V . Alors il existe n ∈ Net des ui ∈ U , 1 ≤ i ≤ n, tels que b = u1 · u2 · · · , un. En plus il existe
u−1
n+1 ∈ U−1 tel que b = a · u−1

n+1, don a = u1 · u2... · un+1 ∈ V . 2Proposition 2.13 Tout sous-groupe normal disret N d'un groupe onnexe
G est un sous-groupe du entre Z de G.Preuve 29 Rappel : Le entre Z sont les éléments de G qui ommutent avetous les autres.Soit a ∈ N . Comme N est disret, il existe un voisinage V de a quine ontient auun élément de N sauf a. Il existe aussi un voisinage U del'identité tel que UaU−1 ⊂ V (l'appliation x→ xax−1 est ontinue).Pour tout u ∈ U on a alors uau−1 ∈ V ∩N = {a}, don ua = au. Maisomme G est onnexe tout élément x ∈ G est de la forme x = u1 · u2... · unpour ertains éléments ui ∈ U et don xa = ax. 2
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Chapitre 3Représentations
3.1 Dé�nitions et faits élémentairesDé�nition 3.1 Représentation� Soit V un espae vetoriel (omplexe ou réel) et Aut(V ) l'ensembledes appliations linéaires et bijetives de V en soi-même. Evidemment,

Aut(V) forme un groupe.� Une représentation d'un groupe G est un homomorphisme ϕ : G →
Aut(V ).� Une représentation ϕ est appelée irrédutible si les seuls sous-espaes
W de V qui sont invariants sous tous les ϕ(g) , g ∈ G, 'est-à-dire
ϕ(g)(W ) ⊂ W ∀g ∈ G, sont {0} et V .Si V est un espae vetoriel à dimension �nie, n, après le hoix d'une basedans V , Aut(V ) est isomorphe à Gl(n,C) ou Gl(n,R) et une représentationest un homomorphisme de G dans les matries Gl(n,C). Comme Gl(n,C)est un ensemble ouvert dans Cn2 dont il hérite la topologie, Aut(V ) est ungroupe topologique (loalement ompat) qui satisfait au deuxième axiomede dénombrabilité.Dé�nition 3.2 Rédutibilité et irrédutibilité� Un sous-ensemble ∆ ⊂ Aut(V ) est appelé rédutible s'il existe unsous-espae W ⊂ V non trivial, 'est-à-dire W 6= {0} et W 6= V ,qui est invariant sous tous les automorphismes A ∈ △, 'est-à-dire
AW ⊂W, ∀A ∈ ∆. Sinon ∆ est appelé irrédutible.� Un sous-ensemble de matries ∆′ ⊂ Gl(n,C) est appelé rédutible (irrédutible) si les transformations linéaires engendrées sur un espaevetoriel V à dimension n par des matries dans ∆′ après un hoix de38



base sont rédutibles (irrédutibles). (Véri�er que ette dé�nitionest indépendante du hoix de base.)� Un sous-ensemble ∆ ⊂ Aut(V ) est appelé omplètement rédutibles'il existe des sous-espaes Vi , i ∈ I, ave V = ⊕i∈IVi et AVi ⊂ Vi pourtout A ∈ ∆, tel que A|Vi
est irrédutible pour tout i ∈ I. Dans e as,si la dimension de V est �nie, les transformations dans ∆ sont toutesreprésentées par des matries en forme de blos dans une base adaptéeà la déomposition de V .Proposition 3.1 1. Si ∆ ⊂ Aut(V ) est rédutible (irrédutible) ei estaussi vrai pour A∆A−1 pour n'importe quel A ∈ Aut(V ).2. Si ∆′ ⊂ Gl(n,C) est rédutible (irrédutible) ei est aussi vrai pour

A∆′A−1 pour n'importe quel A ∈ Gl(n,C).Preuve 30 Il est lair que le point 2. est un as spéial du point 1. pour V =
Cn. En plus il véri�e que la dé�nition d'un ensemble rédutible (irrédutible)de matries ne dépend pas de la base hoisie.Mais 1. est évident pare que W est un espae invariant sous ∆ si et seul.si A ·W est un espae invariant sous A∆A−1. 2Lemme 3.1 (de Shur)Soient Σ et ∆ deux ensembles irrédutibles de matries, Σ ⊂ Gl(m,C),
∆ ∈ Gl(n,C). Soit A ∈ Cn×m tel que

Σ · A = A · ∆.Alors nous avons soit A ≡ 0 soit m = n et A est inversible, A ∈ Gl(n,C).Preuve 31 Soit A = (aij) et U ∈ Σ, V ∈ ∆ tels que UA = AV . Don
(U · aj)ℓ =

n∑

i=1

Uℓiaij =
m∑

s=1

alsVsj.Ii nous avons dé�ni ak ∈ Cn le veteur ave les omposantes
ak =




a1k

a2k

...
ank


Alors ∑s aℓsVsj est une ombinaison linéaire des veteurs ak. Don Σ laisseinvariant l'espae linéaire généré par les veteurs {a1, . . . , am}. Nous appelons39



et espae S. Comme Σ est irrédutible il est que dimS = 0 ou dimS = m.Dans le premier as, A ≡ 0.Dans le deuxième as, les veteurs ak, à n omposantes doivent générer unespae de dimension m, alors n ≤ m.Il est faile de voir que Σ (et ∆) sont irrédutibles si et seul. si ΣT et ∆T lesont. Mais si nous appliquons le même argument sur ∆TAT = ATΣT , noustrouvons que n ≥ m.Alors n = m. Don A ∈ Cn×n et les n olonnes de A engendrent un espaevetoriel de dimension n, alors A est inversible. 2Corollaire 3.1 Soit ∆ ⊂ Gl(n,C) un ensemble irrédutible et B ∈ Cn×nommute ave tous les matries dans ∆. Alors B = λI pour un λ ∈ C.Preuve 32 Nous onsidérons A = B − λI ou λ est une valeur propre dela matrie B. Alors A n'est pas inversible. Mais A∆ = ∆A, don A ≡ 0,
B = λI. 2Corollaire 3.2 Soit ∆ ∈ Gl(n,C) irrédutible et tous les éléments dans ∆ommutent entre eux. Dans e as n = 1.Preuve 33 D'après le orollaire 3.1 les éléments de ∆ sont tous de la forme
λI. Cei est irrédutible seulement si n = 1. 2Nous onsidérons maintenant des espaes vetoriels (omplexes) munisd'un produit salaire.Si nous hoisissons une base orthonormée, une transformation uni-taire d'un espae vetoriel de dimension n orrespond à une matrie unitaire,
A ∈ U(n).Dé�nition 3.3 Produit salaireUn produit salaire sur en espae vetoriel (omplexe) est une appliation

〈 , 〉 : V × V → C : (v, w) 7→ 〈v, w〉qui est linéaire dans le premier argument et anti-linéaire dans le deuxième.C'est-à-dire
〈αv1 + v2, w〉 = α〈v1, w〉 + 〈v2, w〉 et
〈v, αw1 + w2〉 = ᾱ〈v, w1〉 + 〈v, w2〉Dé�nition 3.4 Unitaire, Orthonormé40



� Soit V un espae vetoriel omplexe muni d'un produit salaire. Unautomorphisme ϕ ∈ Aut(V ) est appelé unitaire si
〈ϕ(v), ϕ(w)〉 = 〈v, w〉 ∀v, w ∈ V.� Une base (ej) de V est appelée orthonormée si 〈ei, ej〉 = δij.Proposition 3.2 Soit V un espae linéaire omplexe de dimension n aveun produit salaire. Après un hoix de base orthonormée toute transformationunitaire de V orrespond à une matrie unitaire A ∈ U(n) et vie-versa.Preuve 34 Soit (ei)

n
i=1 une base orthonormée donnée.

ej 7→
∑

ℓ Aℓjeℓ dé�nit une appliation linéaire sur V et toute appliationlinéaire peut s'érire de ette forme.La ondition d'unitarité est alors
〈∑

ℓ

Aℓjeℓ,
∑

m

Amiem

〉
= δji.Linéarité dans le premier et anti-linéarité dans le deuxième argument donne

δji =
∑

ℓ,m

AℓjĀmi 〈eℓ, em〉︸ ︷︷ ︸
δℓm

=
∑

ℓ

AℓjĀℓi =
∑

ℓ

AℓjA
∗
iℓ = (A∗A)ji.Alors A∗ · A = I don A−1 = A∗, 'est-à-dire A est unitaire. 2Noter que les omposantes d'un veteur ne transforment pas ave A maisave AT . Mais si A est unitaire aussi AT l'est, et don une transformationlinéaire est unitaire si la matrie qui la représente ( 'est-à-dire, ave laquelletransforment les omposantes d'un veteur) dans une base orthonormée l'est.Proposition 3.3 Soit A : V → V une transformation unitaire qui laisse in-variant un sous espae S ⊂ V . Alors A laisse aussi invariant son omplémentorthogonal, S⊥.Preuve 35 Le omplément orthogonal d'un sous-espae S est donné par

S⊥ = {x ∈ V | 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ S}. Soit alors x ∈ S⊥ et y ∈ S. Comme
A laisse S invariant, on peut le onsidérer omme un automorphisme sur S.Il existe don un z ∈ S ave Az = y. Don

〈Ax, y〉 = 〈Ax,Az〉 = 〈x, z〉 = 0,e qui implique Ax ∈ S⊥ ∀x ∈ S⊥. 241



Comme V = S ⊕ S⊥ nous pouvons alors hoisir une base orthonormée(premiers j éléments dans S, derniers n − j éléments dans S⊥) telle que Aorrespond à une matrie D de la forme
D =

(
a 0
0 b

)où a et b sont des matries unitaires de dimension j et n− j respetivement.Comme les transformations unitaires d'un espae à dimension n sont iso-morphes aux matries U(n), ils héritent la topologie de U(n) (on demandeque et isomorphisme soit ontinu). Ave U(n), le groupe des transformationsunitaires est ompat et il satisfait au deuxième axiome de dénombrabilité.3.2 Théorie des représentations de groupes om-patsDé�nition 3.5 EquivaleneDeux représentations ϕ : G → Aut(V ) et ϕ′ : G → Aut(W ) sont appeléeséquivalentes s'il existe un isomorphisme
T : V →W tel que ϕ′(x) = Tϕ(x)T−1 pour tout x ∈ G.Théorème 3.1 Soit ϕ une représentation d'un groupe ompat G (qui sa-tisfait au deuxième axiome de dénombrabilité) à dimension n �nie. Alors ilexiste une représentation équivalente ϕ′ qui est unitaire, 'est-à-dire toutesles transformations ϕ′(x), x ∈ G sont unitaires.Preuve 36 Soit (ei)

n
i=1 une base quelonque de V . Nous introduisons unproduit salaire par :

u =
∑

i

uiei, v =
∑

i

viei, 〈u, v〉 =
∑

i

uiv̄i.Par onstrution (ei)
n
i=1 est une base orthonormée par rapport à e produitsalaire. Ave ei et ϕ nous onstruisons un nouveau produit salaire sur Vdonné par :

[u, v] =

∫

G

dx〈ϕ(x)u, ϕ(x)v〉où ∫ est l'intégration invariante (de Haar) sur G. Par rapport à e nouveauproduit salaire ϕ est lairement unitaire :
[ϕ(y)u, ϕ(y)v] =

∫

G

dx〈ϕ(xy)u, ϕ(xy)v〉 =

∫

G

dx〈ϕ(x)u, ϕ(x)v〉 = [u, v].42



Soit alors (fi)
n
i=1 une base orthonormée par rapport à e nouveau produitsalaire et soit T dé�ni par T (fi) = ei. Alors ϕ′(x) := Tϕ(x)T−1 est unitairepar rapport à l'anien produit salaire. 2Remarque : Le fait que la dimension de V soit �nie n'est pas essentiel,il faut seulement que la représentation soit une appliation ontinue et biensure que V admette un produit salaire.Dé�nition 3.6 Représentation rédutible, irrédutibleUne représentation ϕ d'un groupe G est appelé rédutible/ irrédutible/ om-plètement rédutible si l'ensemble {ϕ(x)|x ∈ G} ⊂ Aut(V ) est rédutible/irrédutible/ omplètement rédutible.Exemple : Ils existent des représentations qui sont rédutibles mais nepas omplètement rédutibles : Considérons la représentation
ϕ : (R/{0}, ·) → Gl(2,R) : a 7→

(
1 ln(|a|)
0 1

)
. (3.1)Le sous-espae

V1 =

{(
x
0

)
|x ∈ R

}
⊂ R2est évidemment invariant sous ϕ(R\{0}), mais il n'existe pas d'autre sous-espae invariant, V2 6= R2 tel que V1 ⊕ V2 = R2. Les matries de la forme(3.1) ne sont pas diagonalizables (elles sont déjà dans leur forme normale deJordan).Théorème 3.2 Toute représentation unitaire à dimension �nie est omplè-tement rédutible.Preuve 37 (du thm. 3.2)Nous proédons par indution. Pour n = 1 il n'y a rien à prouver. Supposonsque le thm soit vrai pour tout m < n. Soit maintenant n = dimV , et

ϕ : G→ Aut(V ) : x 7→ ϕ(x)une représentations unitaire d'un groupe G. Si ϕ est irrédutible elle estdéjà dans la forme voulue. Si par ontre ϕ est rédutible il existe un sous-espae non-triviale V1 ⊂ V qui est invariant sous toutes les transformations
ϕ(x), x ∈ G. Mais omme e sont des transformations unitaires aussi V ⊥

1 estinvariant (prop. 3.3) et V = V1 ⊕ V ⊥
1 pour deux espae invariants de dimen-sion m1,2 ave 1 ≤ m1,2 < n. Par indution ϕ|V1 et ϕ|V ⊥

1
sont omplètementrédutibles et nous pouvons alors trouver des sous-espaes W1, . . . ,Wi ⊂ V1et Wi+1, . . . ,Wj ⊂ V ⊥

1 tels que
ϕ(x)Wp ⊂Wp pour tout 1 ≤ p ≤ j et V = ⊕j

p=1Wp . 243



Dans les exeries nous démontrons enore que toute représentation irré-dutible d'un groupe ompate est de dimension �nie.Dé�nition 3.7 Caratère Le aratère X d'une représentation est la traedes matries de représentation, la fontion
Xϕ(x) = trϕ(x) , x ∈ G,ii ϕ(x) est la matrie de représentation dans une base quelonque. Comme

trϕ(x) ne dépend pas de la base, Xϕ(x) est bien dé�ni.� Deux représentations équivalentes ont des aratères identiques,
ϕ = Tϕ′T−1 alors Xϕ(x) = Xϕ′(x).� Le aratère est une fontion sur les lasses de onjugaison :soit y = axa−1 alors Xϕ(x) = Xϕ(y).� Si la représentation ϕ d'un groupe G est rédutible, tel que

ϕ(x) =




ϕ1(x) 0 . . . 0
0 ϕ2(x) . . . 0
0 . . . 0 ϕn(x)


nous obtenons

Xϕ(x) = Xϕ1(x) + Xϕ2(x) + . . .+ Xϕn
(x).(Les ϕi sont aussi des représentations de G don tout est bien dé�ni.)Théorème 3.3 Soit ϕ et ψ deux représentations inéquivalentes de G àdimensions m et n, unitaires. Nous onsidérons une base �xée ou ϕ et ψsont données par des matries unitaires

(ϕij(x)) ∈ U(m) et (ψij(x)) ∈ U(n).

Xϕ et Xψ sont les aratères respetives . Les relations d'orthogonalité sui-vantes sont alors véri�ées :
∫
ϕij(x) · ψ̄ℓp(x)dx = 0

∫
Xϕ(x) · X̄ψ(x)dx = 044



Preuve 38 Evidemment la deuxième équation est une onséquene de la pre-mière. Il nous faut don juste démontrer elle-i.Soit b ∈ Cm×n arbitraire, a(x) = ϕ(x) · b · ψ−1(x). Nous posons
a =

∫
a(x)dx.Nous voulons montrer que ϕ(y)a = aψ(y) :

ϕ(y)a =

∫
dxϕ(y)ϕ(x)bψ(x−1)

=︸︷︷︸
z=yx

∫
dzϕ(z)bψ(z−1)ψ(y) = aψ(y).D'après le lemme de Shur a est don soit inversible, soit a ≡ 0. Comme ϕet ψ sont inéquivalentes la première possibilité ne peut pas se réaliser, don

a ≡ 0. C'est-à-dire
∑

jℓ

∫
ϕij(x)bjℓ

(
ψ−1

)
ℓp

(x)dx ≡ 0 ∀b ∈ Cn×m.En hoisissant pour b la matrie ave 1 pour l'élément jℓ et 0 pour tous lesautres éléments on obtient :
∫
ϕij(x)ψ̄ℓp(x)dx = 0.

2Théorème 3.4 Soit ϕ une représentation irrédutible, unitaire, de dimen-sion n du groupe ompat G, alors
∫
ϕij(x)ϕ̄ij(x)dx =

1

n
, (pas de somme !)

∫
ϕij(x)ϕ̄rℓ(x)dx = 0 si i 6= r ou j 6= ℓ

∫
Xϕ(x)X̄ϕ(x)dx = 1.Preuve 39 De nouveau, la dernière éq. est une onséquene des autres.Soit, omme avant, a(x) = ϕ(x)bϕ(x−1), a =

∫
a(x)dx pour un b ∈ Cn×nquelonque. Nous obtenons omme avant

ϕ(y)a = aϕ(y).45



Le Lemme de Shur implique que a = λI, 'est-à-dire
∑

ℓ,m

∫
ϕiℓ(x)bℓmϕmj(x

−1)dx = λδij .Nous nous attendons que e nombre λ va dépendre du hoix de b.En prenant la trae des deux �tés on obtient ave
tr
(
ϕ(x)bϕ(x−1)

)
= tr b = n · λ, don

λ =
tr b

n
.De nouveau nous hoisissons b tel que brℓ = 1 pour un 1 ≤ r ≤ n et un

1 ≤ ℓ ≤ n et bkm = 0 pour tous les autres éléments .Alors tr b = δrℓ et don
∫
ϕir(x)ϕℓj(x

−1)dx =

∫
ϕir(x)ϕ̄jℓ(x)dx =

δijδrℓ
ne qui implique les deux premières égalités du théorème. 2Soit maintenant ϕ une représentation rédutible d'une dimension N , uni-taire. Elle est alors omplètement rédutible et nous pouvons la déomposeren somme de représentations irrédutibles, symboliquement"ϕ = m1ϕ1 ⊕ . . .⊕mrϕr "où mi est la multipliité ave laquelle apparaît la représentation irrédutible

ϕi. Nous appelons Xi le aratère de la représentation ϕi. Evidemment
Xϕ(x) =

∑

i

miXi(x).En multipliant ave X̄k et intégrant nous obtenons
∫

Xϕ(x)X̄k(x)dx = mk.En plus ∫
Xϕ(x)X̄ϕ(x)dx =

r∑

i=1

m2
i .Don, si la représentation ϕ est rédutible,

∫
Xϕ(x)X̄ϕ(x)dx > 1.Nous avons utilisé exatement es identités pour dériver la série de Clebsh-Gordon de SU(2) en méanique quantique.46



� Même si ii (pour plus de simpliité) nous n'avons onsidéré que desreprésentations à dimension �nie, aussi les représentations unitaires àdimension in�nie sont omplètement rédutibles.� En plus toutes les représentations irrédutibles d'un groupe ompatont une dimension �nie.� On peut enore montrer (Pontrjagin [8℄) que les fontions ϕij ne sontpas seulement orthogonaux mais ils forment une base de l'espae L2(G),des fontions arré-intégrables sur le groupe ompat G.De même les aratères forment une base des fontions sur les lasses.Cela mène à l'analyse harmonique sur les groupes et sur les espaes ho-mogènes de la forme G
H
.Exemples bien onnus : Les fontions einα forment une base de

S1 = U(1). Les fontions Yℓm(n) = D
(ℓ)
m0(e3 7→ n) forment une base desfontions sur l'espae homogène S2 = SO(3)

SO(2)
.Dé�nition 3.8 Représentation régulièreSoit G un groupe ompat et F(G) l'algèbre de toutes les fontions ontinues(omplexes) sur G. La représentation régulière de G est

R : G→ Aut(F(G)) : f 7→ a−1f ou a−1f(x) = f(a−1x) .Proposition 3.4 La représentation régulière d'un groupe ompat ontienttoute représentation irrédutible autant de fois qu'est sa dimension.Preuve 40 Pour démontrer ei nous utilisons le théorème de Pontrjagin [8℄que les éléments de matrie Aij(x) des représentations irrédutibles, inéqui-valentes forment une base de l'espae L2(G).Soit x → A(x) une représentation irrédutible de G. Comme tous leséléments de matries Āij(x) sont des fontions orthogonales je peux hoisirune base sur F(G) qui les ontient.Sur ette base
(
R(a)Ā

)
(x)ij = Āij(a

−1x) =
∑

ℓ

Āiℓ(a
−1)Āℓj(x).Pour j �xé nous posons ei(x) = Āij(x). Soit v(x) =
∑

i viei(x). Alors
(R(y)v) (x) = v(y−1x) =

∑

i

viei(y
−1x)

=
∑

iℓ

viĀiℓ(y
−1)eℓ(x) =︸︷︷︸A est unitaire∑ℓ (∑i Aℓi(y)vi

)
eℓ(x).47



Don Vj =

{
v(x) =

∑

i

viei(x) | vi ∈ C

}porte la représentation irrédutible A. Nous pouvons former autant d'espae
Vj que A possède des olonnes et ils sont tous orthogonaux.Comme les fontions Aij engendrent l'espae F(G) la somme direte

⊕

{A}

(V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vα) = F(G).Ii la première somme porte sur toutes les représentations irrédutibles in-équivalentes A, et α est la dimension de A. 23.3 Certains résultats supplémentaires pourgroupes �nisSoit G = {x1, . . . , xnG
} un groupe �ni, muni de la topologie P(G) (toutsous-ensemble de G est ouvert) et toute fontion sur G est ontinue. Une baseévidente de l'espae vetoriel des fontions sur G est donnée par les éléments
δi(x) :=

{
1, x = xi
0, sinonDon la dimension de l'espae des fontions sur G, dénommé F(G) est égaleà nG = dimF(G).Proposition 3.5 Un groupe �ni G à nG éléments et nC lasses de onjugai-son a nC représentations irrédutibles inéquivalentes à dimensions d1, d2, . . . , dnCave

nC∑

i=1

d2
i = nG.Preuve 41 La dernière équation est une onséquene du premier énoné etde la proposition 3.4. Il faut don enore montrer le premier énoné.Nous onsidérons l'ensemble des fontions sur les lasses. D'après e quenous avons dit, les aratères de toutes les représentations irrédutibles in-équivalentes forment une base orthonormée sur ette algèbre. Mais aussi les

nC fontions δ[x] dé�nies par
δ[x](y) =

{
1 y ∈ [x]
0 sinonforment une base, don ils ont les deux le même nombre d'éléments. 248



Dé�nition 3.9 Représentations d'une algèbreSoit A une algèbre sur C. Une représentation de A est une appliation
ϕ : A → end(V ) : a 7→ ϕ(a)telle que

ϕ(λa + µb) = λϕ(a) + µϕ(b) et ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

end(V ) = les endomorphismes sur un espae vetoriel V .Dé�nition 3.10 Algèbre de groupePour un groupe G donné nous dé�nissons l'algèbre du groupe, A(G),omme les ombinaisons linéaires abstraites de la forme
a =

n∑

i=1

λixi , λi ∈ C , xi ∈ G , n ∈ N.Le produit est dé�ni par
(b =

m∑

i=1

µiyi) a · b =

(n,m)∑

(i,j)=(1,1)

λiµj xiyj.Proposition 3.6 Une représentation d'un groupe G est irrédutible si etseulment si la représentation orrespondante sur l'algèbre du groupe , A(G),est irrédutible.Preuve 42 soit ϕ : G→ Aut(V ) irrédutible ('est-à-dire, il n'existe pas devrai sous-espae W ⊂ V ave ϕ(x)W ⊂W ∀x ∈ G. Alors ei est aussi vraipour l'algèbre A(G) pare que G ⊂ A(G).Soit ϕ : A(G) → end(V ) irrédutible. Supposons ϕ réduit sur le groupe
G ⊂ A(G) ne le soit pas. Il existe alors un vrai sous-espae W ⊂ V ave
ϕ(x)W ⊂W ∀x ∈ G.Don ϕ(λx+ µy)W ⊂ λϕ(x)W + µϕ(y)W ⊂Wpour tout a = λx + µy ∈ A(G). De même pour des éléments ave plus quedeux termes. 2La représentation régulière orrespond à la représentations de l'algèbre dugroupe par simple multipliation de gauhe : Pour a ∈ A(G) nous pouvonsérire

a =
∑

x∈G

λ(x)x , où λ(x) est une fontion sur G.49



La représentation régulière applique R(y)λ(x) = λ(y−1x). Don
R(y)a =

∑

x∈G

λ(y−1x)x =
∑

z∈G

λ(z)yz = y · a ∀ y ∈ G. (3.2)Pour b ∈ A(G), b =
∑

z∈G µ(z)z nous posons
R(b)a =

∑

z∈G

µ(z)R(z)a .De ette manière toute représentation d'un groupe sur un espae linéairepeut être étendue à une représentation de l'alèbre du groupe. Cette repré-sentations de l'algèbre du groupe sur elle-même est souvent aussi appelée lareprésentation régulière et elle satisfait évidemment aussi aux propositions3.4 et 3.5.Dé�nition 3.11 IdéalSoit J ⊂ A une sous-algèbre d'une algèbre A. J est appelé idéal à gauhesi A · J ⊂ J .Un idéal J est appelé minimal s'il n'existe pas de vrais sous-idéaux J1, J2tels que J1 ⊕ J2 = J et J1 6= {0} , J2 6= {0}.Proposition 3.7 L'algèbre de groupe peut être déomposée en idéaux à gauheminimaux, J1, J2, . . . , Jn tels que J1 ⊕ · · ·⊕ Jn = A et sur haun des idéaux
Jℓ la représentation régulière est irrédutible.Preuve 43 La preuve est une simple onséquene des prop. 3.4 et 3.5 appli-quées sur la représentation régulière :Soit A(G) = J1 ⊕ · · · ⊕ Jn la déomposition de A(G) en sous-espaes quisont irrédutibles par rapport à la représentation régulière . Alors

a · Jℓ ⊂ Jℓ ∀a ∈ A(G),e qui montre que Jℓ est un idéal de gauhe. En plus,soit Jℓ = I1 ⊕ I2, I1 et I2 idéaux,alors aI1 ⊂ I1 et aI2 ⊂ I2 ∀a ∈ A(G)e qui est possible seul pour I1 = Jℓ ou I2 = Jℓ pare que Jℓ est irrédutible.
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Soit e ∈ G l'identité et e = e1 + e2 + . . . + en la déomposition de e parrapport aux Ji pour x ∈ A(G) nous avons alors
x = xe = xe1 + xe2 + · · ·+ xen, xei ∈ Ji .Cei représente la déomposition de x en es parties dans Ji. Comme ettedéomposition est unique, il suit que eiej = 0 si i 6= j. Don pour x = einous obtenons ei = e2i . Alors

ei = e2i et ei · ej = 0 si i 6= j.De tels éléments ej sont appelés des idem-potents normaux primitifs (le der-nier pare que les Ji sont minimaux).Pour tout x ∈ A(G) il est aussi lair que
xej ∈ Jj et xej = x si x ∈ Jj .La multipliation ave ej (de droite) orrespond alors à la projetion surl'idéal Jj (de gauhe).Nous avons don le résultat suivant :Théorème 3.5 Soit G un groupe �ni et A(G) l'algèbre du groupe. Cettealgèbre peut être déomposée dans des idéaux (à gauhe) minimaux,

A(G) = J1 ⊕ · · · ⊕ Jnqui ont des dimensions d1, . . . , dn.Dans ette déomposition il y a nC idéaux inéquivalents (nC = le nombrede lasses) et haque idéal de dimension dj apparaît en dj opies équivalents,en plus
nc∑

j=1

d2
j = nGoù nous omptons haque "lasse" d'idéaux équivalents qu'une fois.Remarque : Au lieu d'érire A = J1⊕· · ·⊕Jn ave des idéaux Jj = A·ejà gauhe on aurait aussi pu déomposer A en idéaux à droite, A = R1⊕· · ·⊕

Rn où Rj = ej ·A sont des idéaux à droite. On peut même démontrer qu'unetelle algèbre (semi-simple) se laisse déomposer en idéaux à deux �tés :
Ai · A = A ·Ai = Ai ave A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕An,où les Ai sont des idéaux minimaux, ne ontiennent plus d'autres idéaux (dedeux �tés) ; ei sont des algèbres simples.Cette remarque est résumée dans la proposition suivante :51



Proposition 3.8 Toute algèbre semi-simple (i.e. somme direte d'idéaux mi-nimaux à gauhe) est aussi une somme direte d'idéaux à droite et une sommedirete d'idéaux aux deux �tés (appelés simplement idéaux) :
A = L1 ⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Ln (idéaux gauhes)
A = R1 ⊕R2 ⊕ . . .⊕Rn (idéaux droites)

A = A1 ⊕ A2 ⊕ . . .⊕ Am (idéaux aux deux �tés)
Li = Aei , Ri = eiA

AiAj = {0} si i 6= j , A2
i = AiPreuve 44 Soit omme avant e ∈ G l'identité. Done = e1 + . . .+ en, ave

ei ∈ Li, unique, eiej = 0 pour i 6= j et e2i = ei. Soit a ∈ Lj. Alors
a = a · e = a · e1︸ ︷︷ ︸

∋L1

+ a · e2︸ ︷︷ ︸
∋L2

+ . . .+ a · ej︸︷︷︸
∋Lj

+ . . .+ a · en︸ ︷︷ ︸
∋Ln

.Don aei = 0 ∀i 6= j et aej = a.Pour a ∈ A quelonque, la somme
a = a · e = ae1 + ae2 + . . .+ aenest la déomposition de a en omposantes dans Lj. Nous voulons alors mon-trer que

A = R1 ⊕R2 ⊕ . . .⊕ Rn ave Ri = eiAest une déomposition de A en idéaux minimaux à droite.D'abord, les Ri sont des idéaux à droite pare que pour
a ∈ A, r ∈ Ri, r = eib ⇒ ra = eiba ∈ Ri.En plus, soit R′ ⊂ Ri un idéal à droite. Alors Ri = R′⊕R′′ et alors ei = e′i+e

′′
i ,unique ave (e′i)

2 = e′i, (e′′i )
2 = e′′i et e′i · e′′i = 0. Don

{e1, . . . , e′i, e′′i ei+1, . . . , en}est un ensemble d'idempotents (e2ℓ = eℓ) orthogonaux, don
Li = Ae′i ⊕Ae′′i︸ ︷︷ ︸

L′
i⊕L

′′
ioù L′

i et L′′
i sont des idéaux à gauhe, ontrairement à l'hypothèse que les Liserait minimaux. Pour montrer que A peut être déomposée en idéaux (de52



deux �tés) supposons B ⊂ A soit un tel idéal, B 6= {0}. Nous montreronsalors qu'il existe un autre idéal (deux �tés) B′ tel que B ⊕ B′ = A.Comme A peut être déomposée en idéaux à gauhe, il existe un idéal àgauhe L ⊂ A tel que A = B ⊕ L. Nous montrons que L est aussi un idéalà droite :
BL ⊂ B ∩ L = {0} , don (LB)2 = L(BL)B = {0}.Alors LB ⊂ A est un idéal nil-potent. Comme A est semi-simple ela im-plique LB = {0} (exerie !).Alors LA = L(B ⊕ L) = L2 = L, don L est un idéal (aux deux �tés).Supposons maintenant que A1 ⊂ A soit un idéal minimal. Alors A =

A1 ⊕ A′
1 ou aussi A′

1 ⊂ A est un idéal. Indution par dimA implique que
A′

1 = A2 ⊕ . . . ⊕ Am où Les Aj sont des idéaux minimaux de A′
1. Nousmontrons que les Aj sont aussi des idéaux (minimaux) de A : Soit

a ∈ A , a = a1 + a′1 , a1 ∈ A1 , a
′
1 ∈ A′

1 b ∈ Aj alors
ab = a1 · b︸︷︷︸

∈A1

+ a′1 · b︸︷︷︸
∈Aj

.Mais omme aussi A′
1 est un idéal a1b ∈ A1 ∩ A′

1 = {0}. Don ab ∈ Aj. Demême ave ba. Don �nalement
A = A1 ⊕ . . .⊕ Am , Aj idéaux (aux deux �tés).

2
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Chapitre 4Appliation sur SO(3) et SU(2)
4.1 La mesure de Haar sur SU(2)Le groupe SU(2) est donné par
SU(2) =

{(
α β

−β α

)∣∣∣∣α = x1 + ix2, β = x3 + ix4, x
2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1

}
≡ S3 .(4.1)Ii l'équivalene SU(2) ≡ S3 est une équivalene omme espaes topologiquesou, plus préisément omme variétés di�érentielles.Comme on véri�e par simple alul, la multipliation en SU(2) de

x =

(
x1 + ix2 x3 + ix4

−x3 + ix4 x1 − ix2

) ave y =

(
y1 + iy2 y3 + iy4

−y3 + iy4 y1 − iy2

)est équivalent à la multipliation du veteur x = (x1, x2, x3, x4)
T ∈ S3 avela matrie

T (y) =




y1 −y2 −y3 −y4

y2 y1 y4 −y3

y3 −y4 y1 y2

y4 y3 −y2 y1


 ∈ SO(4) .

T (y)x = z ave z = x · y. Ii les symbole non-gras indiquent les matries de
SU(2) et les symboles gras les veteurs orrespondants dans S3.Mais la multipliation ave une matrie orthogonale laisse invariant lamesure de Lebesgues sur R4 et don la mesure de Haar sur SU(2) est donnéepar la mesure sur S3 qui est induite par la mesure de Lebesgues du R4.Soit x ∈ SU(2) et x ∈ S3 le veteur assoié. En oordonnées sphériques54



sur R4, x est donné par
x = r




cosψ
sinψ cos θ

sinψ sin θ cosφ
sinψ sin θ sinφ


 ave r = 1 . (4.2)L'élément de longueur sur R4 en oordonnées sphériques est est

ds2 = dr2 + r2
(
dψ2 + sin2 ψ(dθ2 + sin2 θ dφ2)

)et l'élément de volume est
d4x = r3 sin2 ψ sin θdr dψ dθ dφ .De ela on obtient la mesure induit sur S3 en posant r = 1 =onstant, don

dv = sin2 ψ sin θdψ dθ dφ .Cei donne la mesure de Haar à une normalisation près. Il est faile de véri�erque ∫

S3

dv =

∫ π

0

dψ

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ sin2 ψ sin θ = 2π2 . (4.3)Don la mesure de Haar normalisée est
dµSU(2) =

1

2π2
sin2 ψ sin θdψ dθ dφ .Nous voulons enore la spéialiser sur des fontions qui ne dépendent quede la lasse. Toute matrie x ∈ SU(2) peut être diagonalisée ave une matrie

a ∈ SU(2) tel que
axa−1 =

(
e−iα 0
0 eiα

)
.Don les lasses sont déterminées par un nombre α ∈ [0, π] et une fontion surles lasses ne dépend que de α. Pour une matrie x exprimée en oordonnéessphériques on a

cosα = tr(x)/2 = x1 = cosψ , α = ψ (4.4)Une foution sur les lasses ne dépend don pas de θ et φ. L'intégration sur φet θ donne un simple fateur 4π et la mesure de Haar sur les lasses devient
∫
dµSU(2)f(α) =

2

π

∫ π

0

dψ sin2ψf(ψ) . (4.5)55



4.2 Représentation des rotations sur les fon-tions (partiules sans spin)Dans l'espae de Hilbert, H = L2(R3), une partiule sans spin n'est pasreprésentée par un unique veteur omplexe Ψ ∈ H, mais par un rayonunitaire, noté [Ψ] :
[Ψ] =

{
eiαΨ | α ∈ R,

}
. (4.6)Un élément Ψ ∈ [Ψ] est appelé une fontion d'onde. Le produit salaire entredeux fontions d'onde Φ,Ψ ∈ H est dé�ni par l'appliation 〈·, ·〉 : H → C,

〈ΦΨ〉 :=

∫
d3x Φ̄(x)Ψ(x) . (4.7)Evidemment, 〈Φ,Ψ〉 = 〈ΨΦ〉. De plus, nous avons les propriétés 〈Φ,Ψ1 +

Ψ2〉 = 〈Φ,Ψ1〉 + 〈Φ,Ψ2〉 et 〈Φ1 + Φ2,Ψ〉 = 〈Φ1,Ψ〉 + 〈Φ2,Ψ〉. Finalement, si
a ∈ C, 〈Φ, aΨ〉 = a〈Φ,Ψ〉 et 〈aΦ,Ψ〉 = ā〈Φ,Ψ〉.Soit SO(n) le groupe des matries n× n orthogonales réelles, ave déter-minantes 1, i.e., RTR = In et detR = 1. Pour haque R ∈ SO(3), on dé�nitun opérateur U(R) : L2(R3) → L2(R3) tel que

[U(R)Ψ] (x) := Ψ
(
R−1x

)
∀ x ∈ R3 . (4.8)L' opérateur U(R) agit sur les fontions, tandis que la transformation R agitsur les points de l'espae. Comme | detR| = 1, nous avons

〈[U(R)Φ] (x), [U(R)Ψ] (x)〉 = 〈Φ
(
R−1x

)
,Ψ
(
R−1x

)
〉

=

∫
d3x Φ̄

(
R−1x

)
Ψ
(
R−1x

)

=

∫
d3x Φ̄(x)Ψ(x)| detR|

= 〈Φ,Ψ〉 . (4.9)Ainsi, l'opérateur U(R) est unitaire puisqu'il laisse le produit salaire inva-riant. De plus, nous avons
[U(R1)Ψ] (x) = Ψ

(
R−1

1 x
)

=: Ψ̃(x) , (4.10)
{U(R2) [U(R1)Ψ]} (x) =

[
U(R2)Ψ̃

]
(x) = Ψ̃

(
R−1

2 x
)

= Ψ
(
R−1

1

[
R−1

2 x
])

= Ψ
(
[R2R1]

−1 x
)

= [U(R2R1)Ψ] (x) . (4.11)La propriété U(R2)U(R1) = U(R2R1) implique que l'appliation U : O(3) →
uni(H) est un homomorphisme. Ii uni(H) signi�e le groupe d'opérateursunitaires sur l'espae de Hilbert, H. En autres termes, U est une représenta-tion de SO(3). 56



Dé�nition 4.1 Chaque représentation D d'un groupe de Lie G induit unereprésentation D∗ de l'algèbre de Lie orrespondante, G. Pour A ∈ G, elle estdonnée par
D
(
eAt
)

= eD∗(A)t , don D∗(A) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

D(eAt) . (4.12)Nous voulons maintenant déterminer la représentation U∗ sur l'algèbre de Lie
so(3) du groupe SO(3) induite par U . Pour ei, nous avons besoin des sous-groupes (additifs) à un paramètre de SO(3) 1 ; e sont les rotations d'angle αautour d'une diretion e �xée (|e|2 = 1). Nous les dénotons {R(e, α) | α ∈ R}.On a (exerie)

R(e, α)x = cosαx + [1 − cosα] (e · x)e + sinαe ∧ x . (4.13)Les R(e, α) forment un groupe additif en α. En e�et, nous avons 2
R(e, α + β) = R(e, α)R(e, β) = R(e, β)R(e, α) . (4.14)Cei nous permet de dé�nir
d

dα
R(e, α) := lim

ǫ→0

1

ǫ
[R(e, α + ǫ) −R(e, α)]

= lim
ǫ→0

1

ǫ
[R(e, ǫ) −R(e, 0)]R(e, α)

= ΩR(e, α) , (4.15)où
Ω =

d

dα
R(e, α)

∣∣∣∣
α=0

et, ave (4.13), Ωx = e ∧ x . (4.16)Ainsi, on a Ω = e · I ave (Ii)jk = −ǫijk , où ǫijk dénote le tenseur anti-symétrique à trois indies. Expliitement, nous avons
I1 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 , I2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 , I3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 . (4.17)1Nous avons vu que tout sous-groupe additif à un paramètre dans un groupe de Lie estde la forme R(s) = exp(As) pour un élément A dans l'algèbre de Lie, et don d

ds
R(s)

∣∣
s=0est un élément de l'algèbre de Lie.2Nous rappelons que les rotations autour d'un axe �xe forment un groupe abélien,

SO(2). 57



L'équation (4.15) implique que R(e, α) = exp(αe · I). Les Ij sont les généra-teurs in�nitésimaux des rotations autour de l'axe ej. Ils forment une base del'algèbre de Lie so(3) du groupe SO(3). Ainsi, ils satisfont aux relations deommutation
[Ii, Ij] =

∑

k

ǫijkIk , (4.18)
[e · I,n · I] = (e ∧ n) · I , ∀ e,n ∈ R3 . (4.19)Le groupe {U (R(e, α)) | α ∈ R} est un groupe unitaire à un paramètre.Or, d'après le théorème de Stone 3, il existe un opérateur auto-adjoint L(e)tel que

L(e)Ψ = i~
d

dα
U (R(e, α))

∣∣∣∣
α=0

Ψ (4.20)dans le domaine de L(e). On a don
U (R(e, α)) = exp(− i

~
αL(e)) . (4.21)Si Ψ(x) est une fontion d'onde di�érentiable, on a

L(e)Ψ(x) = i~
d

dα
Ψ
(
R−1(e, α)x

)∣∣∣∣
α=0

= −i~ [∇Ψ(x)] · (e ∧ x)

= e ·
(
x ∧ ~

i
∇Ψ

)
, (4.22)e qui implique

L(e) = e · L où L = x ∧ ~

i
∇ . (4.23)Ce résultat peut aussi être dérivé par une appliation naïve de la règle deorrespondane, L = x ∧ p, où L,x,p désignent respetivement le momentinétique orbital d'une partiule, sa position et son impulsion.Ainsi, omme en méanique lassique, nous avons une relation entre lemoment inétique orbital et des rotations in�nitésimales. Le moment iné-tique (orbital) est le générateur des rotations.3Théorème de Stone : Soit {Ut | t ∈ R} un groupe à un paramètre d'opérateursunitaires (fortement ontinu) sur un espae de Hilbert H (don UtUs = Ut+s). Alors, ilexiste un opérateur auto-adjoint A sur H tel que AΨ = −i d

dt
UtΨ

∣∣
t=0

et Ut = exp(iAt) surle domaine de dé�nition de A. Pour plus de détails et la démonstration, f. [9℄, hap. VIII,setion 4. 58



La représentation U∗ induite sur o(3) est alors donnée par
Lj = i~U∗(Ij) . (4.24)Les règles de ommutation des Ij sont héritées par les Lj :

[Li, Lj ] = i~
∑

k

ǫijkLk . (4.25)On peut failement véri�er e dernier résultat diretement en appliquant (4.23)sur les fontions d'onde di�érentiables.Si un système est invariant sous rotation (par exemple, une partiuledans un potentiel à symétrie sphérique), l'hamiltonien ommute ave tousles U(R). Il s'ensuit que
[H,L] = 0 : invariane sous rotation. (4.26)Alors, les Li sont invariants par rapport à une évolution temporelle ; ils sontonservés :

LΨt = Le−
i
~
HtΨ0 = e−

i
~
HtLΨ0 . (4.27)On peut en onlure qu'un espae propre de l'hamiltonien ave valeur propre

E �réduit� la représentation U(R) sur L2(R3), puisque le sous-espae dehaque valeur propre de H est invariant par rapport aux rotations (voirexeries).4.3 Les représentations irrédutibles du groupedes rotationsDans ette setion nous voulons onstruire les représentations unitaireirrédutibles de SO(3). Une représentation (unitaire quelonque D sur unespae linéaire E peut alors être déomposée de la forme E = W 1 ⊕W 2 ⊕
· · ·⊕W n, où les W j portent des représentations irrédutibles Dj de G. Dansune base orthonormée de E adaptée à ette déomposition, la matrie quireprésente un automorphisme D(g) est omposée des blos :

D(g) =




D1(g) 0 · · · 0
0 D2(g) 0 · · ·. . .
0 · · · 0 Dn(g)


 . (4.28)Pour onstruire les représentations irrédutibles de SO(3) (qui est bien sûrun groupe ompat, exerie !), nous onsidérons d'abord une représentation59



D∗ de l'algèbre de Lie so(3) sur un espae vetoriel E à dimension �nie. Lesmatries (Ij)
3
j=1 forment une base de so(3) et nous posons

D∗(Ij) = (i~)−1Lj . (4.29)Nous dé�nissons enore
L2 = L2

1 + L2
2 + L2

3 , (4.30)
L± := L1 ± iL2 . (4.31)En utilisant les relations de ommutation (4.25) pour les omposantes Lj , ilest faile de véri�er que

[L2, Lj] = 0 = [L2, L±] , (4.32)
[L3, L±] = ±~L± , (4.33)
L±L∓ = L2 − L2

3 ± ~L3 . (4.34)Comme L2 est un opérateur hermitien, L2 se laisse diagonaliser par unematrie unitaire. Il existe don une base orthonormée de veteurs propres de
L2. Comme L2 et L3 ommutent, les espaes propres de L2 de valeur propre
λ sont invariants sous L3 : soit ψ un veteur propre de L2 ave valeur propre
λ, alors L2L3ψ = L3L

2ψ = λL3ψ. Il s'ensuit que L3ψ est aussi veteur proprede L2 ave valeur propre λ. Comme L3 est aussi un opérateur hermitien, nouspouvons le diagonaliser dans haun des espaes propres de L2 et obtenonsde ette façon une base de E dans laquelle L2 et L3 sont les deux diagonales.Soit ψmax un veteur propre normalisé de L3 et de L2,
L3ψmax = ~bψmax , L2ψmax = ~2aψmax , (4.35)où ~b est la valeur propre maximale de l'opérateur L3. Comme L2 > L2

3, nousavons a > b2 > 0. En ombinant (4.33) et (4.35), nous obtenons
L3L+ψmax = L+L3ψmax + ~L+ψmax = ~(b+ 1)L+ψmax . (4.36)Don L+ψmax est soit un veteur propre de L3 ave valeur propre ~(b+ 1) >

~b, soit nulle. Or, omme nous avons supposé que ~b est la valeur propremaximale de l'opérateur L3, ei implique que L+ψmax = 0. D'après (4.34),
L2 = L2

3 + L+L− − ~L3 , (4.37)
= L2

3 + L−L+ + ~L3 . (4.38)En appliquant Eq. (4.38) à ψmax, nous obtenons
~2aψmax = L2ψmax = (L2

3 + ~L3)ψmax = (~2b2 + ~2b)ψmax , (4.39)60



don a = b(b+ 1). Nous agissons maintenant ave L− sur ψmax et trouvons
L3L−ψmax = L−L3ψmax − ~L−ψmax = ~(b− 1)L−ψmax . (4.40)Don L−ψmax est un veteur propre de L3 ave valeur propre ~(b − 1). Enontinuant ainsi, on obtient que (L−)nψmax est soit veteur propre de L3 avevaleur propre ~(b−n), soit identiquement nul. Comme L3 possède une valeurpropre minimale, il doit exister un n maximal, tel que (L−)n+1ψmax = 0. Enutilisant Eq. (4.37), nous trouvons

~2a(L−)nψmax = (L−)nL2ψmax = L2(L−)nψmax =
[
L2

3 − ~L3

]
(L−)nψmax

= ~2
[
(b− n)2 − (b− n)

]
(L−)nψmax . (4.41)Don a = b(b + 1) = (b − n)2 − b + n, i.e., b = n/2 ≡ ℓ. Ainsi, ℓ ne peutprendre que des valeurs entières ou demi-entières.Pour la suite, nous posons

ψmax = ψℓ et (L−)nψmax

|(L−)nψmax|
= ψℓ−n . (4.42)Nous trouvons alors ∀ 0 6 n 6 2ℓ

L3ψℓ−n = ~(ℓ− n)ψℓ−n et L2ψℓ−n = ~2ℓ(ℓ+ 1)ψℓ−n . (4.43)Evidemment, l'espae linéaire engendré par les veteurs normalisés ψℓ−n ave
0 6 n 6 2ℓ, porte une représentation irrédutible de so(3) de dimension 2ℓ+1.Elle est irrédutible pare qu'on peut obtenir tous les veteur de base ψm enappliquant L− sur ψℓ (ou en appliquant L+ sur ψ−ℓ).Les veteurs ψℓ−n forment une base orthonormée. En e�et, ils sont des ve-teurs propres de l'opérateur hermitien L3 ave des valeurs propres di�érentes,et sont don orthogonaux. De plus, toutes les représentations irrédutibles de
so(3) de dimension �nie sont de ette forme pour un ℓ ∈ {0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, · · ·

}.Il nous reste à déterminer lesquelles de es représentations peuvent être�levées� à une représentation du groupe SO(3). Nous allons voir dans la se-tion 6.1 que seulement les ℓ entiers orrespondent aussi à une représentationde SO(3).4.3.1 Les harmoniques sphériquesDans ette setion, nous onstruisons expliitement les représentations
Dℓ, ℓ ∈ N, sur l'espae des fontions sur la sphère, S2. Pour un ℓ donné, nousherhons d'abord des fontions ψℓ,m(r, ϑ, ϕ) sur R3 telles que

{
L2ψℓ,m = ~2ℓ(ℓ+ 1)ψℓ,m ,

L3ψℓ,m = ~mψℓ,m ,
ave − ℓ 6 m 6 ℓ . (4.44)61



D'après (4.23), nous avons L = −i~x∧∇. Nous exprimons ette identitéen oordonnées sphériques, ave la notation
x = r




sinϑ cosϕ
sin ϑ sinϕ

cosϑ


 , (4.45)

∇ = er∂r +
1

r
eϑ∂ϑ +

1

r sinϑ
eϕ∂ϕ , (4.46)où er, eϑ, eϕ sont les veteurs unitaires en diretions r, ϑ et ϕ :

er =




sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ


 , eϑ =




cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ
− sinϑ


 , eϕ =



− sinϕ
cosϕ

0


 . (4.47)En ombinant es expressions, nous obtenons

L = i~




cosϕ cotϑ∂ϕ + sinϕ∂ϑ
sinϕ cotϑ∂ϕ − cosϕ∂ϑ

−∂ϕ


 . (4.48)Don L3 = i~∂ϕ et les opérateurs L2 et L± sont

L2 = −~2

[
1

sinϑ
∂ϑ (sinϑ∂ϑ) +

1

sinϑ2
∂2
ϕ

]
= −~2r2∆ϑϕ

, (4.49)
L± = ~e±iϕ [±∂ϑ + i cotϑ∂ϕ] . (4.50)Ces expressions nous permettent de reherher les fontions ψℓ,m(r, ϑ, ϕ) quisont solutions des Eq. (4.44), i.e., qui satisfont au système d'équations

1

sin ϑ
∂ϑ (sin ϑ∂ϑψℓ,m) +

1

sin2 ϑ
∂2
ϕψℓ,m = −ℓ(ℓ+ 1)ψℓ,m , (4.51)

−i∂ϕψℓ,m = mψℓ,m . (4.52)Dans es équations, la variable r n'apparaît dans auun opérateur di�érentiel ;on peut don onsidérer r omme un paramètre et déomposer les fontionspropres ψℓ,m(r, ϑ, ϕ) sous la forme
ψℓ,m(r, ϑ, ϕ) = f(r)Yℓ,m(ϑ, ϕ) , (4.53)où f(r), la fontion radiale, apparaît omme un fateur onstant dans leséquations aux dérivées partielles (4.51)�(4.52). Les fontions Yℓ,m sont desfontions sur la sphère, que nous hoisissons normalisées telles que
∫ π

0

sinϑdϑ

∫ 2π

0

dϕ|Yℓ,m|2 = 1 . (4.54)62



On les appelle les harmoniques sphériques.Ave ette déomposition, le système d'équations se réduit à
1

sinϑ
∂ϑ (sinϑ∂ϑYℓ,m) +

1

sinϑ2
∂2
ϕYℓ,m = ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m , (4.55)

−i∂ϕYℓ,m = mYℓ,m . (4.56)La dernière équation implique immédiatement
Yℓ,m(ϑ, ϕ) = g(ϑ)eimϕ . (4.57)Cei implique quem ∈ Z pour que les fontions Yℓ,m(ϑ, ϕ) soient bien dé�nies.Or, omme nous savons que m et ℓ sont soit tous deux entiers, soit tous deuxdemi-entiers, il s'ensuit que ℓ aussi ne peut être qu'entier.Nous essayons un �Ansatz� de la forme

Yℓ,m(ϑ, ϕ) =
cℓ,m√

2π
eimϕPm

ℓ (µ) où µ = cos ϑ . (4.58)Les cℓ,m sont des onstantes de normalisation. Si l'on utilise d
dµ

= − sin ϑ−1∂ϑ,Eq. (4.55) se réduit à
[
(1 − µ2)

d2

dµ2
− 2µ

d

dµ
+ ℓ(ℓ+ 1) − m2

1 − µ2

]
Pm
ℓ (µ) = 0 . (4.59)Cei est l'équation di�érentielle pour les fontions de Legendre assoiées.Pour m = 0, ette équation se réduit à l'équation di�érentielle pour lespolyn�mes de Legendre, Pℓ. Dans les exeries, nous véri�erons que Eq. (4.59)est satisfaite par les fontions

Pm
ℓ (µ) =

(−1)m

2ℓℓ!
(1 − µ2)m/2

dℓ+m

dµℓ+m
(
µ2 − 1

)ℓ
. (4.60)De ette expression, on peut failement extraire une relation de réurrene,

Pm+1
ℓ (µ) = −

√
1 − µ2

[
d

dµ
+

mµ

1 − µ2

]
Pm
ℓ (µ) . (4.61)Ainsi, on a

~−1L+Yℓ,m =
cℓ,m√

2π
ei(m+1)ϕ[∂ϑ −m cotϑ]Pm

ℓ (µ)

= − cℓ,m√
2π
ei(m+1)ϕ

√
1 − µ2

[
d

dµ
+

mµ

1 − µ2

]
Pm
ℓ (µ)

=
cℓ,m√

2π
ei(m+1)ϕPm+1

ℓ (µ)

=
cℓ,m
cℓ,m+1

Yℓ,m+1 . (4.62)63



Pour déterminer les onstantes de normalisation cℓ,m, nous utilisons lanormalisation des harmoniques sphériques,
1 = 〈Yℓ,m, Yℓ,m〉 =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dϑ sinϑȲℓ,mYℓ,m . (4.63)Ave Eq. (4.62), ette relation implique
∣∣∣∣
cℓ,m
cℓ,m+1

∣∣∣∣
2

= ~−2〈L+Yℓ,m, L+Yℓ,m〉

= ~−2〈Yℓ,m, L−L+Yℓ,m〉
= ~−2〈Yℓ,m,

[
L2 − L2

3 − ~L3

]
Yℓ,m〉

= ℓ(ℓ+ 1) −m(m+ 1) , (4.64)don
~−1L+Yℓ,m =

cℓ,m
cℓ,m+1

Yℓ,m+1 =
√
ℓ(ℓ+ 1) −m(m+ 1) Yℓ,m+1 . (4.65)En appliquant L− sur ette équation et utilisant Eq. (4.38) nous obtenons

~2 [ℓ(ℓ+ 1) −m(m+ 1)]Yℓ,m = ~
√
ℓ(ℓ+ 1) −m(m+ 1) L−Yℓ,m+1 , (4.66)e qui implique

L−Yℓ,m+1 = ~
√
ℓ(ℓ+ 1) −m(m+ 1) Yℓ,m . (4.67)Nous pouvons ombiner les résultats (4.65)�(4.67) en

L±Yℓ,m = ~
√
ℓ(ℓ+ 1) −m(m± 1) Yℓ,m±1 (4.68)Les onstantes cℓ,ℓ peuvent être déterminées en appliquant l'opérateur L+sur Yℓ,ℓ. En e�et, l'identité L+Yℓ,ℓ = 0 implique

[∂ϑ − ℓ cotϑ]P ℓ
ℓ (cosϑ) = 0 , (4.69)ave solution

P ℓ
ℓ =

(−1)ℓ(2ℓ)!

2ℓℓ!
sinℓ ϑ . (4.70)Pour que Yℓ,ℓ soit normalisé, il faut que

∫ π

0

dϑ c2ℓ,ℓ|P ℓ
ℓ |2 sinϑ = 1 . (4.71)64



Cette identité requiert (exerie),
cℓ,ℓ =

√
(2ℓ+ 1)

2(2ℓ)!
. (4.72)Nous avons don trouvé

Yℓ,ℓ =
(−1)ℓ

2ℓℓ!

√
(2ℓ+ 1)!

4π
sinℓ ϑeiℓϕ . (4.73)En utilisant la relation de réurrene

cℓ,m−1 = cℓ,m
√
ℓ(ℓ+ 1) −m(m− 1) , (4.74)nous pouvons déduire toutes les autres harmoniques sphériques,

Yℓ,m(ϑ, ϕ) =

√
2ℓ+ 1

4π
· (ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cosϑ)eimϕ (4.75)L'identité (dérivée dans les exeries)

P−m
ℓ = (−1)m

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (4.76)implique �nalement

Yℓ,−m(ϑ, ϕ) = (−1)mȲℓ,m(ϑ, ϕ) (4.77)Aux ordres les plus bas, les harmoniques sphériques sont alors données par
ℓ = 0 : Y0,0(ϑ, ϕ) =

1√
4π

,

ℓ = 1 : Y1,0(ϑ, ϕ) =

√
3

4π
cos ϑ ,

Y1,1(ϑ, ϕ) = −
√

3

8π
sinϑeiϕ ,

ℓ = 2 : Y2,0(ϑ, ϕ) =

√
5

16π

[
3 cos2 ϑ− 1

]
,

Y2,1(ϑ, ϕ) = −
√

15

8π
sinϑ cos ϑeiϕ ,

Y2,2(ϑ, ϕ) =

√
15

32π
sin2 ϑe2iϕ .

(4.78)
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4.4 Série de Clebsh-Gordan et le aratère d'unereprésentation4.4.1 Preuve intuitive du théorème de Clebsh-GordanComme nous le démontrons dans la setion 6.1, le reouvrement universeldu groupe des rotation et le groupe SU(2) et haque système de la méaniquequantique qui est invariant sous rotation porte alors une représentation dugroupe SU(2) qui est de la form Dj pour un j ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . .}. Seulsi j ∈ N0, ei est aussi une représentation de SO(3).En physique, nous onsidérons souvent la ombinaison de deux systèmes(deux életrons autour un noyau dans un atome, et.). Celle-i est déritepar (une partie du) le produit tensoriel des espae de Hilbert des deux sys-tèmes. Si le premier système porte la représentation Dj1 et le deuxième lareprésentation Dj2, le système ombiné porte la représentation Dj1 ⊗Dj2.Si l'hamiltonien est invariant sous rotation, les niveaux d'énergie sontdégénérés dans les sous-espaes qui portent une représentation irrédutiblede SU(2). Il est alors essentiel de trouver la déomposition irrédutible duproduit tensoriel Dj1 ⊗Dj2 de deux représentations irrédutibles, i.e., Dj1 ⊗
Dj2 ≃ ⊕jmjDj. Ii nous démontrons que

Dj1 ⊗Dj2 =

|j1+j2|⊕

j=|j1−j2|

Dj série de Clebsh-Gordan. (4.79)Preuve : Soient V(j1) et V(j2) deux espaes qui portent les représentations
Dj1 et Dj2 du groupe SU(2). L'espae V(j1) ⊗ V(j2) porte alors Dj1 ⊗ Dj2.Soient (φ

(j1)
m ) et (ψ

(j2)
m ) des bases anoniques de V(j1) et V(j2). Don les états

(φ
(j1)
m1 ⊗ψ

(j2)
m2 ) forment une base de V(j1) ⊗V(j2). Pour aluler la valeur de L3sur es états nous utilisons

L
(j1⊗j2)
3 ≡ i~

(
Dj1 ⊗Dj2

)
∗
(I3) = i~

d

dα

∣∣∣∣
α=0

(
Dj1(R3(α)) ⊗Dj2(R3(α))

)

=
(
L

(j1)
3 ⊗ I + I ⊗ L

(j2)
3

)
,ou R3(α) signi�e la rotation ave angle α autour de l'axe e3. Les super-sriptsde L3 indiquent dans quelle espae l'opérateur L3 vit. Ils sont supprimés parla suite. Pour nos états de base ei donne

L3φ
(j1)
m1

⊗ ψ(j2)
m2

= ~(m1 +m2)φ
(j1)
m1

⊗ ψ(j2)
m2

.66



Don l'état de base ave valeur propre de L3 maximale est φ(j1)
j1

⊗ ψ
(j2)
j2

avevaleur propre ~(j1 + j2). Tous les autres états ont des valeurs propres infé-rieures. Don Dj1 ⊗Dj2 ontient Dj1+j2 une et une seule fois.
j1

j1−1

j1−2

j2 j2−1 j2−2 −j2
m2

m1

−j1

j2−2j1

Fig. 4.1 � Une table pour les valeurs propres possibles de L3 pour Dj1 ⊗Dj2.Dans l'exemple présenté, j1 < j2. Le long des diagonales indiquées, la valeurest m = j1 + j2 − k, ave k = 0 pour le point tout en haut et k = klim = 2j1pour la diagonale la plus basse.En plus, l'espae des états ave valeur propre ~(j1 + j2 − 1) est bi-dimensionel ave base φ(j1)
j1−1 ⊗ψ

(j2)
j2

et φ(j1)
j1

⊗ψ
(j2)
j2−1. Un de es états ontribueà la représentation Dj1+j2, mais l'autre doit faire partie d'une représenta-tion Dj1+j2−1, qui doit aussi être présente une et une seule fois. Ca ontinuee ette façon (voir �gure 4.1) et une après l'autre, la dimension de l'es-pae propre ave valeur propre ~(j1 + j2 − k) de L3 augmente par 1 et lareprésentation j = j1 + j2 − k doit être présente une seule fois, jusqu'à

k = klim = 2 min(j1, j2). Pour k > klim la dimension de l'espae propreave valeur propre ~(j1 + j2 − k) reste onstante pendant 2|j1 − j2| pas,pendant lesquelles m desend de ~|j1 − j2| jusqu'à −~|j1 − j2|, et auunenouvelle représentation est possible (voir �gure 4.1. Après, la dimension om-mene à déroître un par un. La dernière représentation est don elle ave
j = j1 + j2 − klim = |j1 − j2|. Cei omplète la démonstration.Comme nous l'avons dit, la série de Clebsh-Gordan est très importante enMéanique Quantique. Comme illustration nous onsidérons deux systèmes67



ave des hamiltoniens H1 et H2 invariants sous rotation sur des espae deHilbertH1 etH2. Nous supposons que les états fondamentaux de es systèmesportent les représentations irrédutibles Dj1 et Dj2 de SU(2) sur des sous-espaes E j1 ⊂ H1 et E j2 ⊂ H2. Si nous ajoutons maintenant une interation
Hint entre es deux systèmes, les moments inétiques J(1) et J(2) ne seront plusonservés individuellement, mais leur somme J = J(1) + J(2) sera onservée.Et (si la perturbation Hint est petite) on a

(E ,D) =
(
E j1 ⊗ E j2,Dj1 ⊗Dj2

)
=

|j1+j2|⊕

j=|j1−j2|

(E j,Dj) , (4.80)et tous les sous-espaes linéaires E j possèdent en général des énergies légère-ment di�érentes (séparation des niveaux d'énergie).Dans la suite de ette setion je donne une preuve plus formelle pour(4.79), qui a besoin de plusieurs outils de la théorie de groupe qui ne sontpas développés dans e ours. Cette partie s'adresse d'abord aux étudiantsen physique théorique qui auront de toute façon besoin d'un ours/livre surla théorie de groupe ou les notions utilisées ii sont traitées.4.4.2 Le aratère de SU(2)La lasse de onjugaison de SU(2) se détermine de la manière suivante.Pour U ′ ∈ SU(2), il existe toujours une matrie V ∈ SU(2) telle que
U ′ = V U(α)V −1 où U(α) =

(
e−iα 0
0 eiα

)
= U3(2α) . (4.81)Il s'ensuit que haque lasse de onjugaison peut être représentée par unematrie de la forme de U(α). En plus, si on hoisit

V =

(
0 1
−1 0

)
, (4.82)nous obtenons U ′(α) = V U(α)V −1 = U(−α), i.e., χD (U(−α)) = χD (U(α)).L'intégration invariante de SU(2) sur les lasses est donnée par (4.5),

2
π

∫ π
0
dα sin2 α. Don D est une représentation irrédutible de SU(2) si etseulement si

2

π

∫ π

0

dα sin2 α |χD (U(α))|2 = 1 . (4.83)De plus, si D et D′ sont deux représentations inéquivalentes de SU(2), alors
∫ π

0

dα sin2 αχ̄D (U(α))χD′ (U(α)) = 0 . (4.84)68



Dans la setion 4.3 nous avons vu que les représentations irrédutibles del'algèbre de Lie su(2) ≡ so(3) sont données par lesDj
∗ , ∀ j ∈

{
0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, · · ·

}.Pour un groupe simplement onnexe, toute représentation de son algèbre deLie peut être élevée à une représentation du groupe. Pour j ∈ N, e sontles représentations Dj de SO(3) que nous avons trouvées dans la setion 4.3.Plus préisément, Dj(U) = Dj(Π(U)). D'après nos résultats de la setion 4.3,la dimension de Dj
∗ (et don aussi de Dj) est 2j + 1. Pour de pures raisonsdimensionnelles, il s'ensuit que

• D0(U) = 1 : D0 est la représentation triviale ; ela signi�e qu'un étatquantique sans moment angulaire (un état s) est invariant sous rotation.
• D 1

2 (U) = U : D 1
2 est l'identité .

• D1(U) = D1(Π(U)) = Π(U) .Nous dériverons des représentations expliites pour les Dj sur SU(2) pourtout demi-entier j dans les exeries.Comme pour SO(3), nous posons maintenant J = i~Dj
∗(M) = 1

2
i~Dj

∗(−iσ).Soit (Ψj
m)jm=−j une base de l'espae linéaire E j qui diagonalise J2 et J3. Ilsuit alors (voir setion 4.3)

J3Ψ
j
m = ~mΨj

m , (4.85)
J2Ψj

m = ~2j(j + 1)Ψj
m . (4.86)Ave J± := J1 ± iJ2, nous avons J2 = J2

1 + J2
2 + J2

3 = J−J+ + ~J3 + J2
3 , et

J±Ψj
m = ~

√
(j ∓m)(j ±m+ 1) Ψj

m±1 . (4.87)
J2 est un multiple de l'identité sur E j.Dans le hapitre préedant nous avons trouvé que pour un groupe om-pat, toutes les représentations irrédutibles ont une dimension �nie et ellespeuvent être hoisies unitaires.Nous onsidérons
M3 =

d

dα
U3(α)

∣∣∣∣
α=0

où U3(α) =

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)
= U(α/2) . (4.88)Cei implique

Dj(U(α/2)) = Dj(U3(α)) = Dj(exp(αM3))

= exp(αDj
∗(M3)) = exp

( α
i~
J3

)
, (4.89)et on obtient Dj (U(α)) Ψj

m = Dj (U3(2α))Ψj
m = e−i2αmΨj

m. Dans la base69



(Ψj
m)

j
m=−j on a alors

Dj (U(α)) =




e−2iαj

e−2iα(j−1) . . .
e2iαj


 . (4.90)Le aratère de la représentation Dj est don

χj (U(α)) =

j∑

m=−j

ei2αm =
ei(2j+1)α − e−i(2j+1)α

eiα − e−iα
=

sin([2j + 1]α)

sinα
, (4.91)puisque 'est une série géométrique. De Eq. (4.83)�(4.84), il suit que

∫

SU(2)

dU |χj(U)|2 =
2

π

∫ π

0

dα sin2([2j + 1]α) = 1 , et (4.92)
∫

SU(2)

dU χ̄j(U)χj′(U) =
2

π

∫ π

0

dα sin([2j + 1]α) sin([2j′ + 1]α) = 0 (4.93)pour j 6= j′.4.4.3 Déomposition en représentations irrédutibles etaddition de moments inétiquesSoit E un espae linéaire qui porte une représentation D de SU(2). Nousaimerions déomposer D en représentations irrédutibles Dj. Expliitement,nous désirons déterminer les oe�ients mj tels que
(E ,D) ≃

N⊕

j=1

mj(E j,Dj) , (4.94)où ≃ indique que la déomposition en parties irrédutibles est unique à unetransformation d'équivalene près (Théorème d'uniité). Cei implique quele aratère de la représentation D satisfait
χD =

N∑

j=1

mjχj , (4.95)où χj est le aratère de la représentation irrédutible Dj. Le oe�ient mjspéi�e don la multipliité de la représentation Dj dans la déomposition70



de D. En ombinant Eqs. (4.83) et (4.95), nous obtenons
2

π

∫ π

0

dα sin2 α|χD(α)|2 =
2

π

∫ π

0

dα sin2 α

N∑

j=1

m2
j |χj(α)|2 =

N∑

j=1

m2
j . (4.96)De plus,

mj =
2

π

∫ π

0

dα sin2 αχ̄D(α)χj(α) . (4.97)On peut en onlure que la multipliitémj de la représentation Dj est entiè-rement spéi�ée par le aratère.Il est faile de voir que le aratère orrespondant au produit tensorielde deux représentations est le produit des aratères χj1 et χj2 . Si Dj1 ⊗
Dj2 ≃ ⊕jmjDj nous avons don χj1χj2 =

∑
jmjχj . D'autre part, on trouve(exerie)

χj1(α)χj2(α) =
∑

m1,m2

e2i(m1+m2)α =

|j1+j2|∑

j=|j1−j2|

j∑

m=−j

e2imα =

|j1+j2|∑

j=|j1−j2|

χj(α) .(4.98)Ainsi, Dj1 ⊗ Dj2 ontient une seule fois haune des représentations Dj, où
|j1 − j2| 6 j 6 |j1 + j2|. Cei mène de nouveau à la série de Clebsh-Gordan :

Dj1 ⊗Dj2 =

|j1+j2|⊕

j=|j1−j2|

Dj . (4.99)
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Chapitre 5Les représentations irrédutiblesde Gl(n,C) et le groupesymétrique Sn5.1 IntrodutionDé�nition 5.1 Représentation tensorielleSoit G un groupe et ϕ : G→ Aut(V ) une représentation.La représentation tensorielle ϕ⊗ϕ : G→ Aut(V ⊗V ) est dé�nie par
(ϕ⊗ ϕ)(x) = ϕ(x) ⊗ ϕ(x).Proposition 5.1 � Soit V un espae vetoriel et

V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
n

=: V ⊗nson nème produit tensoriel et
φ⊗n(x) : V ⊗n → V ⊗n := φ(x)V ⊗ · · · ⊗ φ(x)︸ ︷︷ ︸

n

Vla représentation tensorielle de G dans Aut(V ⊗n).� Soit σ ∈ Sn une permutation de {1, . . . , n}.� Soit ei1 ⊗ ei2 ⊗ . . .⊗ ein la base de V ⊗n engendrée par une basequelonque (ei)
m
i=1 de V .Nous dé�nissons T±
σ omme le sous-espae des tenseurs de rang n quisont invariants (hangent de signe) sous la permutation σ.1. La dé�nition T±

σ est indépendant du hoix de la base (ei).72



2. T±
σ est un sous-espae invariant de φ⊗n.Preuve 45 Soit

t =
∑

i1...in

ti1...inei1 ⊗ . . .⊗ eininvariant (±) sous σ. Don ti1...in = ±tiσ(1)...iσ(n)Mais (
ϕ⊗n(x)t

)
i1...in

=
m∑

j1...jn=1

ϕi1j1 . . . ϕinjntj1...jn

=

m∑

j1...jn=1

ϕiσ(1)jσ(1)
· · ·ϕiσ(n)jσ(n)

(±)tjσ(1)···jσ(n)

= ±
(
ϕ⊗n(x)t

)
iσ(1)...iσ(n)

.La démonstration de l'invariane sous hangement de base est identique. Ilfaut juste remplaer ϕij par la matrie de transformation de base, Oij. 2Comme l'intersetion de deux espaes invariants est aussi invariante, lesespaes
V©s n =

⋂

σ ∈ Sn
T (+)
σ et V©an =

⋂

σ ∈ Sn(2)
T (−)
σsont aussi invariants. Ii Sn(2) sont les permutations qui onsistent seule-ment d'un éhange de deux éléments. V ©s n est l'espae des tenseurs totale-ment symétriques tandis que V ©an est l'espae des tenseurs totalement anti-symétriques.Si eiej := 1

2
(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei) signi�e le produit symétrisé, il est évidentque


e1e1 . . . e1︸ ︷︷ ︸

n

, e1 . . . e1e2 , . . . , e1 . . . e1em , e1 . . . e1︸ ︷︷ ︸
n−2

e2e2 , . . . emem . . . em


forment une base de V©s n et alors dimV ©s n =

(
m+n−1

n

) (ombinaisons averépétition).Par ontre, si
(e1 ∧ e2 ∧ en , e2 ∧ e3, . . . ∧ en ∧ en+1 , . . . em−n ∧ em−n+1 ∧ . . . em)73



forment une base de V©an qui a alors la dimension
dimV©an =

(m
n

) (ombinaisons sans répétition).Ces exemples rendent évident que les sous-espaes invariants sous Gl(m,C)de V ⊗n sont liés aux sous-espaes invariants de la représentation de Sn quiéhange simplement les indies des tenseurs. Pour trouver es derniers nousvoulons d'abord étudier le groupe Sn.5.2 Les représentations irrédutibles du groupe
Sℓ et les tableaux de YoungUne permutation σ ∈ Sℓ peut être indiquée par

σ : (1, 2, . . . , ℓ) 7→ (σ(1), σ(2), . . . , σ(ℓ))ou
σ : (1, i1, i2, . . . in1) (in1+1 . . . in2) . . . (inp+1 . . . inp+1)où σ(1) = i1, σ(i1) = i2, . . . σ(in1) = 1 et.Les suites (inq+1, inq+2, . . . , inq+1) sont appelés des yles.Les énonés suivants sur les permutations sont élémentaires et impor-tants :Proposition 5.2 1. Toute permutation peut être obtenue par une suitede transpositions τi de deux éléments (éhanges de deux éléments).

σ = τ1τ2 . . . τp.Si σ = τ1τ2 . . . τp = τ ′1τ
′
2 . . . τ

′
q

p et q sont les deux soit paires, soit impaires.2. Une permutation est invariante sous éhange de l'ordre de ses yles.3. Soit q1 . . . qp la longueur des di�érents yles qui onstituent σ ave
q1 ≤ q2 ≤ q3 . . . ≤ qp. Alors la suite q1 . . . qp reste la même pour toutela lasse

[σ] =
{
ρσρ−1 | ρ ∈ Sℓ

}
.Preuve 46 74



1. L'identité est faite par un nombre pair de transpositions alors
id = σ ◦ σ−1 = τ1 ◦ τ2 . . . τp ◦ τ ′q ◦ τ ′q−1 . . . τ

′
1.Don p + q est un nombre pair. (Exerie : l'identité ne peut êtregénérée que par un nombre pair de transpositions.)2. C'est évident.3. Soient σ et ρ des permutations. Un yle de σ, ommençant par l'élé-ment i disons, est de la forme

(i, σ(i), σ(σ(i)), . . .) .Cei orrespond au yle suivant de ρσρ−1 :
(
ρ(i), ρσρ−1(ρ(i)), ρσρ−1ρσρ−1(ρ(i)), . . .

)
.Don pour un yle de σ (i1 . . . in) la permutation ρσρ−1 possède leyle orrespondant (ρ(i1), ρ(i2) . . . ρ(in)). Don les deux permutations

σ et ρσρ−1 ont des yles de la même longueur. D'autre part, si deuxpermutations σ et σ′ ont des yles de longueurs orrespondants p1 ≥
p2 . . . ≥ pn

(i1 . . . ip1)(ip1+1 . . . ip1+p2) . . . (. . . ip1+p2...+pn
) = σet

(j1 . . . jp1)(jp1+1 . . . jp1+p2) . . . (. . . jp1+p2...+pn
) = σ′La permutation ρ ave ρ(jm) = im est telle que

σ′ = ρσρ−1.

2Don les permutations ave des longueurs égales de leur yles forment unelasse.Tableaux de Young :Soient f1 . . . fn des nombres f1 ≥ f2 . . . ≥ fn tels que ∑m
i=1 fi = f . Nousassoions à ette suite le tableau de Young T = T (f1 . . . fn) de fi ases dansla ième ligne : 75



f1 1 2 3 4 5 6 7 8
f2 9 10 11 12 13 14
f3 15 16 17 18 19 20
f4 21 22
f5 23
f6 24

f1 = 8 , f2 = f3 = 6 , f4 = 2 , f5 = f6 = 1

f =
∑

fi = 24Le tableau de Young T rempli des nombres 1 à f est appelé un dia-gramme de Young, D. Il est lair qu'il existe autant de tableaux que de ré-partissions des permutations en yles di�érents, don autant que le groupe
Sf a de lasses (don autant que Sf a de représentations irrédutibles inéqui-valentes !).Soit σ une permutation qui n'éhange que des éléments de la même ligned'un diagramme D et Σ(D) l'ensemble de telles permutations. Il est évidentque Σ(D) ⊂ Sf est un sous-groupe. Nous posons

a =
∑

σ∈Σ(D)

σ ∈ A(Sf).De même soitΩ(D) ⊂ Sf le sous-groupe des permutations ω qui ne permutentque des éléments de la même olonne. Nous posons
b =

∑

ω∈Ω(D)

δω · ω ∈ A(Sf) où δω =

{
1, siω est pair

−1, siω est impair(Une permutation "paire" est une permutation qui peut être onstruite parun nombre pair de transpositions.)Théorème 5.1 Nous dé�nissons
e(D) = a · b ∈ A(Sf ).Nous voulons montrer les hoses suivantes1. (e(D))2 = γe(D), γ ∈ C, don u = γ−1e(D) est idem-potent.2. L'idem-potent u est primitif et les éléments A(Sf )e(D) génèrent alorsune représentation irrédutible sur

A(Sf) · e(D) =: L(D) idéal à gauhe minimal.76



3. Les représentations qui orrespondent à des tableaux T et T ′ inégauxsont inéquivalents.4. Les idéaux L(D) et L(D′) où D et D′ sont des diagrammes assoiésau même tableau T sont A(Sf) isomorphes (C'est-à-dire la représenta-tion régulière réduite sur L(D) et L(D′) engendre des représentationséquivalentes).Remarque : Ce théorème démontre que les di�érents tableaux de Youngà un nombre f de arrés orrespondent aux représentations irrédutiblesinéquivalentes de Sf .Dans le prohain paragraphe nous allons les lier aux représentations ten-sorielles de Gl(n,C).Preuve du théorème 5.1 : Nous allons proéder en plusieures étapes.D'abord il nous faut démontrer la proposition suivante :Proposition 5.3 Soit A une algèbre semi-simple et L = Ae un idéal àgauhe ave idem-potent générateur e, e2 = e. L est minimal si et seulementsi tout élément a ∈ eAe, a 6= 0 a un inverse dans eAe.Preuve 47 (de la prop. 5.3)� " =⇒ " Soit L minimal. eAe est une sous-algébre de A ave élémentneutre e. eAe ⊂ L. Soit L1 ⊂ eAe un idéal gauhe de eAe. Alors
AL1 ⊂ AeAe ⊂ Ae = L. Alors AL1 est un idéal gauhe de A dans L,don AL1 = L. Mais omme e est une identité (des deux �tés) dans
eAe, nous avons

eAe = eL = eAL1 = eAeL1 = L1.Don L1 = eAe. Don eAe n'a pas d'idéaux gauhes non-triviaux. Maisdans une algèbre sans idéaux gauhes non-triviaux tout élément a uninverse. Cei se voit omme suit : soit B une algèbre sans idéaux àgauhe non triviaux, a ∈ B, a 6= 0. Supposons qu'il n'existe pas de bave ba = 1. Dans e as Ba ⊂ B est un idéal à gauhe non-trivial.� " ⇐= " Nous démontrons que si L = Ae n'est pas minimal, eAepossède des éléments sans inverses.Soit L = L1 ⊕ L2 et e = e1 + e2, ei ∈ Li, ei 6= 0.Alors e2e = e2 et e1e = e1. Don e2 = ee2e, e1 = ee1e. C'est-à-dire que
eAe ontient de éléments orthogonaux non-nuls, e1 · e2 = 0, ei 6= 0, quine peuvent alors pas posséder d'inverse.
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Pour ontinuer la preuve du théorème 5.1 nous démontrons enore quelqueslemmes.Pour un diagrammeD et σ ∈ Sf nous dé�nissons D′ = σD, le diagrammequi orrespond au même tableau que D et qui a le nombre σ(α) à la position
(i, j) si α est le nombre à la position (i, j) du diagramme D

D = α1 α2 α3 α4

α5 α6

α7

D′ = σ(α1) σ(α2) σ(α3) σ(α4)
σ(α5) σ(α6)
σ(α7)Alors pour τ ∈ Sf στD = στσ−1D′Cei est évident omme σ−1D′ = D.Lemme 5.1 Pour σ ∈ Sf , Σ(σD) = σΣ(D)σ−1,

Ω(σD) = σΩ(D)σ−1 et e(σD) = σe(D)σ−1.Preuve 48 (du lemme 5.1)Rappeler que Σ(D) sont les permutations à l'intérieur des lignes de D et
Ω(D) sont elles des olonnes.Si p ∈ Σ(D), p laisse tout élément de D dans sa ligne. Alors σpσ−1 laissetout élément de σD dans sa ligne. De même pour les olonnes. 2Lemme 5.2 Un élément σ ∈ Sf est de la forme σ = pq ave p ∈ Σ(D) et
q ∈ Ω(D) si et seulement s'il n'existe pas deux nombres o-linéaires dans Dqui sont "o-olonnaires" dans σD.Preuve 49 (du lemme 5.2)Soit σ = pq et α, β dans la même ligne de D. Alors, ils sont aussi dans lamême ligne de pD. Mais σD = (pqp−1)pD et pqp−1 est une permutation dansune olonne pour pD. Don aussi dans σD = (pqp−1)pD α et β sont dansdes olonnes di�érentes.D'autre part, supposons qu'il n'existe pas deux nombres qui sont dans lamême ligne de D et dans la même olonne de σD. En partiulier, tous leséléments de la première olonne de σD sont dans des lignes di�érentes de D.78



Il existe alors une permutation p1 ∈ Σ(D) qui les met tous dans la premièreolonne. Don σD et p1D ont les mêmes éléments dans la première olonne.En répétant ette proédure ave les autres olonnes nous arrivons à
p = pjpj−1 . . . p1 ∈ Σ(D)tel que pD a les mêmes éléments dans haune des olonnes que σD (maisen général dans un ordre di�érent) : par exemple

1 4 3
5 2

5 2 3
1 4En organisant maintenant les olonnes ave une permutation q′ ∈ Ω(pD)nous obtenons

σD = q′pD , mais q′ = pqp−1 pour un q ∈ Ω(D)Don σD = pqD , σ = pq.

2Nous avons dé�ni
e(D) =

∑

p∈Σ(D),q∈Ω(D)

δqpq.Tous les produits pq, p ∈ Σ(D), q ∈ Ω(D) sont di�érents pare que
p1q1 = p2q2 implique p−1

2 p1 = q2q
−1
1 ∈ Σ(D) ∩ Ω(D) = {I}.Don p1 = p2 et q1 = q2.Don e(D) ∈ A(Sf) est une somme de ertains éléments (ou leurs néga-tifs) de Sf , tous di�érents. Alors ertainement e(D) 6= 0.Pour p1 ∈ Σ(D) et q1 ∈ Ω(D) nous obtenons

p1e(D) =
∑

δqp1p · q = e(D) et
e(D)q1 =

∑
δqpqq1 = δq1

∑
δq·q1p(qq1) = δq1 · e(D).Cei montre que pour p ∈ Σ(D), q ∈ Ω(D) et γ ∈ C

p · γe(D)q = δq · γ · e(D).Dans le lemme 5.4 nous montrerons que aussi le onverse est vrai.Pour deux tableaux T et T ′ ave des lignes de longueurs n1 ≥ · · · ≥ nket n′
1 ≥ · · · ≥ n′

ℓ nous dé�nissons T > T ′ si la première di�érene non-nulle
ni − n′

i > 0. Il est évident que ei est une bonne relation d'ordre (pour toutpair de tableaux T et T ′ nous avons soit T < T ′, T > T ′ ou T = T ′).79



Lemme 5.3 Soient D et D′ deux diagrammes assoiés aux tableaux T et T ′.Si T > T ′, e(D′)e(D) = 0.Preuve 50 D'abord, il existe deux nombres qui sont o-linéaires en D et o-olonnaires en D′. Si ei n'est pas le as, tous les n1 nombres de la premièreligne doivent apparaître dans des olonnes di�érentes. Mais T ′ a n′
1 olonnesdon il faut n′

1 ≥ n1, mais T > T ′ implique n′
1 ≤ n1, don n′

1 = n1.Nous appliquons alors une transformation dans les olonnes de D′ pourobtenir un nouveau diagramme D′′ qui est assoié au même tableau T ′ etqui partage sa première ligne ave D. Nous répétons alors l'argument pour ladeuxième ligne qui nous mène à n′
2 = n2 et. jusqu'à n′

k = nk don T ′ = Te qui ontredit notre hypothèse.Soient alors α et β dans la même ligne de D et dans la même olonne de
D′. Soit τ = (α, β) ∈ Sf la transposition qui éhange α et β. Alors τ ∈ Σ(D)et τ ∈ Ω(D′). Evidemment δτ = −1. Don

e(D′)e(D) = e(D′)τ︸ ︷︷ ︸
−e(D′)

· τe(D)︸ ︷︷ ︸
e(D)

= −e(D′)e(D) = 0.

2Lemme 5.4 Soit x ∈ A(Sf) tel que pxq = δqx pour tout p ∈ Σ(D) et
q ∈ Ω(D). Alors x = γ · e(D) pour un γ ∈ C.Preuve 51 Soit

x =
∑

σ∈Sf

ασ · σ , ασ ∈ C

x = δqp
−1xq−1 = δq

∑

σ∈Sf

ασ(p
−1σq−1)

= δq
∑

τ∈Sf

αpτq · τ pour tout p ∈ Σ(D) et q ∈ Ω(D).Don ατ

(∗)
= δqαpτq ∀ p ∈ Σ(D) , q ∈ Ω(D).Pour τ = id = I ei donne αpq = δqαI.Pour ompléter la preuve il faut enore démontrer que ασ = 0 si σ n'estpas de la forme pq. Mais si σ n'est pas de ette forme, d'après la lemme 5.2il existe des nombres α, β qui sont dans la même ligne de D et dans la mêmeolonne de σD. Don p = (α, β) ∈ Σ(D) et p ∈ Ω(σD). Il existe alors un80



q ∈ Ω(D) tel que p = σqσ−1. q est aussi une transposition don δq = −1.Mais d'après (∗) et omme σ = pσq−1 = pσq,
ασ = αpσq = δqασ = −ασ ⇔ ασ = 0.

2Pour p ∈ Σ(D) et q ∈ Ω(D) nous avons
pe2(D)q = pe(D)e(D)q = δqe

2(D).Don e2(D) = γe(D) pour un γ ∈ C. En plus γ est le oe�ient de I dans
e2(D), il est alors un nombre entier.Nous allons enore montrer que γ 6= 0. Pour ei nous onsidérons l'ho-momorphisme

T : A(Sf) → A(Sf) : x→ x · e(D).Soit T la matrie qui représente et homomorphisme dans la base
σ1 = I, σ2, . . . , σf ! ∈ Sf .Soit e(D) = α1σ1 + α2σ2 + . . . . Don

σ1e(D) = e(D) = α1σ1 + α2σ2 + · · ·
σ2e(D) = · + α1σ2 + · · ·
σ3e(D) = · + · + α1σ3 + · · ·
· · · = · · ·Alors la trae de T est α1 · f !.Mais α1 = 1 omme I apparaît ave le oe�ient 1 dans e(D), don

trT = f !.Nous alulons enore la trae de T en utilisant une autre base (e quidoit donner le même résultat).Soit {v1, . . . , vf !} une base de A(Sf) telle que v1, . . . , vm forment une basede A(Sf)·e(D) =: L(D). Iim = dim (A(Sf) · e(D)) ≥ 1 pare que e(D) 6= 0.
L(D) = A(Sf ) ·e(D) est évidemment un idéal à gauhe. Pour x ∈ L(D) nousavons x = a · e(D) et don

x · e(D) = a · e(D)2 = γ · a · e(D) = γ · x.Nous obtenons alors 81



v1e(D) = γv1

v2e(D) = γv2... ...
vme(D) = γvm
vm+1e(D) = ∗ · · · · · · ∗ +0 + 0 · · ·...
vf !e(D) = ∗ · · · · · · ∗ +0 · · ·(Pare que vje(D) ∈ L(D), don seul les omposantes 1 à m peuvent êtrenon-nulles.)Cette fois nous obtenons trT = γ · m e qui implique γm = f ! don

γ = f !/m 6= 0.L'idéal L(D) est don généré par l'idem-potent u = γ−1e(D), ave u2 =
u 6= 0.Nous voulons enore montrer que l'idéal L(D) est minimal, don la re-présentation régulière restreinte sur L(D) est irrédutible.D'après la proposition 5.3 il nous su�t de démontrer que dans le doubleidéal uA(Sf)u ≡ e(D)A(Sf)e(D) =: A tout élément non-nul a un inverse.Mais x ∈ A est de la forme x = e(D)ye(D) pour un y ∈ A(Sf). Don
pxq = pe(D)ye(D)q = δqx pour tout p ∈ Σ(D), q ∈ Ω(D). D'après lelemme 5.4 nous pouvons don érire x = α · e(D), α ∈ C, et alors

x−1 =
1

αγ
e(D) et don x · x−1 = x−1 · x = e(D).Cei omplète la démonstration du fait que L(D) est minimal.Comme deux diagrammes du même tableau sont reliés par une permuta-tion, D′ = σD et e(D′) = σe(D)σ−1. Il est évident que les idéaux

L(D) = A(Sf )e(D) et L(D′) = σA(Sf)σ−1σe(D)σ−1 = σL(D)σ−1sont isomorphes et les représentations régulières sur L(D) et L(D′) sont équi-valentes.Il faut enore montrer que si D et D′ sont assoiés à des tableaux di�é-rents, L(D) et L(D′) ne sont pas isomorphes (omme idéaux dans A(Sf)).Supposons ϕ : L(D) → L(D′) soit un isomorphisme. (Un isomorphismeentre deux idéaux de gauhe I1 et I2 d'une algèbre A est un isomorphismed'algèbre qui satisfait à φ(a · v) = a · φ(v) pour tout a ∈ A et v ∈ I1. Soit
u ∈ L(D) et u′ ∈ L(D′) les idem-potent de L(D) et L(D′).Alors ϕ(a) = ϕ(a · u) = a · ϕ(u) ∀a ∈ A(Sf)Soit a′ = ϕ(u) ∈ L(D′). Il existe don un b ∈ A(Sf) ave u · a′ = b · u′.Comme u2 = u, ubu′ = ua′. 82



Mais pour tout σ ∈ Sf on a
uσu′ = u(σu′σ−1)σ = 0pare que ave u et u′ aussi u et σu′σ−1 sont les générateurs de diagrammesassoiés à des tableaux di�érents et nous pouvons appliquer le lemme 5.3.Don ua′ = uϕ(u) = ϕ(u2) = ϕ(u) = a′ = 0 e qui ontredit l'hypothèseque ϕ soit un A-isomorphisme.Ave ei nous avons omplété la démonstration du théorème 5.1. Ladéomposition de la représentation régulière de A(Sf) sur soi-même est donde la forme
A(Sf) =

⊕

T

d(T )L(T ) .Ii d(T ) est la dimension des idéaux L(D) ≃ L(T ) qui sont tous équivalentspour tout diagramme D du tableau T .Les représentations des diagrammes assoiés aux mêmes tableaux sontéquivalentes et les représentations de eux assoiés à des tableaux di�érentssont inéquivalentes.
L(D) = A(Sf)e(D) , e(D) =

∑

p∈Σ(D) , q∈Ω(D)

δqp · qoù
Σ(D) = Permutations qui ne permutent que des éléments de la même ligne.
Ω(D) = Permutations qui ne permutent que des éléments de la même olonne.5.3 Centralisateurs de représentations d'algèbressymétriquesSoit A une algèbre (à dimension �nie) et a ∈ A. La multipliation degauhe est indiquée par La :

La : A → A : x→ ax.Evidemment a→ La est la représentation régulière.Théorème 5.2 Si A est semi-simple la trae
f : A×A → C : (x, y) → tr(Lx · Ly) = f(x, y)est bi-linéaire, symétrique, assoiative (f(x, yz) = f(xy, z)) et non-dégénérée.83



Preuve 52 Tout sauf le dernier énoné (non-dégénérée) est évident. Nousallons don démontrer que elui-i.D'abord, soit B ⊂ A un idéal (double). Nous onsidérons
B⊥ = {y|f(x, y) = 0 ∀x ∈ B} .Ave ette dé�nition f est non-dégénérée si et seulement si A⊥ = {0}.Comme f(x, ay) = f(xa, y) et f(x, ya) = f(ya, x) = f(y, ax) = f(ax, y)ave x ∈ B et y ∈ B⊥ aussi ay ∈ B⊥ et ya ∈ B⊥, don aussi B⊥ est unidéal double. Supposons A⊥ 6= {0}. Dans e as A = A⊥ ⊕ A où A est aussiun idéal double. Nous posons I = e⊥ + e ave e⊥ ∈ A⊥ et e ∈ A. Le⊥ est leprojeteur sur A⊥ don trLe⊥ 6= 0.Mais 0 = f(e⊥, e⊥) = trL2

e⊥ = trLe⊥.

2Une algèbre semi-simple est alors une algèbre symétrique dans le sens de ladé�nition suivante :Dé�nition 5.2 Une algèbre A à dimension �nie sur C est appelée algèbresymétrique si elle admet une forme bi-linéaire, symétrique, assoiative etnon-dégénérée.Dé�nition 5.3 Soit A une algèbre symétrique. Nous onsidérons une repré-sentation de A sur un espae vetoriel M . Le entralisateur C(A,M) ⊂
end(M) onsiste de toutes les appliations linéaires T : M → M qui om-mutent ave la représentation de A, Ta = aT ∀a ∈ A.(Ii nous avons identi�é la représentations d'un élément a ∈ A ave l'élémentlui-même, R(a) ≡ a, pour simpli�er la notation.)Nous démontrerons l'équivalene entre les sous-espaes de M qui sontinvariants sous tous les éléments de C(A,M) et ertains idéaux à droit de de
A. Dans la setion suivante nous utiliserons ette équivalene pour onstruireles représentations tensorielles irrédutibles de Gl(C) et de ertains de sessous-groupes.Dans la suite de ette setion, Nous n'allons pas toujours présenter despreuves détaillées, elles se trouvent dans la référene : Curtis & Reiner, p.440�84



Nous préférons expliquer la signi�ane des résultats pour notre appliation,la rédution omplète des représentations tensorielles de Gl(C).Soient (ai) et (bj) deux bases duales de A par rapport à f . C'est-à-dire
f(ai, bj) = δij .Pour a ∈ A. Soient ai · a =

∑

j

λij(a)ajet bi · a =
∑

j

µij(a)bj .Alors la linéarité, la symétrie et l'assoiativité de f impliquent
a · bi =

∑

j

λji(a)bj , a · ai =
∑

j

µji(a)aj .Preuve 53 Soit abi =
∑

j κjibj alors
κji = f(aj , abi) = f(aja, bi) = λji(a).De même pour a · ai. 2Soit M un espae vetoriel qui porte une représentation de A et M∗ sondual (les formes linéaires, ψ : M → C). Nous notons l'ation de A sur Momme x 7→ ax pour a ∈ A et x ∈M . Pour ψ ∈M∗ et a ∈ A nous dé�nissons

(ψa)(x) := ψ(ax) ∀x ∈M.Cei dé�nit une "anti-représentation" sur M∗. C'est-à-dire, pour R(a)ψ :=
ψa nous avons

(R(b)R(a)ψ) (x) = R(b)ψ(ax) = ψ(abx) = (R(ab)ψ) (x).Nous dé�nissons alors l'appliation
T : M ×M∗ → A : (x, ψ) 7→

∑

i

biψ(aix).En utilisant la dualité des bases (ai) et (bi) il est faile a voir que ettedé�nition est indépendante des bases hoisies (aussi longtemps qu'elles soientduales). 85



Lemme 5.5 T est A-bilinéaire dans le sens que
T (ax+ by, ψ) = aT (x, ψ) + bT (y, ψ) et
T (x, ϕa+ ψb) = T (x, ϕ)a+ T (x, ψ)b.L'appliation T n'est pas dégénérée, dans le sens que

T (x, ψ) = 0 ∀x ∈M seul pour ψ = 0 et (5.1)
T (x, ψ) = 0 ∀ψ ∈M∗ seul pour x = 0. (5.2)Preuve 54 Par exemple

T (ax+ by, ψ) =
∑

i

biψ (ai(ax+ by))

=
∑

i

bi (ψ(aiax) + ψ(aiby))Ave aia =
∑
λijaj le premier terme devient

∑

i

biψ

(∑

j

λijajx

)
=
∑

ij

biλijψ(ajx) =
∑

j

abjψ(ajx).En traitant le deuxième terme de la même façon on obtient
T (ax+ by, ψ) =

∑

j

abj · ψ(ajx) +
∑

j

bbjψ(ajy) = a · T (x, ψ) + bT (y, ψ).La A-linéarité dans le deuxième argument peut être démontrée de la mêmefaçon.Pour démontrer que T n'est pas dégénérée nous remarquons que pour
T (x, ψ) = 0 ∀x ∈M il faut ψ(aix) = 0 ∀x ∈M pare que les bi ∈ A sontlinéairement indépendants.Mais les (ai) ⊂ A forment une base, don I =

∑
αiai et alors ψ(aix) = 0implique ψ(x) = 0 ∀x, don ψ = 0. De la même manière on peut démontreréq. (5.2). 2Nous dé�nissons

AM :=

{
n∑

i=1

T (xi, ψi) | xi ∈M, ψi ∈M∗, n ∈ N

}
⊂ A.A ause de la bi-linéarité de T , AM est un double-idéal de A.86



On appelle AM le noyau de M.Nous supposons que A soit semi-simple. Alors A = AM ⊕ A′ où A′ estaussi un double-idéal et I = ǫ+ ǫ′ ave ǫ2 = ǫ ∈ AM , ǫ′2 = ǫ′ ∈ A′.Alors AM = A · ǫ = ǫA. ǫ =
n∑

i=1

T (x◦i , ψ
◦
i )Soit C(A,M) = {T : M →M | T ∈ end(M) , Ta = aT ∀a ∈ A}Le entralisateur de l'algèbre A.Clairement C(A,M) est une algèbre ave représentation sur M .

C := C(A,M)Théorème 5.3 Soit γ ∈ C(C,M). Alors il existe un a ∈ AM tel que ax =
γx ∀x ∈M .En d'autres mots le entralisateur du entralisateur de A est ontenu dans
AM .Preuve 55 Pour tout ouple (ψ, x) ∈ M∗ ×M nous onstruisons un endo-morphisme ψ2x de M par

ψ2x : M →M : y 7→ T (y, ψ)x.Nous démontrons que ψ2x ∈ C : pour a ∈ A

(ψ2x)(ay) = T (ay, ψ)x = aT (y, ψ)x
= a(ψ2x)(y).Don γ ∈ C(C,M) ommute ave tous les ψ2x. Alors pour tout y ∈ Mnous avons

(ψ2x)(γy) = γ ((ψ2x)y) .C'est-à-dire
T (γy, ψ)x = γ (T (y, ψ)x) ∀y, x ∈M, ψ ∈M∗. (5.3)Nous posons a :=

∑ T (γx◦i , ψ
◦
i ). Alors (5.3) donne

ay =
∑

T (γx◦i , ψ
◦
i )y = γ(

∑
T (x◦i , ψ

◦
i ))y

= γ(ǫy) = γy.
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Ii nous avons utilisé que ǫy = y ∀y ∈ M , mais ei suit du fait que
ǫa = a ∀a ∈ AM , don

ǫT (x, ψ) = T (ǫx, ψ) = T (x, ψ) ∀x ∈M, ψ ∈M∗.Alors T (ǫx− x, ψ) = 0 ∀ψ ∈M∗ et don ǫx = x.De même on trouve que ψǫ = ψ ∀ψ ∈M∗.Notez aussi que ǫ′x = 0 et don ax = 0 ∀ a ∈ A′. Don le 'noyeau' AM est'la partie de l'alg�bre qui agit de façon non-triviale sur M et son omplément
A′ la partie qui agit trivialement sur M . Dan nos onsidération on pourraitalors remplaer A par AM et en e�et dans les exemples on a souvent que
AM = A.Nous voulons maintenant établir une onnexion entre les idéaux à droitede AM et les sous-espaes invariants de C sous M :Pour tout idéal à droite R ⊂ AM , R ·M est un sous-espae invariant sousles endomorphismes dans C :pour y = ax ∈ RM, a ∈ R et γ ∈ C,nous avons γy = γax = aγx ∈ RM.En plus, pour tout sous-espae N ⊂M ,

AN,M∗ :=

{∑

i

T (ni, ψi) | ni ∈ N, ψi ∈M∗

}est un idéal à droite de AM

T (ni, ψi) · a = T (ni, ψia) ∈ ANM∗ ∀a ∈ A.Nous supposons maintenant que N soit invariant sous C. Cei est ertai-nement le as pour tous les sous-espaes de la forme R ·M où R ⊂ AM estun idéal à droite.Il est failement véri�able que
ARM,M∗ ⊂ R et AN,M∗ ·M ⊂ N.Le premier pare que

T (Rx, ψ) = R · T (x, ψ) ⊂ Ret le seond pare que pour tout n ∈ N

T (n, ψ)x = (ψ2x)︸ ︷︷ ︸
∈C

n ∈ N (N est invariant sous C).Le théorème suivant réglé la quiestion dans quels as le signe ⊂ peut êtreremplaé par = . 88



Théorème 5.4 Soit A une algèbre semi-simple et M un espae vetoriel quiporte une représentation de A. Soit C := C(A,M) et AM le noyau de A sur
M . � Alors l'appliation R → RM entre les idéaux à droite de AM et lessous-espaes de M qui sont invariants sous C est bijetive.� Tout sous-espae de M invariant sous C est de la forme eM où e ∈ AMest idem-potent, e2 = e.� Le sous-espae eM est irrédutible si et seulement si e est primitif,'est-à-dire l'idéal eAM est minimal.� Deux idéaux R1 = e1AM et R2 = e2AM sont isomorphe sous AM si etseulment si les sous-espaes ejM sont isomorphes sous C.Ii R1 et R2 sont "isomorphes sous A" s'il existe un isomorphisme desalgèbres R1 et R2

ϕ : R1 → R2 ave ϕ(ab) = aϕ(b) ∀a ∈ A, b ∈ R1.De même N1 = e1M et N2 = e2M sont �isomorphes sous C� s'il existe unetransformation linéaire bijetive
γ : N1 → N2 telle que γ(αx) = αγ(x) ∀x ∈ N1, α ∈ C.La preuve de e théorème peut être trouvée dans Curtis & Reiner (p.440)Corollaire 5.1 Soient A et M omme dans le théorème préédent, et e ∈ Aun idem-potent primitif.Alors soit eM = {0}, soit eM est un sous-espae irrédutible sous C.Preuve 56 Nous savons qu'il existe un idem-potent ǫ ∈ AM ave ǫa = aǫpour tout a ∈ AM et ǫy = y pour tout y ∈ M .Soit B := {b ∈ A | bM = 0}.Si b ∈ B ∩ AM ei implique

b = bǫ =
∑

T (bx◦i , ψ
◦
i ) = 0.Mais pour tout a ∈ A, aǫ − ǫa ∈ B ∩ AM don aǫ = ǫa, 'est-à-dire ǫ estun idem-potent entral pour tout A.Pour a ∈ A quelonque nous avons don

a = aǫ︸︷︷︸
a1

+ a(1 − ǫ)︸ ︷︷ ︸
a2

et a1 · a2 = 0.89



Cei est aussi vrai pour un idem-potent primitif e. Mais omme elui-i nepeut pas être déomposé en deux idem-potents orthogonaux soit
e1 = eǫ soit e2 = e(1 − ǫ) est nulle.Dans le premier as l'idéal de droite e · AM = eǫA est nul et don aussi

eM = eǫM est nul, dans le deuxième as e = eǫ don eAM = eǫA = eA = Rest un idéal minimal à droite et eM = eǫM est un sous-espae invariantirrédutible sous C. 2Cette preuve montre aussi que A = B⊕AM est une déomposition de Aen deux idéaux (en g«éral non-minimaux) des deux �tés. En e�et B = A′Nous voulons enore rendre ette réiproité entre AM et C un peu plusexpliite.Soit B ⊂ AM un idéal double simple (pas de sous-idéaux non-triviaux).Il est évident que MB := BM est invariant sous C. Nous allons montrerque MB est irrédutible en tant que sous-espae invariant sous A et C. Soit
N ⊂ MB un sous-espae invariant sous A et C. Comme B est un idéal,il existe une déomposition A = B ⊕ B′ où B′ est aussi un double-idéal et
BB′ = B′B = {0}, nous obtenons N = AN = BN . Soit

B =
⊕

i

eiAune déomposition de B en idéaux à droite minimaux. Alors N =
⊕

i eiN .Comme N 6= {0}, il existe ei ∈ B et x ∈ N ave eix 6= 0. Mais Ceix = eiCx,don eiM est un sous-espae de M qui est invariant sous C, et omme eiMest irrédutible N ⊃ eiM . Utilisons enore que AeiA est un double idéaldans B, et nous trouvons que AeiA = B. Alors
N = AN ⊃ AeiM = AeiAM = BM = MB.Ave N ⊂MB ei montre que N = MB.Nous pouvons alors déomposer MB d'un �té en sous-espaes invariantssous C qui sont d'après le théorème 5.4 de la forme

MB =
⊕

i

eiMoù les ei sont des idempotents primitifs de B tel que
B =

⊕

i

eiA90



est la déomposition de B en idéaux minimaux de droite.De l'autre �té nous pouvons déomposer MB en espaes irrédutiblessous A,
MB =

⊕

j

Mj .Tout Mj est isomorphe à un idéal à gauhe minimal de B (omm espaevetoriel). Cei se voit omme suit : soit L ⊂ B un idéal à gauhe minimalet x ∈ Mi. Alors Lx est un sous-espae invariant dans Mi, Lx ⊂ Mi. Donsoit Lx = {0}, soit Lx = Mi. Mais omme B =
⊕

j Lj et BMi = AMi =
Mi 6= {0} pour un x ∈ Mi (B ontient un idempotent e ⊂ B pour lequel
b = be ∀ b ∈ B et x = ex ∀x ∈Mi, alors BMi = Mi).Nous voulons enore rendre le résultat de ette setion un peu plus onret :SoitM =

⊕
iMi la déomposition de M en sous-espaes irrédutibles sousl'algèbre A (ei est possible si A est semi-simple).Soit Πi la projetion sur Mi ave ΠiΠj = δijΠj.Comme d'habitude Πi(Mj) = δijMj et ∑

i

Πi = I.Pour γ ∈ C(A,M) = C nous posons
γij = Πi · γ · Πjtel que γ = I · γ · I =

∑

ij

γij.Les γij sont des homomorphismes de Mj dans Mi.Quand γ varie dans tout C(A,M), γij varie dans tout C(A,Mj → Mi),pare que toute somme∑ij γij ave γij ∈ C(A,Mj →Mi) est un élément de
C(A,M). La déomposition γ =

∑
ij γij est unique (multipliation de gauheave Πi et de droite ave Πj donne γij = ΠiγΠj).Ii C(A,Mj → Mi) sont les homomorphismes de Mj dans Mi qui om-mutent ave les représentations de A sur Mj et Mi.Pour un produit de deux γ et γ′ les γij et γ′ij se multiplient omme desmatries :

γγ′ =
∑

hk

γhk

(∑

ij

γ′ij

)
=︸︷︷︸

ΠkΠi=δkiΠk=δkiΠkΠk

∑

hj

(∑

k

γhkγ
′
kj

)
.Don (γγ′)hj =

∑

k

γhkγ
′
kj.91



Comme les Mj sont irrédutibles, les γij sont soit des isomorphismes, soitnulles (Lemme de Shur, 3.1).Nous organisons alors les Mi dans des ensembles
(M1 . . .Mn1) , (Mn1+1 . . .Mn2) , et.qui sont isomorphes. Dans une base adaptée à ette organisation, γ possèdeune forme en blos :
γ =




γ11 · · · γ1n1... ...
γn11 · · · γn1n1

0 0

0 . . . 0... . . . 0
0 0 . . .


Nous introduisons des bases isomorphes dans les Mi

M1 : u11 . . . u1r...
Mn1 : un11 . . . un1r

et.La deuxième partie du lemme de Shur implique que par rapport à es bases,
γij = λijI, λij ∈ C.Pour M1 ⊕ · · · ⊕Mn1 nous avons don

(γu)kℓ =
∑

ij

(γiju)kℓ =
∑

ij

λijδkjuiℓ =
∑

i

λikuiℓ.Les olonnes (ukℓ)
n1
k=1 se transforment don toutes de la même façon, indé-pendamment de ℓ sous C.En plus, omme les Mj sont irrédutibles, les lignes se transforment defaçon irrédutible sous A. Et omme toute matrie de la forme



λ11I . . . λ1n1I... ...
λn11I . . . λn1n1I

0 0

0 . . . 0
0 0 . . .


représente un homomorphisme qui appartient à C, C est donné par unesomme des algèbres de matries entières,

C ∼= Cn1×n1 ⊕ · · · ⊕ Cnm×nm .92



Une autre appliation utile de nos résultats est la suivante :Soit M un espae vetoriel qui porte une représentation irrédutible duproduit diret G1 × G2 des deux groupes G1 et G2. Nous supposons que Msoit omplètement rédutible par rapport à G1
∼= G1 × I (par exemple si G1est �ni ou ompat).Comme (g1, 1) · (1, g2) = (1, g2) · (g1, 1) = (g1, g2),le groupe G2

∼= I ×G2 fait partie du entralisateur
C = C(G1,M) ≡ C(A(G1),M).Don G2 laisse invariants les blos de sous-espaes qui se transforment defaçon équivalente sous G1.Si nous introduisons la même base qu'avant pour A = A(G1), touteligne se transforme irrédutiblement et identiquement sous G1 tandis queles olonnes se transforment irrédutiblement et identiquement sous G2 (ilsdoivent se transformer irrédutiblement sinon la représentation de G1 × G2sur M ne serait pas irrédutible). Cei implique que M est isomorphe à unespae de la forme M1 ⊗M2 où Mi porte une représentation irrédutible de

Gi

x → (x1, x2) et (g1, g2) → (g1x1, g2x2).D'autre part, tout M de ette forme est irrédutible sous G1 ×G2.5.4 Les représentations tensorielles de Gl(n,C)et quelques sous-groupesNous revenons alors sur la représentation tensorielle ϕ⊗f de Gl(n,C) sur
V ⊗f où V est un espae vetoriel de dimension n :

A ∈ Gl(n,C), A→ ϕ⊗f(A) : V ⊗f → V ⊗f

v1 ⊗ . . .⊗ vf 7→ ϕ(A)v1 ⊗ . . .⊗ ϕ(A)vf .Comme déjà mentionné au début de e hapitre, ette représentation om-mute ave elle de Sf :
σ : v1 ⊗ . . .⊗ vf 7→ vσ(1) ⊗ . . .⊗ vσ(f) .Cette équation dé�nit une représentation de l'algèbre A(Sf) sur V ⊗f et il estévident que

ϕ⊗f(A) ∈ C(A(Sf), V ⊗f ) =: C ∀A ∈ Gl(n,C).93



Mais nous voulons montrer que même C ≡ F où
F :=

{
m∑

i=1

αiϕ
⊗f(Ai) | αi ∈ C, Ai ∈ Gl(n,C) , m ∈ N

}
⊂ end

(
V ⊗f

)est "l'algèbre enveloppante" (the envelopping algebra) de
{
ϕ⊗f(A) | A ∈ Gl(n,C)

}
⊂ iso (V ⊗f ).Il est évident que F ⊂ C.Pour démontrer que C ≡ F nous montrons que tout fontionel h sur Cqui anulle tout F est nul aussi sur C.Comme le montre l'argument suivant, ei nous su�t :Soit E :=

{
γ ∈ end(V ⊗f); f(F) ≡ 0 ⇒ f(γ) = 0

}
.Evidemment F ⊂ E . Alors F⊥ ⊃ E⊥. Mais pour α ∈ F⊥ 〈γ, α〉 = 0 ∀ γ ∈ F ,don le fontionnel 〈·, α〉 est nul aussi sur E 'est-à-dire α ∈ E⊥. Alors F⊥ ⊂

E⊥, don F⊥⊥ = F ⊃ E⊥⊥ = E . Alors F = E .Soit alors γ ∈ C donné par ses oe�ients γ(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if) dé�nispar
γ(ei1 ⊗ · · · ⊗ eif ) =

∑

j1...jf

γ(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if)ej1 ⊗ · · · ⊗ ejf .Pour que γ ∈ C il faut
γ(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if ) = γ(jσ(1) . . . jσ(f); iσ(1) . . . iσ(f)) ∀σ ∈ Sf . (5.4)Un fontionnel linéaire h sur C est de la forme
γ 7→

∑

j1,...,jf ;i1,...,if

h(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if)γ(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if ) ∈ Coù les oe�ients h(j1, . . . , if ) peuvent être hoisis tels qu'ils satisfont aussila ondition de symétrie (5.4).Nous posons ϕ(A)ei =
n∑

j=1

ejξji.Alors, si h annulle F nous avons
0 =

∑

j1,...,jf ;i1,...,if

h(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if)ξj1i1 · · · ξjf if .94



Appellons les {ξij} {λ1, . . . , λn2} alors h est de la forme
0 = P (λ1, . . . , λn2) =

f∑

ki=0

β(k1, . . . , kn2)λk11 · · ·λkn2

n2où k1 + · · ·+ kn2 = f et
β(k1, . . . , kn2) =

f !

k1! . . . kn2!
h(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if).Ii h(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if) est un des oe�ients où les index ij ave ξij =

λ1 apparaissent k1 fois, et.Soit Q(λ1, . . . , λn2) le polyn�me det(ξij). Comme Q(λ1, . . . , λn2) 6= 0 sur
Gl(n,C) mais Q = 0 sur toutes les matries M 6∈ Gl(n,C), la ondition
P (λ1 . . . λn2) = 0 sur Gl(n,C) est équivalente à P (λ1 . . . λn2)Q(λ1 . . . λn2) ≡ 0sur Cn2 . Comme le polyn�me Q 6≡ 0, ei implique P ≡ 0 sur Cn2 , don tousles h(j1, . . . , jf ; i1, . . . , if) ≡ 0.Nous avons don démontré le théorème suivantThéorème 5.5 Soit V un espae vetoriel omplex de dimension n et ϕ unereprésentation de Gl(n,C) sur V . Alors, la représentation tensorielle ϕ⊗f sur
V ⊗f est omplètement rédutible et les sous-espaes irrédutibles de V ⊗f sontobtenus omme suit : soit e ∈ A(Sf ) un idem-potent primitif (aratérisé parun diagramme de Young D).Alors soit eV ⊗f = {0}, soit eV ⊗f est un sous-espae irrédutible (non-trivial) de ϕ⊗f . Tous les sous-espaes irrédutibles sont de ette forme. Enplus eV ⊗f et e′V ⊗f sont isomorphes si et seulement si eA(Sf) et e′A(Sf)sont des idéaux à droite isomorphes, 'est-à-dire si les diagrammes D et D′ave e = ê(D) et e′ = ê(D′) sont assoiés au même tableau T .(Le hapeau ˆ est dé�ni dans l'éq. (5.5) à la page suivante.)Lemme 5.6 (Nous utilisons la notation du théorème préédent)

F est aussi "l'algèbre enveloppante" (the enveloping algebra) de SU(n),
F(SU(n)).Preuve 57 (du lemme 5.6)Pour U ∈ U(n) nous avons (detU)−1/n · U ∈ SU(n).Don F(SU(n)) = F(U(n)).95



Soit alors U = (ξij) ∈ U(n). Le polyn�me P est dé�nit omme avant, don
P (U) = 0. Pour H une matrie hermitéenne U(t) = exp(itH) est unitaire et
P (exp(itH)) = 0. Alors

0 =
d

dt
P (exp(itH)) = i

∑

ij

Hij
∂P (U(t))

∂ξijpour toute matrie hermitéenne. Mais omme toute matrie (βkj) est la sommed'une matrie hermitéenne plus i fois la somme d'une autre matrie hermi-téenne, il s'ensuit que ∑

ij

∂P

∂ξij
βij ≡ 0pour toute matrie (βij). Cei implique que

∂P

∂ξij
≡ 0,et don P =onstant. Mais P est un polyn�me homogène de degré f ≥ 1.Don il en suit que P = 0. 2Remarque :Il peut quand-même arriver que des représentations inéquivalentes sous

Gl(n,C) deviennent équivalentes sous Sl(n,C), U(n) ou SU(n) (voir exer-ies).Dans la setion 5.2 nous avons détérminé les idem-potents primitifs e, telque A(Sf)e est un idéal à gauhe minimal. Pour les sous-espaes invariants de
V ⊗f sous Gl(n,C)⊗f nous avons besoin des idem-potents ê tels que êA(Sf)est un idéal minimal à droite. Pour les trouver nous onsidérons l'appliationsuivante :

ˆ : A(Sf ) → A(Sf) : a 7→ â

a =
∑

σ∈Sf

α(σ)σ 7→
∑

σ∈Sf

α(σ−1)σ =
∑

σ∈Sf

α(σ)σ−1 = â . (5.5)Il est évident que ˆ̂a = a et âb = b̂â.En plus, si L est un idéal à gauhe (minimal), L̂ est un idéal à droite(minimal).Si e est un idem-potent minimal à gauhe, ê en est un à droite.Soit alors
e(D) =

∑

p∈Σ(D),q∈Ω(D)

δqpq96



un idem-potent minimal à gauhe, don
ê(D) =

∑

p∈Σ(D),q∈Ω(D)

δqqp (δq = δq−1)est un idem-potent minimal à droite.Les sous-espaes invariants de V ⊗f sous Gl(n,C)⊗f sont alors de la forme
ê(D)V ⊗fpour un diagramme de Young donné. Deux espaes ê(D)V ⊗f et ê(D′)V ⊗fportentdes représentations équivalentes si et seulment si les diagrammesD etD′ sontassoiés au même tableau.Exemple :

f = 3

D1 =
1 2
3

, D2 = 1 2 3 , D3 =

1
2
3

Σ1 = {(1, 2) ≡ p1, id} Ω1 = {(1, 3) ≡ q1, id}

ê1 = −q1p1 − q1 + p1 + id (5.6)
= −(1, 2, 3) − (1, 3) + (1, 2) + id

Pour t ∈ V ⊗3

(ê1t)ijk = tijk + tjik − tkji − tkij

ê1V
⊗3 = {les tenseurs qui sont invariants sous "l'opérateur de symétrie" 1

4
ê1}

Σ2 = S3 , Ω2 = {id}

ê2V
⊗3 = {les tenseurs totalement symétriques}

Σ3 = {id} , Ω3 = S3

ê3V
⊗3 = {les tenseurs totalement anti-symétriques}97



5.5 Appliation physique : les termes (L, S) d'unatomeNous onsidérons un atome ompliqué ave f élétrons. Nous voulonslassi�er les états propres de l'hamiltonien
H =

1

2m

f∑

i=1

p2
i −

f∑

i=1

Ze2

ri
+
∑

i<k

e2

rik

rij = |xi − xk| , ri = |xi|.Nous supposons que le ouplage spin-orbit soit négligeable et (L, S) sont alorsdes bons nombres quantiques (les opérateurs L et S ommutent ave H).L'espae de Hilbert du système des f élétrons est la partie anti-symétriquede
L2(R3f) ⊗ (C2)fet le groupe de symétrie est O(3) × Sf . Le sous-espae d'une énergie E �xeest la partie anti-symétrique de

M ⊗ (C2)f , M ⊂ L2(R3f)où M porte une représentation irrédutible de O(3)×Sf s'il (omme nous lesupposons) n'y a pas de dégénérene aidentielle (noter que notre hamilto-nien ne dépend que de l'orbit).Proposition 5.4 M possède une parité dé�nie.Preuve 58 O(3) = SO(3)×{1, P} où P : x → −x est l'opérateur de parité.D'après e que nous avons dit, nous pouvons hoisir une base sur M quenous érivons en forme de blos tels que haque ligne se transforme irrédu-tiblement sous SO(3) ⊗ Sf et haque olonne se transforme irrédutiblementsous {1, P}. Mais M est irrédutible, don il ne peut y avoir qu'un seul bloet {1, P} est abelien don e blo ne peut avoir qu'une seule ligne. 2Alors M porte aussi une représentation irrédutible de SO(3)⊗Sf . Nouspouvons don introduire une base de la forme
M = M(∆, L) :

ϕL−L,1 ϕL−L+1,1 . . . ϕLL,1

ϕL−L,2
...... ...

ϕL−L,r ϕL−L+1,r . . . ϕLL,r98



telle que toute ligne se transforme ave la représentation D(L) de SO(3) ettoute olonne se transforme ave la représentation ∆ de Sf qui est supposéeavoir la dimension r (la représentation ∆ provient d'un tableau T donné).Considérons alors (C2)f . D'abord, aussi longtemps que nous ne onsidé-rons qu'un type de partiules nous pouvons hoisir la parité= 1 (d'après lelemme de Shur la parité est ±1, mais une phase générique est arbitraire).La rédution de (C2)f par rapport à SU(2) ⊗ Sf donne
(C2)⊗f =

⊕

(∆′,S)

N(∆′, S).Dans N(∆′, S) nous introduisons une base analogue à elle de M(∆, L).Remarques :1. Le tableau de Young qui orrespond à ∆′ ne peut ontenir que deuxlignes pare que la dimension de C2 est 2 et une représentation de Sfsur (C2)⊗f ne peut don pas être antisymétrique pour plus que deuxéléments.2. D'apres nos développements préédents, ∆′ est uniquement déterminépar S. Par onstrution nous avons réuni dans un blo tous les repré-sentations de SU(2) qui sont isomorphes et toutes les représentationsisomorphes de Sf .Nous avons don une déomposition de la forme
M(∆, L) ⊗ (C2)⊗f =

⊕

S

M(∆, L) ⊗N(∆′, S).Nous herhons la partie antisymétrique de et espae.Dans l'appendie nous montrons que la représentation antisymétrique estontinue dans ∆ ⊗ ∆′ si et seulement si ∆′ est le tableau de Young obtenude ∆ par éhange de lignes et de olonnes, et dans e as seulement une fois.Nous désignons ette représentation par ∆̃ ; évidemment ˜̃∆ = ∆.
∆ ∆̃
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Jusque là nous avons vu que (sans dégénérene aidentielle) une valeurd'énergie possède une parité dé�nie, un L dé�ni et un S dé�ni. En plus,la lasse de symétrie de l'orbite, ∆ détermine un unique ∆′ = ∆̃ qui luidetermine le spin. Don la symétrie de l'orbite �xe le spin !Et ∆ (lasse de symétrie de l'orbite) ne peut pas avoir plus que deuxolonnes (deux élétrons équivalents). Cei est l'e�et du prinipe de Pauli :
antisym

(
M(∆, L) ⊗ C2f

)
⊂M(∆, L) ⊗N(∆̃, S) .Dans l'appendie nous dérivons aussi que les éléments de matrie de ∆̃ sontliés à deux de ∆ par ∆̃kk′(σ) = δσ∆̄kk′(σ). Pour une base ϕLmL,k

de M(∆, L)et une base uSmS ,k
de N(∆̃, S) nous montrons alors que les éléments

Φ(L,S)
mL,mS

:=
1√
r

r∑

k=1

ϕLmL,k
⊗ uSmS ,k

(5.7)
r = dim∆ , −L ≤ mL ≤ L , −S ≤ mS ≤ Sporte la représentation totalement antisymétrique de Sf . Ils se transformentsous une permutation σ ∈ Sf omme

Φ(L,S)
mL,mS

σ7→ 1√
r

∑

k

∑

k′k′′

∆kk′(σ)ϕLmLk′
⊗ δσ∆̄kk′′(σ) · uSmS ,k′′

= δσΦ
(L,S)
mLmS

,la dernière égalité vient du fait que ∆ est unitaire et alors ∑k ∆kk′∆̄kk′′ =
δk′k′′ .Alors les veteurs Φ

(L,S)
mL,mS donnés dans (5.7) forment une base de la partieantisymétrique de M(∆, L) ⊗N(∆̃, S).Cei nous a montré qu'on peut obtenir ∆̃ et S à partir des (∆, L) don-nés. Maintenant nous voulons determiner les (∆, L) possible pour un atomedonné. Pour obtenir toutes les valeurs (L, S) d'un atome ompliqué nousommençons ave l'hamiltonien
Ho =

1

2m

f∑

i=1

p2
i +

f∑

i=1

V (ri)où V (ri) est le potentiel de Coulomb du noyau qui prend en ompte la ré-pulsion des autres élétrons par une approximation "mean�eld" à symétriesphérique. 100



On peut montrer que les di�érentes ouhes peuvent être traitées indé-pendamment.Nous onsidérons alors une ouhe à f élétrons et nous voulons détérmi-ner ses valeurs (L, S).Nous allons résoudre e problème ave nos outils de la théorie de groupes.On peut aussi le résoudre de façon plus élémentaire, mais le travail à e�etueraugmente très rapidement ave le nombre f d'élétrons.Nous onsidérons une ouhe ave base ϕℓm (i.e. haque életron porte lareprésenation D(ℓ) sous rotations de l'orbite, ou haque életron a momentinétique orbital ℓ). Soit V l'espae linéaire engendré par ette base, (−ℓ ≤
m ≤ ℓ). Pour détérminer les valeurs (L, S) de f élétrons dans ette ouhe,nous devons réduire V ⊗f par rapport à la représentation de SO(3)×Sf . Noussavons que seul sont admis des représentations de Sf qui ne ontiennent pasplus que 2 lignes (prinipe de Pauli).Comme l'ation de SO(3) sur V ⊗f ommute ave elle de Sf , SO(3) faitpartie du entralisateur :

SO(3) ⊂ C = C(Sf , V ⊗f).Du lemme 5.6 nous savons que C est générée par SU(2ℓ+ 1).Supposons une déomposition de V ⊗f en blos de représentations irré-dutibles de Sf et de C. Chaque blo orrespond à un tableau de Young T .Le spin, (C2)⊗f se transforme ave le tableau assoié T̃ . Les valeurs possiblesde L sont obtenus en réduisant la représentation tensorielle de SU(2ℓ + 1)par rapport à SO(3).L'immersion SO(3) ⊂ SU(2ℓ+ 1) est telle que les veteurs de base ϕℓm setransforment ave R ∈ SO(3) ⇒

ϕℓm
R7→ ϕ′ℓ

m =
∑

m′

Dℓ
mm′(R)ϕℓm′

(La matrie Dℓ(R) ∈ SU(2ℓ+ 1)
)
.Avant une disussion systématique nous allons présenter un exemple :Exemple :Nous onsidérons trois élétrons p ('est-à-dire ℓ = 1). Les seuls tableauxadmis sont (ave max. deux olonnes) :

T = ,
( n'est pas admis)Don 101



T̃ = ,D'après la formule de la dimension (voir théorème 5.6) les dimensions res-petives orrespondantes aux représentations de SU(2) sur ê(T̃ )(C2)⊗3 sont
dim

(
ê( )C6

)
= h1 = f1 + 1 = 4 (5.8)

dim
(
ê
( )

C6
)

=
h1 − h2

2 − 1
= f1 + 1 − f2 = 2 (5.9)Ce qui orrespond à S = 3

2
et S = 1

2
.Maintenant nous allons détérminer les représentations de SO(3) ⊂ SU(3).La dimension de est 1, e qui orrespond à L = 0. La dimension de lareprésentations de SU(3) orrespondante à est 3 (voir théorème 5.6), done tableau orrespond à L = 1. En plus orrespond à la représentationfondamentale de SU(3), sa dimension est aussi 3 don L = 1. Mais (voirappendie)

⊗ = ⊕ (5.10)
D(1) ⊗D(1) = D(2) ⊕D(1) ⊕D(0) . (5.11)Comme L = 0 orrespond à , L = 1, 2 orrepondent à . Cettereprésentations irrédutible de SU(3) se réduit alors sur SO(3) ⊂ SU(3).La notation usuelle de ls spetrosopie est 2S+1X(L) oùX(0) = S,X(1) =

P , X(2) = D, X(3) = F , X(4) = G et. nous obtenons alors les valeurssuivantes pour 3 életrons p :
4S , 2P , 2D . (5.12)5.6 La déomposition d'une représentation ten-sorielle de SU(2ℓ + 1) en représentations ir-redutibles de SO(3)Pour dériver le 'branhing' de SO(3) dans SU(2ℓ + 1) nous avons besoinde la formule suivante pour le aratère d'une représentation tensorielle de

SU(2ℓ+ 1) : 102



Théorème 5.6 Nous onsidérons la représentation tensorielle de SU(2ℓ+1)orrespondante au tableau de Young T = [f1, . . . fm] sur V ⊗f ave dimV =
2ℓ + 1 et ∑m

i=1 fi = f , fi ≥ fi+1, m < 2ℓ + 1. Cette dernière inégalité peutêtre requise pare que une olonne de longueur 2ℓ+ 1 orrepond à un fateur
detA dans la représentation qui est 1 sur SU(2ℓ+ 1).Pour une lasse donnée par la matrie diagonale

A =




ǫ1 . . .
ǫ2ℓ+1


 , ǫi ∈ U(1) (5.13)le aratère χT (ǫ1, . . . ǫ2ℓ+1) a la forme suivante : posons

hi = fi + 2ℓ+ 1 − i ∀ 1 ≤ i ≤ 2ℓ+ 1(nous dé�nissons fi = 0 si i > m, don h2ℓ+1 = 0). Soient ǫ = (ǫ1, . . . , ǫ2ℓ+1)et
∣∣ǫ2ℓ, . . . , ǫ, 1

∣∣ := det




ǫ2ℓ1 ǫ2ℓ−1
1 · · · ǫ1 1

ǫ2ℓ2 · · · ǫ2 1... ... ...
ǫ2ℓ2ℓ+1 · · · ǫ2ℓ+1 1


 (5.14)

∣∣ǫh1, . . . , ǫh2ℓ+1
∣∣ := det




ǫh1
1 · · · ǫ

h2ℓ+1

1... ...
ǫh1
2ℓ+1 · · · ǫ

h2ℓ+1

2ℓ+1


 (5.15)Le aratère χT de le représentation tensorielle de SU(2ℓ+1) qui orrespondau tableau T est alors donné par

χT (ǫ1, . . . ǫ2ℓ+1) =

∣∣ǫh1 , . . . , ǫh2ℓ+1
∣∣

|ǫ2ℓ, . . . , ǫ, 1| (5.16)La dimension N [f1, . . . , fm] de la représentations de SU(2ℓ + 1) orrespon-dante au tableau T = [f1, . . . , fm] est
N [f1, . . . , fm] =

∏

i<k

(hi − hk)

∏

i<k

(k − i)
, ave hi = fi + 2ℓ+ 1 − i . (5.17)Nous donnons la preuve de e théorème dans l'appendie.Les χT (ǫ1, . . . ǫ2ℓ+1) forment des polyn�mes homogèns et symétriques de degré103



f . Ils sont appellés polyn�mes de Shur et joue un r�le important aussi dansd'autres domaine des mathématiques et de la physique.Nous onsidérons f életrons dans la ouhe ℓ Soit maintenant χT (ǫ−ℓ, . . . , ǫℓ)le aratère de la représentations de SU(2ℓ + 1) orrespondante au tableau
T = [f1, . . . , fm]. Sur le sous-groupe SO(3), D(ℓ)(R) est diagonal si R est unerotations d'un angle ϕ autours de l'axe ez. Dans e as il est de la forme

D(ℓ)(R(ez, ϕ)) =




ǫ−ℓ 0. . .
0 ǫℓ


 ≡ D(ℓ)(ǫ) , ǫ = exp(iϕ) . (5.18)Le aratère de D(ℓ)(ǫ) est

Y (ǫ) = χT (ǫ−ℓ, . . . , ǫℓ) . (5.19)Le aratère de la représentations irredutible D(L) de SO(3) est
χ(L)(ǫ) =

L∑

m=−L

ǫm =
ǫL+1 − ǫ−L

ǫ− 1
, ǫ 6= 1 . (5.20)L'expansion de Y en aratère primitifs est de la forme

Y (ǫ) =
∑

L

aLχ
(L)(ǫ) , (ǫ− 1)Y (ǫ) =

∑

L

aL(ǫ
L+1 − ǫ−L) (5.21)où aL est la multipliité de D(L) dans la représentation donnée par T . Si nousérivons

Y (ǫ) =
∑

m

bmǫ
m (5.22)et nous omparons les oe�ients ave (5.21) nous trouvons

aL = bL − bL+1 = b−L − b−(L+1) .Nous appliquons ette méthode d'abord à la représentation T = qui a
h1 = f1 + 2ℓ+ 1− 1 = 2ℓ+ 2, hi = 2ℓ+ 1− i ∀ i > 1. Ave la formule (5.16)ei donne

χT (ǫ1, . . . , ǫ2ℓ+1) =
∑

i≤j

ǫiǫj . (5.23)Ce résultat est obtenu en developpant les determinants dans (5.16) d'aprèsla première olonne qui est la seule qui est di�érente pour les deux matries.Pour Y ei donne
Y (ǫ) =

∑

−ℓ≤m1≤m2≤ℓ

ǫm1+m2 . (5.24)104



De ei on onlut aisément
L = 2ℓ , 2ℓ− 2 , . . . , 0 .Pour T = on obtient de la même façon

χT (ǫ1, . . . , ǫ2ℓ+1) =
∑

i<j

ǫiǫj , (5.25)e qui donne
L = 2ℓ− 1 , 2ℓ− 3 , . . . , 1 .Pour T = ...r le aratère est

χT (ǫ1, . . . , ǫ2ℓ+1) =
∑

i1<i2<···<ir

ǫi1 · · · ǫir . (5.26)La valeur maximal de L est alors Lmax = ℓ + (ℓ − 1) + · · · + (ℓ − r + 1) =

rℓ − r(r−1)
2

= r
2
(2ℓ + 1 − r) ave multipliité 1. Les formules générales sontompliquées mais dans des as simples, les valeurs possibles pour L sont assezfailes à aluler. La dimension de

T = ...r est dimD(T ) = χT (1) =

(
2ℓ+ 1
r

)
,e qui est parfois utile a savoir.Exemple : Trois életrons d (ℓ = 2).Comme nous avons déja vu, les tableaux admis pour 3 életrons sont

T1 = et T2 = ave T̃1 = et T̃2 = T2 .Les représentations de SU(2) sur C6 orrespondant à T̃1 et T̃2 sont S = 3/2et S = 1/2 respetivement (voir exemple prédedant, éqs. (5.8,5.9).)Pour trouver le 'branhing' SU(2ℓ + 1) = SU(5) ⊃ SO(3), nous utilisonsque la valuer maximal pour T1 est Lmax = 3
2
(5 − 3) = 3 ave dimension 7.Comme la dimension de T1 est 10 et L = 0 n'apparait pas, la seule autrevaleur possible est L = 1. Nous utilisons enore (voir appendie) que

⊗ = ⊕ . (5.27)105



La dimension de est 10 ave L = 2ℓ − 1 = 3 et L = 1. est lareprésentation fondamentale à dimension 5, et L = 2. Don ⊕ontient
(
D(3) ⊕D(1)

)
⊗D(2) = D(5) ⊕D(4) ⊕ 2D(3) ⊕ 2D(2) ⊕ 2D(1) .Ave le résultat pour ei donne pour

L = 5 , 4 , 3 , (2)2 , 1 .Finalement, les termes (L, S) des trois életrons d sont
2P ,

(
2D
)2
, 2F , 2G , 2H , 4P , 4F .Cei sont les représentations de SO(3)orbit ×SU(2)spin que trois életrons

d i.e. ave ℓ = 2 peuvent porter. Pour trouver laquelle de es représentationsorrespond à l'état fondamental une étude plus approfondie qui pend enompte l'intégrations entre les életrons est néessaire.5.7 AppendiesDans les deux setions 5.7.1 et 5.7.2 nous présentons la preuve du théo-rème 5.6.5.7.1 Les aratères irrédutibles pour U(n) et SfComme les matries de U(n) peuvent être diagonalisées, toute lasse
{ASA−1 | A ∈ U(n)} d'un élément S ∈ U(n) ontient une matrie diagonale

B =




ǫ1 . . .
ǫn


 ǫj = eiβj ∈ U(1), βj ∈ R.Les valeurs ǫ1 . . . ǫn sont les valeurs propres de la matrie B. Ceux-i sontinvariantes sous onjugaison et alors déterminées uniquement. Mais toutematrie qui est obtenue de B par une pérmutation des valeurs (ǫ1 . . . ǫn) estdans la même lasse. Soit

D = U(1) × . . .× U(1)︸ ︷︷ ︸
n

.106



Tout élément de U(n) est onjugé à un élément de D et une pérmutation des
ǫj est dans la même lasse.Le aratère χ(ǫ1 . . . ǫn) est alors une fontion symétrique sur D. Comme
D = U(1) × . . . × U(1) est ommutative, la représentation de U(n) sur unespae vetoriel V se déompose en des représentations unidimensionelles de
D. Soit (vk)

n
k=1 une base adaptée à ette déomposition.Pour A = diag(eiα1 , . . . , eiαn) ∈ D et B = diag(eiβ1 , . . . , eiβn) ∈ D nousavons don

Avk = fk(α1, . . . , αn)vk

Bvk = fk(β1, . . . , βn)vkEt ABvk = fk(α1, . . . , αn)fk(β1, . . . , βn)vk

= fk(α1 + β1, . . . , αn + βn)vk.Comme la représentation peut être hoisie unitaire |fk| = 1. fk est un a-ratère primitif de U(1) × · · · × U(1).Nous supposons que la représentation de U(n) soit ontinue, alors fk estontinue.Lemme 5.7 Soient A1, . . . , An des groupes abeliens (topologiques). Alorstout aratère primitif de A1 × · · · ×An est de la forme
χ : A1 × · · · ×An → C : (x1 . . . xn) → χ1(x1) · χ2(x2) · · ·χn(xn)où χi est un aratère primitif de Ai.Preuve 59 Si χi est un aratère primitif de Ai, χ = χ1 · · ·χn est évidem-ment un aratère primitif de A1 × · · · ×An.En plus, si ei est l'identité sur Ai et χ est un aratère primitif de A1 ×

. . .× An,
χi(xi) := χ(e1, . . . , ei−1, xi, ei+1, . . . , en)est un aratère primitif de Ai et χ(x1, . . . , xn) = χ1(x1) · · ·χn(xn). 2Les aratères primitifs de U(1) sont

χ(α) = eihα , h ∈ Z.Alors fk(α1 . . . αn) est de la forme
fk(α1 . . . αn) = exp

(
i

n∑

m=1

h(k)
m αm

)
=

n∏

m=1

(ǫm)h
(k)
m , ǫm = exp(iαm) .107



Ave
χ(ǫ1 . . . ǫn) =

∑

k

fk(ǫ1 . . . ǫn)il s'ensuit que χ est un polyn�me dans les ǫj ave des oe�ients intégrauxet positifs.Pour ontinuer nous avons besoin de la mesure de Haar sur U(n). Pourles fontions f sur les lasses on trouve ([12℄ Weyl, �Classial Groups�)
∫

U(n)

f(ǫ1 . . . ǫn) = C

∫ 2π

o

dnα|∆|2f(α1 . . . αn) , ǫi = exp(iαi)

∆ =
∏

i<k

(ǫi − ǫk) = det




ǫn−1
1 , . . . , ǫ1, 1
ǫn−1
2 , . . . , ǫ2, 1
ǫn−1
n , . . . , ǫn, 1


 =: |ǫn−1, . . . , ǫ, 1|est le déterminant de Vandermonde et le fateur C est �xé par la normalisa-tion

1 = C

∫
dnα|∆|2.L'expansion du déterminant donne

∆ =
∑

σ∈Sn

δσexp[i((n− 1)ασ(1) + (n− 2)ασ(2) + . . .+ 0 · ασ(n))].Soit Ph1...hn
le polyn�me antisymétrique en (ǫ1, . . . ǫn) donné par

Ph1...hn
=
∑

σ∈Sn

δσe
i

P

hkασ(k) , h1 > h2 > . . . > hn, hi ∈ Z.Alors
∫

[0,2π]n
dnαP̄h1...hn

Ph′1...h′n =

{
n![2π]n sihk = h′k ∀k = 1, . . . , n

0 sinonEn partiulier, omme ∆ est un tel polyn�me, nous obtenons C = 1
n!(2π)n .Pour χ irrédutible (primitif) nous avons don

[n!(2π)n]−1

∫
dnα∆ · χ · ∆ · χ = 1.Nous posons Γ = ∆ · χ.

Γ est un polyn�me antisymétrique ave des oe�ients intégraux. Il pos-sède don la forme suivante :
Γ =

∑

(h)

αh1...hn
Ph1...hn

, αh1...hn
∈ Z108



et ∑

(h)

|αh1...hn
|2 = 1.C'est-à-dire Γ = ±Ph1...hn

pour ertains h1 < . . . < hn, hi ∈ Z.Nous voulons montrer que le signe − est exlu. Pour ei nous allonsonsidérer le terme "superieur" du polyn�me Γ. Un terme ǫk11 · · · ǫkn
n est appelé"supérieur" à ǫk′11 · · · ǫk′nn si le premier ki qui di�ère de k′i est plus élevé queelui-i.Le terme supérieur de ±Ph1...hn

est ±ǫh1
1 · · · ǫhn

n .Le terme supérieur de ∆ est ǫn−1
1 · · · ǫ0n et χ n'a que des oe�ients positifs.Don le terme supérieur de Γ a un oe�ient positif (en e�et +1) e qui exlutle signe −, Γ = Ph1...hn

. Nous avons alors
χh1...hn

(ǫ1, . . . , ǫn) = ∆−1Ph1...hn
(ǫ1, . . . , ǫn)

=
|ǫh1, . . . , ǫhn|
|ǫn−1, . . . , ǫ, 1| , h1 > h2 > · · · > hn , hi ∈ Z.Cei donne tous les aratères irrédutibles de U(n).Nous voulons maintenant trouver la représentation irrédutible, 'est-à-dire le tableau de Young qui orrespond à un aratère χh1...hn

donné.Comme pour (h1 . . . hn) 6= (h′1 . . . h
′
n) les aratères χh1...hn

et χh′1...h′n sontdes fontions orthogonaux sur les lasses, ils orrespondent à des représenta-tions inéquivalentes, 'est-à-dire des tableaux di�érents.Nous onsidérons un tableau T = [f1 . . . fn] donné (les tableaux ave plusde n lignes orrespondent à la représentation A 7→ 0), f1 ≥ f2 ≥ . . . ≥ fn ≥ 0.
e(T )V ⊗f , f = f1 + f2 + . . .+ fnest générée par les veteurs

e(T )(ei1 ⊗ . . .⊗ eif ) , ij ∈ {1, 2, . . . , n}qui ne ontient pas plus que fi fateurs identiques sinon
Q =

∑

q∈Ω(T )

δqqdonne zéro sur (ei1 ⊗ . . .⊗ ein).D'autre part, pour
x0 = (e1 ⊗ . . .⊗ e1)︸ ︷︷ ︸

f1

⊗ (e2 ⊗ . . .⊗ e2)︸ ︷︷ ︸
f2

⊗ . . .109



nous avons vu (dans les exeries) que e(T )x0 6= 0.Le terme supérieur de Γ = ∆ · χ sur e(T )V f est alors
ǫf11 ǫ

f2
2 · · · ǫfn

net don
h1 = f1 + n− 1 , h2 = f2 + n− 2, . . . hn = fn.De ette façon nous n'obtenons que les suites

h1 > h2 > . . . > hn ave hn ≥ 0 .Si nous multiplions la représentation tensorielle donnée par le tableau T =
[f1, . . . , fn] par (detA)−k, A ∈ U(n), k ∈ N nous obtenons χh′1...h′n où les h′isont données par h′i = hi − k.Les représentations irrédutibles inéquivalentes sont alors données par

A→ (det(A))−kA⊗fsur les espaes e(T )V ⊗f .Elles sont alors aratérisées par un nombre non négatif k et un tableaude Young T ave au maximum n− 1 ligne pare que la représentation A →
A([f1, . . . , fn]) est isomorphe à

A→ (detA)fnA([f1 − fn, . . . , fn−1 − fn, 0]) (exerie !)Les représentations tensorielles de SU(n) sont alors données par
A→ A([f1, . . . , fn−1]).Elles sont don aratérisées par n− 1 nombres f1 ≥ f2 ≥ . . . ≥ fn−1 ≥ 0.A partir de la formule pour les aratères il est évident que les di�érentstableaux [f1 . . . fn−1] 6= [f ′

1 . . . f
′
n−1] engendrent des représentations inéquiva-lentes. Les lasses de SU(n) sont données par eux de U(n) ave la onditionaditionelle α1 + · · · + αn = 0, don αn = −(α1 + · · · + αn−1), n'est pas unevariable indépendante (ǫj = eiαj ).5.7.2 Formule pour la dimensionLa dimension de la représentation orrespondant au aratère χh1...hn

estsimplement χh1...hn
(I). Mais si nous prenons notre formule

χh1...hn
=

|ǫh1 · · · ǫhn |
|ǫn−1, ǫn−2, . . . , 1| .110



Cei nous donne χ(I) = 0/0.Nous adoptons don la proédure limite suivante : omme avant nousposons ǫj = eiαj et α1 = (n − 1)α, α2 = (n − 2)α,. . . ,αn = 0, et prenonsensuite la limite α→ 0.Don ǫj − ǫk ∼= iα(k − j) et eihkα − eihjα ∼= i(hk − hj)αtel que |ǫh1, . . . , ǫhn | ∼= Π

i < k
(hi − hk)αet |ǫn−1, . . . , ǫ, 1| ∼= Π

i < k
(k − i)α.Le rapport devient don

N [h1 · · ·hn] = lim
α→0

|ǫh1 · · · ǫhn |
|ǫh−1, . . . , ǫ, 1| =

∏
i<k(hi − hk)∏
i<k(k − i)

. (5.28)Cei est la dimension de la représentation orrespondant au tableau T =
[f1 . . . fn] ave hi = fi + n− i.Exerie :Montrer que N [h1 + h, · · · , hn + h] = N [h1 · · ·hn].La formule (5.28) pour N [h1 · · ·hn] omplète la preuve du théorème 5.6.5.7.3 La représentation assoiéeSoit G un groupe �ni et M , M ′ deux représentations irrédutibles sur Vet V ′ ave aratères χ et χ′.Nous onsidérons la déomposition

M ⊗M ′ = ⊕imiNi sur V ⊗ V ′en représentations irrédutibles Ni ave aratères χi et multipliités mi.D'après nos résultats du hapitre 3 les multipliités mi sont données par
mi =

1

nG

∑

g∈G

χ̄i(g) · χ(g) · χ′(g)où nG est l'ordre du groupe G.Nous nous intéressons au groupe Sf .La représentation antisymétrique est dé�nie par
(−) : Sf :→ {1,−1} : σ → δσ.Elle est unidimensionelle ave aratère

χ(−)(σ) = δσ.111



Elle est générée par l'idem-potent u(−) = γ−1e(−) ave
e(−) =

∑

σ∈Sf

δσσ assoié au tableau T (−) = ...  f asesLa multipliité de la représentation assoiée à T (−) dans M ⊗M ′ est alors
m(−) =

1

f !

∑

σ∈Sf

δσχ(σ)χ′(σ) (5.29)Dé�nition 5.4 Soit ∆ une représentation de Sf . La représentation assoiéeest dé�nie par
∆̃ : Sf → Aut(V ) : σ 7→ δσ∆(σ) . (5.30)

∆(σ) denomme la matrie omplexe onjugée de ∆(σ).Proposition 5.5� Si ∆ est irrédutible ∆̃ l'est aussi.� Soit ∆′ aussi une représentation de Sf . Si ∆ et ∆′ sont irrédutible, ladéomposition du produit tensoriel de ∆ et ∆′ ontient la représentationanitisymétrique une fois si ∆′ = ∆̃ et pas du tout, sinon. C'est-à-direnous avons
m(−) =

{
1 si ∆′ = ∆̃ (χ′ = χ̃)
0 sinon. (5.31)Preuve 60 Le premier point est évident pare que |χ̃(σ)|2 = |χ(σ)|2 don

1

f !

∑

σ

|χ̃(σ)|2 = 1 si et seulement si 1

f !

∑

σ

|χ(σ)|2Pour le deuxième point nous utilisons la formule
m(−) =

1

f !

∑

σ∈Sf

δσχ(σ)χ′(σ) =
1

f !

∑

σ∈Sf

χ̃(σ)χ′(σ) =

{
1 si χ′ = χ̃
0 sinon.

2Proposition 5.6 Soit T le tableau qui orrespond à la représentation ∆.Alors le tableau T̃ qui orrespond à ∆̃ est obtenu de T par éhange des ligneset des olonnes. 112



Preuve 61 Nous réalisons ∆ omme représentation sur l'idéal à gauhe L =
A(Sf)e(T ) ;

∆(σ)a = σ · a ∀ a ∈ L .Nous déomposons
e(T ) =

∑

τ∈Sf

eττ , eτ ∈ C .Nous onsidérons la projetion pour un σ ∈ Sf

A(Sf) → L : x 7→ σxe(T ) . (5.32)Dans L ei est simplement la multipliation à gauhe ave σ. Nous hoisis-sons une base de A(Sf) telle que les premier m = dimL éléments fournissentune base de L. Dans ette base les dernières f !−m lignes de la matrie or-respondante à x 7→ σxe(T ) sont zéro et sa trae est simplement χT (σ). Plusdétaillé, l'appliation (5.32) s'érit
x =

∑

τ∈Sf

xττ 7→
∑

τ,ρ∈Sf

xτeρστρ =
∑

τ,α∈Sf

xτeτ−1σ−1αα .Don
(xτ ) 7→ (yα) ave yα =

∑

τ∈Sf

xτeτ−1σ−1α .Le aratère χT (σ) est don
χT (σ) =

∑

τ

eτ−1στ .L'élément e(T ) est de la forme
e(T ) =

∑

p∈Σ(T ),q∈Ω(T )

δqpq.Don χT (σ) est réel.Soit T̃ le tableau obtenu de T par éhanges des lignes et des olonnes. Sonidem-potent est alors donné par
ẽ =

∑

p∈Σ(T ),q∈Ω(T )

δpqp =
∑

δpq
−1p−1 =

∑
δp(pq)

−1.En posant
ẽ =

∑

τ∈Sf

ẽττ113



nous obtenons don
ẽτ = δτeτ−1 , δτ = δpδq.Le aratère χT̃ de la représentation orrespondant à T̃ est alors

χT̃ (σ) =
∑

τ

ẽτ−1στ =
∑

τ

δτ−1στeτ−1σ−1τ

=
∑

τ

δσeτ−1σ−1τ = δσχT (σ−1).Mais les éléments σ et σ−1 appartiennent à la même lasse dans Sf (leursyles ont la même longueur) don χT̃ (σ) = δσχT (σ) = δσχT (σ) = χ̃T (σ). 25.7.4 Rédution du produit tensoriel de deux représen-tations de SU(n)Nous allons �nir ette partie sur les tableaux de Young en donnant unereette pour la rédution du produit tensoriel de deux représentations irré-dutibles de SU(n) (la dérivation de e résultat est donné dans Robinson,"Representation theory of the symetri group").Reette :Soit ∆ la représentation irrédutible de SU(n) orrespondant au tableau
T et ∆′ elle orrespndant au tableau T ′. Les tableaux T1, T2, . . . , Tm orres-pondent aux représentations ∆1,∆2, . . . ,∆m qui apparaissent dans la somme

∆ ⊗ ∆′ = ∆1 ⊕ ∆2 ⊕ . . .⊕ ∆msont obtenus de la façon suivante :� On dessine d'abord le tableau T . On attribue ensuite la lettre a à toutesles ases de la première ligne de T ′, la lettre b à toutes les ases de ladeuxième ligne de T ′, et ainsi de suite.� On ajoute alors tous les ases "a" au tableau T telle qu'auune ase
a n'apparaît dans la même olonne et que le tableau obtenu est untableau de Young.� On proède de la même façon ave les ases b, c, et.Finalement, le tableau obtenu est admissible si et seul si en lisant la sériedes a, b, c de droite à gauhe et de haut en bas la série obtenue n'a auunen point plus de "b" que de "a" ou plus de "c" que de "b", et.Par exemple, aabacbbacc est admissible mais aabacc n'est pas admis.Exemple pour SU(3) :
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· ·
·

a a
bPour ajouter les "a" nous avons les 4 possibilités suivantes :

· · a
· a︸ ︷︷ ︸

i)

· · a a
·︸ ︷︷ ︸

ii)

· · a
·
a︸ ︷︷ ︸

iii)

· ·
· a
a︸ ︷︷ ︸
iv)De i) nous obtenons en ajoutant b

· · a
· a b

· · a
· a
b

(
· · a b
· a

n'est pas admis)De ii) nous obtenons
· · a a
· b

· · a a
·
b

(
· · a a b
· n'est pas admis)De iii) nous obtenons

· · a
· b
aDe iv) nous obtenons
· ·
· a
a bIi nous avons déjà utilisé le fait que tous les tableaux ave plus que troislignes donnent zéro sur SU(3). Nous utilisons enore le fait qu'une olonne de115



trois ases donne detA ≡ 1 sur SU(3), don es olonnes peuvent être bi�ées.Le dernier diagramme orrespond alors à la représentation 1 : A → 1. Entotal nous avons
⊗ = ⊕ ⊕ ⊕ 2 ⊕ I .Exerie :Retrouver la série de Clebsh-Gordon pour SU(2) :

· · · ⊗ · · · = · · · ⊕ · · · ⊕ · · · · · ·

n m |n−m| |n−m| + 1 · · · n +m� Pour U(n) une formule de déomposition similaire existe.� Pour Gl(n) et Sl(n) les tableaux de Young ne donnent pas toutes lesreprésentations à dimensions �nis (pour SL(2C) voir ours de Méa-nique Quantique II), en plus les représentations tensorielles ne sontpas unitaires (es groupes ne sont pas ompats et n'ont don pas dereprésentations unitaires à dimension �nie).5.7.5 Partitions(En anglais)It is not simple to determine the number of Young tableaux or, equivalently,lasses of a given permutation group Sn. This agrees with the number of waysto deompose n into (positive) integer summands without regard to order,whih is alled the number of (unrestrited) partitions of n and denoted by
p(n) (Mathematia denotes it PartitionsP[n℄).E.g. for n = 5 we have

5 =





5
4 + 1
3 + 2
3 + 1 + 1
2 + 2 + 1
2 + 1 + 1 + 1
1 + 1 + 1 + 1 + 1 .

(5.33)
Hene p(5) = 7. (Chek also that p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5,
p(6) = 11, p(7) = 15, p(8) = (22) and p(9) = 30.)Euler has shown (see e.g. Hardy&Wright [3℄) that p(n) has the generating116



funtion
∞∏

ℓ=1

1

(1 − xℓ)
=

∞∑

n=0

p(n)xn =

(
∞∑

k=−∞

(−1)kx
3k2+k

2

)−1

, (5.34)where we set p(0) = 1.There exists also an awkward way to write p(n) in losed form.From (5.34) one an derive the reurrene relation
p(n) =

∑

1≤ 3k2±k
2

≤n

(−1)k−1p

(
n− 3k2 ± k

2

)
. (5.35)Chek it out !For large n

p(n) ∼ 1

4
√

3n
exp

(
π
√

2/3
√
n
)
.Compare to Stirling's formula, n! ∼

√
2π exp (n(ln(n) − 1)) /

√
n whih givesthe number of elements in Sn. These grow muh faster than the number oflasses.
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Chapitre 6Symétries en méaniquequantiqueSoit G un groupe de symétries d'un système physique lassique, parexemple le groupe des rotations, des translations, des transformations deLorentz ou le groupe de Poinaré (le produit semi-diret des translations,
R4, et les transformations de Lorentz).Soit H l'espae de Hilbert par lequel notre système quantique est dérit.Nous dé�nissons Ĥ l'espae projetif de tous les sous-espaes unidimen-sionels de H,

ψ̂ ∈ Ĥ , ψ̂ = {λψ | λ ∈ C}.Tout état physique orrespond alors à une "raie" ψ̂. Le produit salaire (ϕ, ψ)sur H induit une fontion réelle sur Ĥ × Ĥ dé�ni par
(ϕ̂, ψ̂) =

| < ϕ, ψ > |2
||ϕ||2||ψ||2 .

(ϕ̂, ψ̂) est la "probabilité de transition", 'est-à-dire la probabilité de mesurerl'état ψ̂ si le système est dans l'état ϕ̂ et vie-versa. Cette interprétation duproduit (ϕ̂, ψ̂) requiert qu'une symétrie physique soit donné par un auto-morphisme T sur Ĥ qui respete (·, ·) .Dé�nition 6.1 Automorphisme de Wigner� Une appliation bijetive
T : Ĥ → Ĥest appelée un automorphisme de Wigner si elle préserve la possibilitéde transition. C'est-à-dire

(T ϕ̂, T ψ̂) = (ϕ̂, ψ̂).118



� L'ensemble de tous les automorphismes de Wigner sur Ĥ est désignépar Aut(Ĥ).Si A est une transformation unitaire ou anti-unitaire1 de H il est évident que
Â : Ĥ → Ĥ : ϕ̂→ Âϕest un automorphisme de Wigner.En plus êiθA = Â ∀θ ∈ R.La question est de savoir si l'inverse est aussi vrai.La réponse est a�rmative. Cei provient du théorème de Wigner quenous allons formuler par la suite.Théorème 6.1 Soit Ũ(H) les transformations unitaires et anti-unitaires de

H. Soit Π : Ũ(H) → Aut(Ĥ) : A→ Â.Soit i : U(1) → Ũ(H) : eiθ → eiθIl'inlusion de U(1) en Ũ(H).La séquene suivante est exate :
1 →︸︷︷︸inlusion U(1)

i→ Ũ(H)
Π→ Aut(Ĥ) → 1. (6.1)Une séquene exate est une suite d'homomorphismes ϕn du groupe Gn dansle groupe Gn+1

G1
ϕ1→ G2

ϕ2→ G3
ϕ3→ G4 · · ·tels que ϕn(Gn) = ϕ−1

n+1(I), l'image de ϕn est le noyau de ϕn+1.La séquene exate (6.1) implique alors que
Π
(
Ũ(H)

)
= Aut(Ĥ),don tout automorphisme de Wigner sur Ĥ est de la forme Â pour un opé-rateur A unitaire ou anti-unitaire.En plus, Π−1(I) = eiθI, don Â = B̂ si et seulement si A = eiθB.La preuve de e théorème se trouve dans [13℄E. P. Wigner, "Group theory",Aademi Press, 1959.1A : H → H est anti-unitaire si A(ϕ + ψ) = Aϕ + Aψ , A(λϕ) = λ̄Aϕ et (Aϕ,Aψ) =

(ϕ, ψ). 119



De (6.1) nous pouvons onlure que aussi la séquene
1 → U(1)

i→ U(H)
Π→ U(Ĥ) → 1est exate, où

U(Ĥ) = Π (U(H)) = {Â | A ∈ U(H)}.Nous nous intéressons à des homomorphismes (représentations proje-tives) d'un groupe de Lie dans Aut(Ĥ).Proposition 6.1 Soit G un groupe de Lie onnexe et T : G → Aut(Ĥ) unhomomorphisme. Alors T (G) ⊂ U(Ĥ).Preuve 62 Cei est ertainement vrai pour un voisinage V de l'identité oùtout élément est de la forme g = ea = (e
a
2 )2 pour un a ∈ G, (= l'algèbre deLie de G). Don g est de la forme g = g2

1 et
T (g) = T (g1) · T (g1) = (Â)2 = Â2,mais le arré d'une transformation anti-unitaire est toujours unitaire don

T (g) est unitaire.De ela il s'ensuit que {g ∈ G | T (g) unitaire } =: M est ouvert, pareque ave g tous les éléments dans g · V sont tels que T (h) est unitaire. Ii Vest un voisinage de I ave T (V ) ⊂ U(Ĥ).Mais aussi N = {g ∈ G | T (g) anti-unitaire } est ouvert pare que si T (g)est anti-unitaire et T (h) est unitaire, T (g) ·T (h) est anti-unitaire. Don ave
g tout le voisinage g · V possède des images anti-unitaires sous T .Comme M = G\N nous pouvons déduire que M est aussi fermé.Mais G est onnexe et M n'est pas vide, don M = G. 2Dé�nition 6.2 Représentation sur Ĥ :Soit G un groupe. Un homomorphisme

T : G→ Aut(Ĥ)est une représentation projetive de G.Si un groupe de Lie onnexe, G, de symétries de la physique lassiquesest représenté par des automorphismes de Wigner nous pouvons don ertesdé�nir des opératuers unitaires T (g) ∈ U(H) tels que
T̂ (g)Ψ = T (g)Ψ̂ .120



T est aussi appellée une représentation projetive de G. En générale
T (g1)T (g2) = ω(g1, g2)T (g1g2)pour une phase non-trivial ω(g1, g2) ∈ U(1). La question est dans quel aspeut-on dé�nir T tel que ette phase disparaît et T devient une vrai repré-sentation du groupe G. La réponse est que ei est toujours possible si Gest simplement onnexe ; sinon il n'est en générale pas possible. Mais ommetout groupe de Lie G a un reouvrement universel ('est-à-dire un groupesimplement onnexe qui est loalement isomorphe à G et qui a don la mêmealgèbre de Lie) toute représentation projetive d'un groupe de Lie G peutêtre levée a une représentation ordinaire de son reouvrement universel G̃.Pour ei nous utilisons que pour tout groupe de Lie G il existe un groupede Lie simplement onnexe G̃, son reouvrement universel, qui est loalementisomorphe à G, don G̃ possède la même algèbre de Lie, G = G̃. Si p : G̃→ Gest et "isomorphisme loal", alors p−1(I) = K est un sous-groupe disret de

G̃.Dé�nition 6.3 Possibilité de "lever" une représentationSoit T : G → U(Ĥ) une représentation projetive. Nous disons T peutêtre levée à T s'il existe une représentation
T : G→ U(H) ave T = Π ◦ T .Nous nous demandons quand T peut être levée. Pour un groupe de Lieonnexe ave groupe de reouvrement universel G̃ (simplement onnexe) laréponse est omme suit :Théorème 6.2 1. Si G est simplement onnexe (G̃ ≡ G), T peut tou-jours être levée à la forme T = Π ◦ T .2. Si G n'est pas simplement onnexe il existe une représentation σ : G̃→

U(H) telle que
Π ◦ σ = T ◦ poù p désigne la projetion anonique de G̃ dans G.Don le diagramme suivant est exat et ommutatif

1
i1→ K

i→ G̃
p→ G → 1

↓ σ ↓ T
1

i1→ U(1)
i→ U(H)

Π→ U(Ĥ) → 1121



Exemple d'un reouvrement universel :
G = U(1) , G̃ = R p : α→ e2πiα , K = Z.Pour plus de détails, voir [10℄J. P. Serre, "Lie Groups and Lie Algebras",Benjamin, 1965.

&%
'$

� - -
Π 1−4π −2π 0 +2π +4π6.1 Le groupe SU(2) omme reouvrement uni-versel de SO(3)Dans e paragraphe, nous montrons que SU(2) est le reouvrement uni-versel de SO(3). C'est pour ette raison que l'on appelle parfois SU(2) le�groupe de rotation de la méanique quantique�. Cei est orret dans le sensstrit que nous venons d'élaborer.a) G̃ = SU(2) est simplement onnexeSoit U ∈ SU(2), i.e., U∗ = U−1 et detU = +1. Comme avant, nousérions U sous la forme

U =

(
a b
−b̄ ā

)
, detU = |a|2 + |b|2 = 1 . (6.2)Nous posons a = a1+ia2 et b = b1+ib2, où a1, a2, b1, b2 ∈ R. (a1, a2, b1, b2) ∈

S3. Don SU(2) est homéomorphe à S3 ; mais S3 est simplement onnexe etdon SU(2) aussi.b) Homomorphisme SU(2) → SO(3)La orrespondane entre le groupe des rotations SO(3) et le groupe uni-taire SU(2) peut être mise en évidene à l'aide des matries de Pauli,
σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (6.3)On véri�e failement que

[σj , σk] ≡ σjσk − σkσj = 2iǫjklσl . (6.4)122



Il est évident que toute matrie 2 × 2 hermitienne (X∗ = X) et de traenulle peut être exprimée omme ombinaison linéaire réelle des matries σk,
k = 1, 2, 3. Soit la notation σ = (σ1, σ2, σ3) et x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Nousonsidérons l'appliation

˜ : R3 → C2×2

x 7→ x̃ =

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
. (6.5)Nous avons don x̃ = x·σ = x1σ1+x2σ2+x3σ3. La matrie x̃ est hermitienne,

x̃∗ := x̃
T

= x̃, et de trae nulle, trx̃ = 0. De plus, son déterminant est
det x̃ = −|x|2. Or, toute matrie X ∈ C2×2 hermitienne et de trae nulleprend la forme x̃, ave x1 = Re(X12), x2 = −Im(X12) et x3 = Re(X11) = X11.Soient enore x̃ij les oe�ients de la matrie x̃. En résolvant Eq. (6.5) pourles oordonnées xi, nous obtenons
x1 =

1

2
(x̃21 + x̃12) , x2 =

1

2i
(x̃21 − x̃12) , x3 = x̃11 = −x̃22 . (6.6)Maintenant, nous appliquons une transformation unitaire sur x̃ de ma-nière à obtenir une nouvelle matrie X ′ :

X ′ = Ux̃U∗ . (6.7)Pour la transformation unitaire, nous hoisissons une matrie U ∈ SU(2)quelonque, donnée par Eq. (6.2). Nous avons trX ′ = trx̃ = 0. D'autre part,la matrie X ′ est également hermitienne, (X ′)∗ = (Ux̃U∗)∗ = Ux̃∗U∗ =
Ux̃U∗ = X ′. En vertu de e que nous avons dit préédemment, nous pouvonsdon érire

X ′ =

(
x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 −x′3
)
, (6.8)pour ertains nombres réels x′1, x′2, x′3. Nous posons x′ = (x′1, x′2, x′3) ∈ R3.Don X ′ = x̃′. Alors, Eq. (6.7) implique que detX ′ = det x̃, i.e., |x′|2 = |x|2.La relation entre x1, x2, x3 et x′1, x′2, x′3 est évidemment linéaire pour unematrie U donnée. Il existe alors une transformation linéaire orthogonale,i.e., Π(U) ∈ O(3) tel que Π(U) : x 7→ x′ = Π(U)x.Comme SU(2) est onnexe, U peut être déformée de façon ontinue en

I2. Or, puisque l'appliation
Π : SU(2) → O(3)

U 7→ Π(U) , (6.9)123



est ontinue, Π(SU(2)) est aussi onnexe ; en plus Π(I2) = I3. Don Π(U) estun élément de la omposante de O(3) qui ontient l'identité, e qui implique
Π(SU(2)) ⊂ O(3)0 = SO(3).Pour illustrer e propos, nous dérivons expliitement les omposantes de
Π(U). Puisque il existe x′ ∈ R3 ave X ′ = x̃′, nous pouvons re-érire Eq. (6.7)sous la forme

x̃′ = Ux̃U∗ = Ux̃U−1 ≡ x′ · σ . (6.10)La multipliation matriielle (6.10) donne
x′

1
=

1

2
(x̃′21 + x̃′12)

=
1

2

(
a2 + ā2 − b2 − b̄2

)
x1 +

i

2

(
−a2 + ā2 − b2 + b̄2

)
x2 −

(
ab+ āb̄

)
x3 ,(6.11)

x′
2

=
1

2i
(x̃′21 − x̃′12)

=
i

2

(
a2 − ā2 + b2 − b̄2

)
x1 +

1

2

(
a2 + ā2 + b2 + b̄2

)
x2 + i

(
āb̄− ab

)
x3 ,(6.12)

x′
3

= x̃′11 = −x̃′22
=
(
āb+ ab̄

)
x1 + i

(
āb− ab̄

)
x2 +

(
aā− bb̄

)
x3 . (6.13)Cei peut être résumé dans la notation matriielle

Π

(
a b
−b̄ ā

)
=




1
2

(
a2 + ā2 − b2 − b̄2

)
−i
2

(
a2 − ā2 + b2 − b̄2

)
−
(
ab+ āb̄

)
i
2

(
a2 − ā2 + b2 − b̄2

)
1
2

(
a2 + ā2 + b2 + b̄2

)
i
(
āb̄− ab

)
(
āb+ ab̄

)
i
(
āb− ab̄

) (
aā− bb̄

)


(6.14)D'après es formules, il est évident qu'à haque matrie U ∈ SU(2) estassoiée une matrie Π(U) qui transforme x1, x2, x3 en x′1, x′2, x′3, i.e., x′ =

Π(U)x. Les éléments de Π(U) sont expliitement donnés par éq. (6.14), et ilest faile de véri�er que toutes les omposantes de Π(U) sont réelles. Commenous l'avons démontré i-dessus, Π(U) est même une matrie orthogonalereprésentant une rotation propre des oordonnées, i.e., Π(U) ∈ SO(3).Ave éq. (6.14) on véri�e aisément que les matries unitaires suivantes
Π(Uj(α)) orrespondent bien aux rotations par d'un angle α autour de l'axe
j.

• Si nous hoisissons la matrie U diagonale, sa forme la plus généraleest
U3(ϕ) =

(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)
. (6.15)124



En utilisant les formules générales (6.11)�(6.13), nous obtenons alors
Π(U3(ϕ)) =




cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1


 , (6.16)e qui orrespond à la matrie de rotation de oordonnées d'un angle

ϕ autour de l'axe 3.
• Si nous hoisissons la matrie U réelle, sa forme la plus générale est

U2(β) =

(
cos(β/2) − sin(β/2)
sin(β/2) cos(β/2)

)
. (6.17)En utilisant les formules générales (6.11)�(6.13), nous obtenons alors

Π(U2(β)) =




cosβ 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β


 , (6.18)e qui dérit une rotation de oordonnées d'un angle β autour de l'axe

2.
• Finalement, si nous hoisissons la matrie U telle que

U1(α) =

(
cos(α/2) −i sin(α/2)

−i sin(α/2) cos(α/2)

)
, (6.19)nous obtenons

Π(U1(α)) =




1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα


 , (6.20)e qui dérit une rotation de oordonnées d'un angle α autour de l'axe

1.) Π : SU(2) → SO(3) est surjetive et ker Π = {I2, −I2}Nous venons de véri�er que Π(U1(α)),Π(U2(β)) et Π(U3(ϕ)) sont biendes rotations autour des axes 1, 2, 3, ave les angles α, β, ϕ, respetivement.Ainsi, à partir de Π(U1(α)),Π(U2(β)) et Π(U3(ϕ)), on peut onstruire touterotation et Π est alors surjetive. Il est évident que U 7→ Π(U) est un homo-morphisme de groupe, 'est-à-dire Π(UV ) = Π(U)Π(V ) pour U, V ∈ SU(2).Nous voulons trouver le noyau de et homomorphisme :
ker Π =

{
U ∈ SU(2) | Ux̃U∗ = x̃ , ∀ x ∈ R3

}
. (6.21)125



On voit immédiatement que {I2,−I2} ⊂ ker Π, e qui indique que deux élé-ments U et −U de SU(2) sont assoiés à haque S ∈ SO(3). Nous devonsenore montrer qu'il n'existe pas d'autres éléments de SU(2) qui sont appli-qués sur I3, i.e. que,
ker Π = {I2,−I2} . (6.22)Une matrie X ∈ C2×2 quelonque peut être représentée sous la forme

X = αI2 + x̃+ i (βI2 + ỹ) . (6.23)Pour U ∈ ker Π, on a don UXU∗ = X ou UX = XU pour toute matrie
X ∈ C2×2. Or, d'après le Lemme de Shur, les seules matries qui ommutentave toutes les autres sont les multiples de l'unité, U = λI2. Ainsi, on a bien
ker Π ≡ {I2,−I2}, e qui implique que SO(3) ∼= SU(2)/{I2,−I2}.Ensembles, les points a), b) et ) démontrent que SU(2) est le reouvre-ment universel de SO(3), e que l'on dénote souvent par SU(2) = SO(3).L'appliation de reouvrement est

Π : SU(2) → SO(3)

U 7→ Π(U) ≡ Π(U) . (6.24)L'homomorphisme de SU(2) en SO(3) est de type 2 : 1, i.e., deux matriesde SU(2), U et −U , sont assoiées à la même rotation, Π(U) = Π(−U).Finalement, omme Π est un isomorphisme loal, il induit un isomorphismedes algèbres de Lie, Π∗ : su(2) → so(3).Algèbre de LieNous voulons maintenant démontrer que
Π∗(Mj) = Ij ave Mj =

1

2i
σj , j = 1, 2, 3 , (6.25)où Ij est le générateur des rotations autours l'axe j don (Ij)km = −ǫjkm(voir éq. 4.17). Evidemment, les Mj forment une base de su(2) (exerie).Soit enore Uk(α) = exp(αMk), le sous-groupe à un paramètre généré par

Mk. On a alors
Mk =

d

dα
Uk(α)

∣∣∣∣
α=0

. (6.26)126



Ainsi,
˜Π∗(Mk)x =

˜d

dα
Π (Uk(α))x

∣∣∣∣
α=0

=
d

dα
[Uk(α)x̃U∗

k (α)]

∣∣∣∣
α=0

= Mkx̃+ x̃(−Mk)

= [Mk, x̃] =
1

2i

∑

j

[σk, σj]x
j =

∑

j,i

ǫkjiσix
j , (6.27)puisque x̃ = x · σ et

[σk, σj ] = 2i
∑

i

ǫkjiσi . (6.28)D'autre part, le �té gauhe de Eq. (6.27) devient
˜Π∗ (Mk)x =

∑

j,i

(Π∗ (Mk))ij x
jσi , (6.29)e qui implique �nalement l'identité (Π∗ (Mk))ij = ǫkji = −ǫkij = (Ik)ij.D'après Eqs. (6.25) et (6.28), les relations de ommutation des Mk sont

[Mi,Mj] =
∑

k

ǫijkMk . (6.30)Elles sont don identiques à elles des Ik, e qui doit être le as puisque Π∗est un isomorphisme entre les algèbres de Lie su(2) et so(3). En plus, omme
su(2) et so(3) sont isomorphes, ils ont les mêmes représentations irrédu-tibles : à la représentation Dj

∗ de so(3) orrespond la représentation Dj
∗ ◦ Π∗de su(2). Pour un groupe simplement onnexe, on peut montrer qu'à haquereprésentation de l'algèbre de Lie orrespond une représentation du groupe.Il existe don aussi des représentations Dj de SU(2) pour des j demi-entiers.Les partiules à spin demi-entier, les fermions, e.g. l'életron, se transformentd'après es représentations. L'existene des fermions est don un phénomènepurement quantique, qui n'a pas d'analogue en physique lassique.6.2 Démonstration du théorème 6.2Le reste de e hapitre est onsaré à la démonstration du point 1. duthéorème 6.2.Si le point 1. est véri�é, 2. suit, pare que T ◦ p est une représentationprojetive du groupe simplement onnexe G̃ et peut alors être levée,

T ◦ p = Π ◦ σ.127



Pour démontrer le point 1., nous avons partiellement besoin d'outils et derésultats que nous n'avons pas développés dans e ours. La démonstrationprésentée ii sera don partielle. Des référenes seront données pour les partiesmanquantes.Pour ontinuer nous devons hoisir une topologie sur les espaes U(H) et
U(Ĥ).D'abord nous allons hoisir les topologies usuelles sur H et Ĥ.Un ensemble M ⊂ H est ouvert si pour tout ψ ∈M il existe un ǫ > 0 telque

{ϕ | ||ϕ− ψ|| < ǫ} ⊂M.Un ensemble N ⊂ Ĥ est ouvert s'il est de la forme N = M̂ = {ψ̂ | ψ ∈ M}pour un ouvert dans H.Maintenant nous hoisissons sur U(H) la topologie la plus faible telle quepour tout ϕ ∈ H l'appliation
Uϕ : U(H) → H : A 7→ Aϕest ontinue.De même nous hoisissons sur U(Ĥ) la topologie la plus faible telle quepour tout ϕ̂ ∈ Ĥ l'appliation
Ûϕ̂ : U(Ĥ) → Ĥ : Â 7→ Âϕ̂est ontinue (ette dernière est égale à la topologie quotient induite sur U(Ĥ)par la surjetion A→ Â et la topologie dé�nie sur U(H)).Théorème 6.3 U(H) est une �brée prinipale ave base U(Ĥ), �bre U(1) etprojetion Π.Dé�nition 6.4 Fibrée prinipaleUne �brée prinipale est un quadruple (F,B,G,Π) où F et B sont desespaes topologiques, G est un groupe topologique et Π : F → B est uneappliation ontinue telle que Π−1(b) et isomorphe à G pour tout b ∈ B.En plus, tout point b ∈ B possède un voisinage W tel que Π−1(W ) esthomomorphe à W ×G.Soit h1 : Π−1(W1) →W1×G et h2 : Π−1(W2) →W2×G des homomorphismesloaux, ave h1(x) = (b1, g1). Alors h2(x) = (b1, g2) et il existe une appliationontinue ϕ : W1 ∩W2 → G ave g2 = ϕ(x) · g1. Ii x ∈ Π−1(W1 ∩W2).128



Preuve 63 (du théorème 6.3)
U(1) × U(H) → U(H) : (eiθ, A) → eiθAest ontinue. [Cei malgré le fait que U(H) n'est pas un groupe topologique, lamultipliation n'est pas ontinue ! (voir M.A. Naimark, Normed rings, Noord-hof 1964)℄Pour tout (ϕ, ψ) ∈ H×H non-nuls nous posons
Vϕ,ψ = {A ∈ U(H) | 〈Aϕ, ψ〉 6= 0} .Ces ensembles sont ouverts dans U(H) et ils reouvrent U(H). De même, lesensembles

Wϕψ = Π(Vϕψ)donnent un reouvrement ouvert de U(Ĥ). Pour ϕ et ψ non-nuls nous dé�-nissons
ηϕψ : Vϕψ → U(1) : A 7→ 〈Aϕ, ψ〉

|〈Aϕ, ψ〉| .Pour λ ∈ U(1) nous avons ηϕψ(λA) = ληϕψ(A). Soit
hϕψ : Vϕψ →Wϕψ × U(1) : A 7→

(
Â, ηϕψ(A)

)
.Cette appliation ontinue et son inverse

(Â, eiθ) → eiθ

ηϕψ(A)
Aest aussi ontinue. Cei montre que Π−1(Wϕψ) = Vϕψ est homeomorphe à

Wϕψ × U(1).Il faut enore démontrer que le groupe de struture est vraiment U(1).Soient ϕ1, ψ1, ϕ2, ψ2 des veteurs non-nuls.Pour ΠA = Â ∈Wϕ1ψ1 ∩Wϕ2ψ2 et eiθ ∈ U(1) nous avons
hϕ1ψ1 ◦ h−1

ϕ2ψ2
(ΠA, eiθ) = hϕ1ψ1

(
eiθ

ηϕ2ψ2(A)
A

)

=

(
ΠA,

eiθηϕ1ψ1(A)

ηϕ2ψ2(A)

)
.Don la �bre eiθ est multipliée ave

ηϕ1ψ1(A)

ηϕ2ψ2(A)
∈ U(1).129



En plus, e hangement de "la oordonnée de la �bre"
Wϕ1ψ1 ∩Wϕ2ψ2 → U(1) : ΠA 7→ ηϕ1ψ1(A)

ηϕ2ψ2(A)est ontinue. 2Théorème 6.4 Toute appliation ontinue T : G → U(Ĥ) d'un groupe deLie simplement onnexe peut-être levée à une appliation ontinue
T : G→ U(H) telle que T = Π ◦ T .Preuve 64 T induit une �brée prinipale ave �bre U(1) par la onstrutionsuivante :Nous dé�nissons E = {(g, A) ∈ G× U(H) | T (g) = Π(A)}Projetion : σ : E → G : (g, A) 7→ gSi nous posons α : E → U(H) : (g, A) 7→ A le diagramme suivant estommutatif :

E α
−→

U(H)
σ ↓↑  ↓ Π

G −→
T

U(Ĥ)(pour plus de détails voir Hirzebruh, "Topologial methods in algebrai geo-metry").On peut alors montrer, à l'aide d'une suite de théorèmes assez profondesde la topologie algébrique, qu'il existe une appliation ontinue  : G → Etelle que σ ◦  = id.L'appliation ontinue T = α ◦  satisfait alors
Π ◦ T = Π ◦ α ◦  = T ◦ σ ◦  = T.

2Référenes : [4℄ Hirzebruh, "Topologial methods in algebrai geometry"[5℄ Hu, "Homotopy Theory", Aademi Press (1959).[2℄ Eilenberg & Steenrod, "Foundations of algebrai topology.[6℄ Steenrod, "Topology of �bre bundles".Nous savons ave e théorème (que nous ne pouvons pas démontrer)qu'une appliation ontinue T ave Π ◦ T = T de G sur U(H) existe. Maisnous voulons démontrer plus : si T est une représentation projetive nouspouvons hoisir T telle qu'elle est une représentation de G. Pour ei nousdevons introduire des "fator sets" : soient G et K des groupes de Lie, K un130



groupe ommutatif. ω "fator set" pour le ouple (G,K) est une appliationontinue
ω : G×G→ Ktelle que ω(1, 1) = 1 et

ω(x, y)ω(xy, z) = ω(x, yz)ω(y, z) ∀x, y, z ∈ G.Soit Eω le groupe topologique G×K ave le produit
(x1, k1)(x2, k2) = (x1x2, ω(x1, x2)k1k2)Ave G et K aussi Eω est un groupe topologique et K est immersé via

i : K → Eω : k 7→ (1, k).Ave α : Eω → G : (x, k) 7→ xnous avons la séquene exate
1 → K

i→ Eω α→ G→ 1.On peut démontrer que Eω est même un groupe de Lie (e qui n'est pastrès surprenant, voir e.g. Montgomery & Zippin, "Topologial transformationgroups, 1955).Dé�nition 6.5 Fator setSoient G et K les algèbres de Lie de G et K. Une appliation anti-symétrique
θ : G × G → K : (x, y) → θ(x, y)est appelée "fator set" pour le ouple (G,K) si elle satisfait

θ(x, [y, z]) + θ(y, [z, x]) + θ(z, [x, y]) = 0 . (6.31)Le "fator set" θ est appelé trivial s'il existe une appliation linéaire ϑ :
G → K tele que

θ(x, y) = ϑ([x, y]).Dans e as l'équation (6.31) est une simple onséquene de l'identité deJaobi pour [, ] et de la linéarité de ϑ.L'ensemble de tous les fator sets forme un groupe additif et les fator setstriviaux sont un sous-groupe (abélien, don normal). Le quotient {θ}/{ϑ} estappelé le deuxième groupe de o-homologie de G ave oe�ients dans K.131



Nous dénommons α̇ l'appliation sur l'algèbre de Lie Eω (de Eω) dansl'algèbre de Lie G de G induite par α. C'est-à-dire que pour tout x ∈ Eω ilexiste un ǫ > 0 tel que exp(ǫx) ∈ Eω est tel que α(exp(ǫx)) ∈ V ⊂ G peutêtre représenté de la forme exp(y) pour un y ∈ G.Nous posons α̇(x) = 1
ǫ
y ∈ G. La séquene
0 → K i→ Eω α→ G → 0est exate. Nous hoissisons maintenant une appliation linéaire β : G → Eωtelle que α̇β = I. Cei est possible pare que α̇ est surjetive (dimEω =

dimG + dimK).Alors θ(x, y) = [β(x), β(y)] − β([x, y]) x, y ∈ Gest un fator set pour le ouple G,K : pare que α̇(x, k) = x pour x ∈ G,
k ∈ K nous avons β(x) = (x, k(x)) don

[β(x), β(y)] − β([x, y]) = ([x, y], [k(x), k(y)]ω)−
([x, y], k([x, y])) = (0, [k(x), k(y)]ω − k([x, y])) ∈ K.Si θ est trivial, θ(x, y) = ϑ([x, y]) pour une appliation linéaire ϑ : G → K,alors

µ := β + ϑ : G → Eω ; x 7→ β(x) + ϑ(x)dé�nit un homomorphisme ave α̇ ◦ µ = I. En plus,
[µ(x), µ(y)]− µ([x, y]) = [β(x), β(y)] − β([x, y]) − ϑ([x, y]) = 0Don µ est un homomorphisme des algèbres de Lie G et Eω. Le théorèmede Lie nous dit que si G est simplement onnexe, µ peut être levé à unhomomorphisme des groupes,

γ : G→ Eω tel que µ = γ̇.Nous avons don α ◦ γ = I, don γ doit être de la forme
γ : G→ Eω : x→ (x, λ(x))où λ est une appliation ontinue. Comme γ est un homomorphisme degroupe, nous avons

(xy, λ(xy)) = (x, λ(x)) ◦ (y, λ(y)) = (xy, ω(x, y)λ(x)λ(y)).Don ω(x, y) =
λ(xy)

λ(x)λ(y)
∀x, y ∈ G('est-à-dire que ω est un fator set trivial !). Nous avons don démontré lethéorème suivant : 132



Théorème 6.5 Soient G et K des groupes de Lie, G simplement onnexeet K abélien. Soit H2(G,K) = {0}. Alors, pour tout fator set ω de (G,K)il existe une appliation ontinue λ : G→ K ave
ω(xy) =

λ(x)λ(y)

λ(xy)
∀x, y ∈ G.Cei nous met en position de prouver le théorème �nal :Théorème 6.6 (Bargmann) Soit G un groupe de Lie simplement onnexeave H2(G,R) = {0}. Alors toute représentation projetive T : G → U(Ĥ)admet une levée T : G→ U(H) qui est une représentation de G dans U(H).Preuve 65 D'après le théorème 6.4 il existe une appliation ontinue σ :

G→ U(H) ave Π ◦ σ = T . Nous avons alors
G

σ ւ ց T
1 → U(1) → U(H) →Π U(Ĥ) → 1Nous hoisissons σ telle que σ(1) = 1.Pour x, y ∈ G nous avons

Π(σ(x)σ(y)) = Π(σ(x)) ◦ Π(σ(y)) = T (x) · T (y) = T (xy) = Π(σ(xy)).Don σ(x)σ(y) ne peuvent di�érer de σ(xy) que par un fateur ω(x, y) ∈ U(1)d'après le diagramme i-dessus. C'est-à-dire que
σ(x)σ(y) = ω(x, y)σ(x · y).

ω est ontinue. En e�et, pour un veteur unitaire ψ ∈ H nous avons
[ω(x′, y′) − ω(x, y)]σ(x′y′)ψ =

ω(x, y)[σ(x · y) − σ(x′ · y′)]ψ + σ(x′)[σ(y′) − σ(y)]ψ + [σ(x′) − σ(x)]σ(y)ψ.En prenant les normes nous trouvons :
|ω(x′, y′) − ω(x, y)| ≤ ||σ(x · y)ψ − σ(x′ · y′)ψ|| + ||(σ(y′)−

σ(y))ψ|| − ||(σ(x′) − σ(x))ψ||.Don la ontinuité de ω suit de elle de σ et des appliations
(x, y) → σ(xy)ψ , σ(y)ψ , σ(x)ψ.133



En plus, ω est un fator set pour le ouple (G,U(1)), pare que
ω(x, y) = σ(x)σ(y)σ(x · y)−1

ω(x, y)ω(x · y, z) = σ(x)σ(y)σ(z)σ(xyz)−1

= σ(x) σ(y)σ(z)σ(yz)−1

︸ ︷︷ ︸
ω(y,z)∈U(1)

σ(yz)σ(xyz)−1

= σ(x)σ(yz)σ(xyz)−1

︸ ︷︷ ︸
ω(x,yz)

ω(y, z).Comme l'algèbre de Lie de U(1) est R et H2(G,R) = {0} d'après le théorème6.5 il existe une appliation λ : G→ U(1) ave
ω(x, y) =

λ(xy)

λ(x)λ(y)
.Nous posons alors T (x) = λ(x)σ(x). Cei est le lift de T .Il est évident que T est une représentation. Mais

T (x)T (y) = λ(x)λ(y)σ(x)σ(y)

= ω(x, y)λ(x)λ(y)σ(xy) = λ(xy)σ(xy) = T (xy).

2Ce théorème explique pourquoi un groupe de symétrie de la méaniquelassique doit être remplaé par son reouvrement universel en méaniquequantique :
SO(3) → SU(2)

L↑
+ → SL(2,C)

P4 = R4 ©s L↑
+ → R4 ©s SL(2,C)et e théorème est don à la base de l'existene de fermions (qui ne setransforment pas d'après une représentation de SO(3) sous rotations). Ii ©sest le produit semi-diret, 'est-à-dire (x,Λ1) ©s (y,Λ2) = (x + Λ1y,Λ1Λ2)pour (x,Λ1) et (y,Λ2) ∈ P4.
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